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d'infiniment  petits^  d'évanouissans^  de  limites  et  de  fluxions^ 
et  réduits  à  Fanalyse  algébrique  des  quantités  finies. 
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Grand-Officier  de  la  Légion-d' Honneur,  et  Comte  de  VEmpire. 
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31"'  V  COURCIËR,  Imprimeur-Libraire  pour  les  Mathématiques , 

quai  des  Augustins,  n"*  57. 

l8l3. 


AVERTISSEMENT. 

I^BTTB  seconde  Édition  a  plusieurs  avantages  sur  la  première 
qui  a  paru  en  1797;  elle  est  plus  correcte;  on  a  mis  plus 
d'ordre  dans  les  matières;  et  on  les  a  divisées  par  Chapitres^ 
ce  qu'on  n'avait  pu  faire  d'abord,  cet  ouvrage  ayant  été 
composé,  comme  d'un  seul  jet,  à  mesure  qu'il  s'imprimait. 
Enfin  on  7  a  &it  différentes  additions  dont  les  principales 
se  trouvent  dans  le  Chapitre  XIV  de  la  seconde  Partie ,  et 
dans  le  Chapitre  Y  de  la  troisième. 

On  avait  pensé  à  refondre  dans  la  première  Partie  de  ce 
Traité  les  Ijeçons  sur  le  Calcul  des  Fonctions  ^*^,  qui 
servent  de  commentaire  et  de  suite  à  cette  Partie;  mais 
conmie  elles  forment  un  ouvrage  à  part  qui  peut  être  lu 
séparément,  et  indépendamment  de  la  Théorie  des  Fonctions, 
on  s'est  contenté  de  les  citer  dans  tous  les  endroits  sur  lesquels 
elles  peuvent  offrir  des  éclaircissemens  et  des  développemens 
utiles. 


(^  Ces  Leçons  ont  paru  d'abord  dans  le  Recueil  des  Leçons  de  l*Éoole  normale  ; 
Biais  la  seconde  Édition ,  publiée  en  1806  chez  Courcieri  est  beaucoup  augnientée; 
c*est  celle^  qu*on  a  citée. 
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THEORIE 


DES 


FONCTIONS  ANALYTIQUES, 


CONTENANT 


Les  Principes  du  Calcul  différentiel,  dégagés  de  toute 
considération  d^ infiniment  petits ,  cP évanouissons ,  de 
limites  et  de  fluxions  ,  et  réduits  à  V analyse  algébrique 
des  quantités  fini^. 


INTRODUCTION. 

Des  Fonctions  en  général.  Des  Fonctions  primitives  et  dérivées. 
Des  différentes  manières  dont  on  a  envisagé  le  Calcul  diffé^ 
rentiel.  Objet  de  cet  Ouvrage. 

V/N  appelle /b/ic/io/i  d'une  ou  de  plusieurs  quantités,  toute  expres- 
sion de  calcul  dans  laquelle  ces  quantités  entrent  d'une  manière  quel-- 
conque,  mêlées  ou  non  avec  d'autres  quantités  qu'on  regarde  comme 
ayant  des  valeurs  données  et  inyariables,  tandis  que  les  quantités  de 
la  fcmction  peuvent  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles.  Ainsi,  dans 
les  fonctions,  on  ne  considère  que  les  quantités  qu'on  suppose  va- 
riables ,  sans  aucun  égard  aux  constantes  qui  peuvent  y  être  mêlées. 
Le  mot  fonction  a  été  employé  par  les  premiers  analystes  pour 
désigner  en  général  les  puissances  d'une  même  quantité.  Depuis , 
on  a  âendu  la  sigoification  de  ce  mot  à  toute  quantité  formée 
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d'une  manière  quelconque  d'une  autre  quantité.  Leibnitz  et  les 
Bernoulli  l'ont  employé  les  premiers  dans  cette  acception  générale  ^ 
et  il  est  aujourd'hui  généralement  adopté. 

Lorsqu'à  la  variable  d'une  fonction  on  attribue  im  accroisse- 
ment quelconque ,  en  ajoutant  à  cette  variable  une  quantité  in- 
déterminée, on  peut  par  les  règles  ordinaires  de  l'algèbre,  si  la 
fonction  est  algébrique ,  la  développer  suivant  les  puissances  de 
cette  indéterminée.  Le  premier  terme  du  développement  sera  la 
fonction  proposée  qu'on  appellera  fonction  primitive  ;  les  termes 
suivans  seront  formés  de  différentes  fonctions  de  la  même  variable , 
multipliées  par  les  puissances  successives  de  l'indéterminée.  Ces 
nouvelles  fonctions  dépendront  uniquement  de  la  fonction  primi- 
tive dont  elles  dérivent,  et  pourront  s'appeler  fonctions  dérivées. 
En  général ,  quelle  que  soit  la  fonction  primitive ,  algébrique  ou 
non ,  elle  peut  toujoiu*s  être  développée  ou  censée  développée  de 
la  même  manière ,  et  donner  ainsi  naissance  à  des  fonctions  déri- 
vées. Les  fonctions  considérées  sous  ce  point  de  vue ,  constituent 
une  analyse  d'un  genre  supérieur  à  l'analyse  ordinaire ,  par  sa  géné- 
ralité et  ses  nombreux  usages  ;  et  l'on  verra  dans  cet  ouvrage  que 
l'analyse  qu'on  appelle  yrûgedrement  transcendante  ou  infinitésimale  y 
n'est  au  fond  que  l'analyse  des  fonctions  primitives  et  dérivées ,  et 
que  les  calculs  différentiel  et  intégral  ne  sont ,  à  proprement 
parler ,  que  le  calcul  de  ces  mêmes  fonctions. 

Les  premiers  géomètres  qui  ont  employé  le  calcul  difierentiel  y 
Leibnitz  y  les  Bernoulli,  V Hôpital^  etc.  l'ont  fondé  sur  la  considération 
des  quantités  infiniment  petites  de  dififêrens  ordres,  et  sur  la  suppo- 
sition qu'on  peut  regarder  et  traiter  comme  égales,  les  quantités  qui 
ne  diffèrent  entre  elles  que  par  des  quantités  infiniment  petites  à  leur 
égard.  Contens  d'arriver  par  les  procédés  de  ce  calcul  d'une  manière 
prompte  et  sûre  à  des  résultats  exacts,  ils  ne  se  sont  point  occupés 
d'en  démontrer  les  principes.  Ceux  qui  les  ont  suivis,  Euler,  ^Alenv- 
^r^, etc.,  ont  cherché  à  suppléer  à  ce  déÊiut,  en  faisant  voir,  par  des 
applications  particulières,  que  les  différences  qu'on  suppose  infini- 
ment petites,  doivent  être  absolument  nulles,  et  que  leurs  rapports, 
seules  quantités  qui  entrent  réellement  dans  le  calcul,  ne  sont  autre 
chose  que  les  limites  des  rapports  des  difierences  finies  ou  indéfinies. 
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Mais  3  Ëiuf  convenir  que  cette  idée ,  quoique  juste  en  elle-même'^ 
n'est  pas  assez  claire  pour  servir  de  principe  à  une  science  dont 
la  certitude  doit  être  fondée  sur  l'évidence,  et  surtout  pour  être 
présentée  aux  commençans  ;  d'ailleurs ,  il  me  semble  que  comme 
dans  le  calcul  différentiel ,  tel  qu'on  l'emploie ,  on  considère  et  on 
calcule  en  effet  les  quantités  infiniment  petites  ou  supposées  infi- 
niment petites  elles-mêmes ,  la  véritable  métaphysique  de  ce  calcul 
consiste  en  ce  que  l'erreur  résultant  de  cette  fausse  supposition  est 
redressée  ou  compensée  par  celle  qui  naît  des  procédés  mémea 
du  calcul  j  suivant  lesquels  on  ne  retient  dans  la  différentiation  que 
les  quantités  infiniment  petites  du  même  ordre.  Par  exemple  ,  en 
regardant  une  courbe  comme  un  polygone  d'un  nombre  infini  de 
côtés  chacun  infiniment  petit,  et  dont  le  prolongement  est  la 
tangente  de  la  courbe ,  il  est  clair  qu'on  £iit  une  supposition  er-^ 
ronée  ;  mais  l'erreur  se  trouve  corrigée  dans  le  calcul  par  l'omis- 
sion qu'on  y  Mt  des  quantités  infiniment  petites.  C'est  ce  qu'on 
peut  Ëdre  voir  aisément  dans  des  exemples,  mais  dont  il  serait 
peut-être  difficile  de  donner  une  démonstration  générale. 

Newton  y  pour  éviter  la  supposition  des  infiniment  petits,  a 
considéré  les  quantités  mathématiques  conune  engendrées  par  le 
mouvement ,  et  il  a  cherché  une  méthode  poiu*  déterminer  direc- 
tement les  vitesses  ou  plutôt  le  rapport  des  vitesses  variables  avec 
lesquelles  ces  quantités  sont  produites  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  p 
d'après  lui ,  la  méthode  des  fluxions  ou  le  calcul  fluxionnel ,  parce 
qu'il  a  nommé  ces  vitesses  fluxions  des  quantités.  Cette  méthode 
ou  ce  calcul  s'accorde  pour  le  fond  et  pour  les  opérations ,  avec 
le  calcul  différentiel,  et  n'en  diffère  que  par  la  métaphysique  qui 
paraît  en  effet  plus  claire ,  parce  que  tout  le  monde  a  ou  croit 
avoir  une  idée  de  la  vitesse.  Mais ,  d'un  côté ,  introduire  le  mou-^ 
Vement  dans  un  calcul  qui  n'a  que  des  quantités  algébriques  pour 
objet ,  c'est  y  introduire  une  idée  étrangère ,  et  qui  olblige  à  re- 
garder ces  quantités  connue  des  lignes  parcourues  par  un  mobile  ; 
de  l'autre,  il  &ut  avouer  qu'on  n'a  pas  même  ime  idée  bien  nette 
de  ce  que  c'est  que  la  vitesse  d'un  point  à  chaque  instant ,  lors- 
que cette  vitesse  est  variable  ;  et  on  peut  voir  par  le  savant 
Traité  des  fluxions-de  Maclaurin ,  combien  il  est  difficile  de  démon- 
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trer  rigoureusement  la  méthode  des  fluxions ,  et  combien  d'artifîces 
particuliers  il  faut  employer  pour  démontrer  les  différentes  parties 
de  cette  méthode. 

Aussi  Newton  lui-même ,  dans  son  livre  des  Principes ,  a  pré- 
féré, comme  plus  courte  y  la  méthode  des  dernières  raisons  des 
quantités  évanouissantes;  et  c'est  aux  principes  de  cette  mé- 
thode que  se  réduisent  en  dernière  analyse  les  démonstra- 
tions relatives  à  celle  des  fluxions.  Mais  cette  méthode  a,  comme 
celle  des  limites  dont  nous  avons  parlé  plus  haut ,  et  qui  n'en  est 
proprement  que  la  traduction  algébrique ,  le  grand  inconvénient 
de  considérer  les  quantités  dans  Fétat  où  elles  cessent ,  poiu*  ainsi 
dure,  d'être  quantités;  car  quoiqu'on  conçoive  toujours  bien  le 
rapport  de  deux  quantités  tant  qu'elles  demeurent  finies,  ce  rap- 
port n'offre  plus  à  l'esprit  une  idée  claire  et  précise ,  aussitôt  que 
ses  termes  deviennent  l'un  et  l'autre  nuls  à-la-fois. 

C'est  pour  prévenir  ces  difficultés,  qu'un  habile  Géomètre  anglais, 
.qui  a  fait  dans  l'analyse  des  découvertes  importantes,  a  proposé 
dans  ces  derniers  temps,  de  substituer  à  la  méthode  des  fluxion? 
jusqu'alors  suivie  scru^mleusement  par  tous  les  géomètres  anglais , 
une  autre  méthode  piurement  analytique ,  et  analogue  à  la  méthode 
différentielle ,  mais  dans  laquelle ,  au  lieu  de  n'employer  que  les 
différences  infiniment  petites  ou  nulles  des  quantités  variables ,  on 
emploie  d'abord  des  valeurs  différentes  de  ces  quantités,  qu'on 
égale  ensuite ,  après  avoir  fait  disparaître  par  la  division ,  le  iacteur 
que  cette  égalité  rendrait  nul.  Par  ce  moyen ,  on  évite  à  la  vérité 
les  infiniment  petits  et  les  quantités  évanouissantes  ;  mais  les  pro- 
cédés et  les  applications  du  calcul  sont  embarrassans  et  peu  natu- 
rels ,  €t  on  doit  convenir  que  cette  manière  de  rendre  le  calcul 
âi£fêrentiel  jplus  rigoureux  dans  ses  principes  ,  lui  £ût  perdre  ses 
principaux  avantages,  la  simplicité  de  la  méthode  et  la  facilite 
'  des  opérations.  Voyez  l'ouvrage  intitulé  :  the  residual  analjrsisi  a  new 
branch  of  the  Mgebric  art  y  bj  John  Landen,  LondoUj  1764,  ainsi 
que  le  discours  pubMé  par  le  même  auteur ,  en  1768 ,  sur  le  même 
objet. 

Ces  variations  dans  la  manière  d'établir  et  de  présenter  les  prin- 
cipes du  calcul  dififêrentiel,  et  même  dans  la  dénomination  de  câ 
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calcul ,  montrent ,  ce  me  semble ,  qu'on  n'en  avait  pas  saisi  la  vé- 
ritable théorie,  quoiqu'on  eût  trouvé  d'abord  les  règles  les  plus 
simples  et  les  plus  commodes  pour  le  mécanisme  des.  opérations» 

On  trouvera  de  nouvelles  considérations  sur  cet  objet  dans  :1a 
première  leçon  sur  le  Calcul  des  fonctions. 

Dans  un  mémoire  imprimé  parmi  ceux  de  l'Académie  de  BerUo  y 
de  1772,  et  dont  l'objet  était  l'analogie  entre. les  difierentielles  et 
les  puissances  positives ,  et  entre  les  intégrales  et  les  puissaiices 
négatives,  j'avançai  que  la  théorie  du  développement  des  fonc» 
lions  en  série ,  contenait  les  vrais  principes  du  calcul  différentiel  ^ 
dégagés  de  toute  considération  d'infiniment  petits  ou  de  limites , 
et  je  démontrai  par  cette  théorie  le  théorème  de  Tajrlor^  qui  est 
le  fondement  de  la  méthode  des  séries ,  et  qu'on  n'avait  encore 
démontré  que  par  le  secours  de  ce  calcul,  ou  par  la  considération 
des  différences  infiniment  petites.  .  .i 

Depuis,  jàrbogast  a  présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  un 
Mémoire  où  la  même  idée  est  exposée  avec  des  développemens 
et  des  applications  qui  lui  appartiennent.  Mais  l'auteur  n'ayant  encore 
rien  publié  sur  ce  sujet  (*),  et  m'étant  trouvé  engagé  par -des 
circonstances  particulières  à  développer  les  principes  généraux  de 
l'analyse ,  j'ai  rappelé  mes  anciennes  idées  sur  ceux  du  '.  calcul 
différentiel,  et  j'ai  fait  de  nouvelles  réflexions  tendantes  à  lescon^ 
firmer  et  à  les  généraliser  ;  c'est  ce  qui  a  occasionné  cet  Ecrit , 
que  je  ne  me  détermine  à  publier  que  par  la  considération  de 
l'uUlité  dont  il  peut  être  à  ceux  qui  étudient  cette  branche  impor- 
jtante  de  l'analyse.  I 

Il  peut ,  au  reste ,  paraître  surprenant  que  cette  manière  d'en* 
visager  le  calcul  différentiel  ne  se  soit  pas  offerte  plus  tôt  aux 
géomètres,  et  suttout  qu'elle  ait  échappé  k Newton  j  inventeur  do 
la  méthode,  des  séries  et  de  celle  des  fluxions.  Mais  nous  observer 
rons  à  cet  égard  qu'en  effet  Newton  n'avait  d'abord  employé  que 
la   simple  considération  des  séries  pour  résoudre  le  problème 

(^)  L'ouvrage  que  feu  Arbogast  a  donDé  en  1800  ,  sous  le  titre  de  Calcul  des 
Dérivations  ^  a  un  objet  différent ,  comme  Tauteur  en  avertit  lui-même  i  la  En 
de  sa  préface. 
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troisième  du  second  livre  des  Principes ,  dans  lequel  il  cherche  la 
loi  de  la  résistance  nécessaire  pour  qu'un  corps  pesant  décrive 
librement  une  courbe  donnée ,  problème  qui  dépend  naturellement 
du  calcul  différentiel  ou  fluxionnel.  On  sait  que  Jean  Bernoulli 
trouva  cette  solution  fausse ,  en  la  comparant  avec  celle  qui  ré- 
sulte du  calcul  différentiel  ;  et  son  neveu,  Nicolas ,  prétendit  que 
Perreuf  venait  de  ce  que  Newton  avait  pris  le  troisième  terme 
de  la  série  convergente  dans  laquelle  il  réduisait  l'ordonnée  de  la 
•  courbe  donnée ,  pour  la  différentielle  seconde  de  cette  ordonnée , 
et  le  quatrième  pour  la  différentielle  troisième ,  au  lieu  que,  suivant 
les  règles  du  calcul  différentiel ,  ces  termes  ne  sont ,  Tun  que  la 
moitié,  l'autre  que  la  sixième  partie  des  mêmes  différentielles. 
{FcQrez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  de  1711 ,  et  le 
tome  I  des  Œuvres  de  Jean  Bernoulli.  )  Newton ,  sans  répondre , 
abandonna  entièrement  sa  première  méthode ,  et  donna  dans  la 
seconde  édition  des  Principes ,  une  solution  différente  du  même 
problème,  fondée  sur  la  méthode  même  du  calcul  différentiel. 
Depuis ,  on  n'a  plus  parlé  de  l'application  de  la  méthode  des  séries 
à  ce  genre  de  problèmes ,  que  pour  avertir  de  la  méprise  dans 
laquelle  Newton  était  tombé ,  et  faire  sentir  la  nécessité  d'avoir 
égard  à  l'observation  de  Nicolas  Bernoulli.  (  Voyez  l'Encyclopédie , 
aux  articles  différentiel ,  force.)  Mais  nous  ferons  voir  que  cette 
méprise  ne  vient  point  du  fond  de  la  méthode  ,  mais  simplement 
de  ce  que  Newton  n^a  pas  tenu  compte  de  tous  les  termes  auxquels 
il  fallait  avoir  égard  j  et  nous  rectifierons  de  cette  manière  sa 
première  solution,  dont  aucun  des  commentateurs  des  Principes 
n'a  fait  mention. 

L'objet  de  cet  Ouvrage  est  de  donner  la  théorie  des  fonctions^ 
considérées  comme  primitives  et  dérivées  j  de  résoudre  par  cette 
théorie,  les  principaux  problèmes  d'analyse,  de  géométrie  et  de 
mécanique ,  qu'on  fait  dépendre  du  calcul  difierentiel  ;  et  de 
donner  par  là,  à  la  solution  de  ces  problèmes;  tQUt^  la  rigueur 
des  démonstrations  des  Anciens. 
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EXPOSITION  DE  LA  THÉORIE,  AVEC  SES  PRINCIPAUX  USAGES 

DANS  L'ANALYSE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Développement  en  série  d'une  fonction  d'une  variable,  lorsqu^on 
attribue  un  accroissement  à  cette  variable.  Forination  succès^ 
sive  des  termes  de  la  série»  Théorème  important  sur  la  nature 
de  ces  séries. 


1.  JMous  désignerons  en  générn!  par  la  caractéristique  f  ou  F, 
placée  devant  une  variable ,  toute  fonction  de  cette  variable ,  c'est- 
à-dire,  toute  quantité  dépendante  de  cette  variable,  et  qui  varie 
avec  elle  suivant  une  loi  donnée.  Ainsi  îx  ou  Yx  désignera  une 
fonction  de  la  variable  arj  mais  lorsqu'on  voudra  désigner  la  fonc- 
tion d'une  quantité  déjà  composée  de  cette  variable ,  comme  a:r*, 
a+ix,  etc.,  on  renfermera  cette  quantité  entre  deux  parenthèses. 
Ainsi  £r  désignera  une  fonction  de  x ,  f  (x*) ,  î{a+bx) ,  etc.  dé- 
signeront des  fonctions  de  3ù%  de  a  +  £x ,  etc. 

Pour  marquer  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  y 
comme  de  j:,  /•,  nous  écrirons  i{x^j) ,  et  ainsi  des  autres. 

Lorsque  nous  voudrons  employer  d'autres  caractéristiques  pour 
marquer  les  fonctions ,  nous  aurons  soin  d'en  avertir. 

Considérons  donc  une  fonction  îx  d'une  variable  quelconque  x. 
Si  à  la  place  de  x,  on  y  met  j:-+-  i,  i  étant  une  quantité  quel- 
conque indéterminée ,  elle  deviendra  f  (a:  + 1) ,  et  par  la  théorie 
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des  séries ,  on  pourra  la  développer  en  une  série  de  cette  forme 

£r -H;?/ + yi* +r/'-f- etc. , 

dans  laquelle  les  quantités  ;?,  7,  r,  etc.,  coefficiens  des  puissances 
de  iy  seront  de  nouvelles  fonctions  de  jc,  dérivées  de  la  fonction 
primitive  Xy  et  indépendantes  de  l'indéterminée  L 

3.  Mais  pour  ne  rien  avancer  gratuitement,  nous  commence^ 
rons  par  examiner  la  forme  même  de  la  série  qui  doit  représenter 
le  développement  de  toute  fonction  £r ,  lorsqu'on  y  substitue  a:  H-  « 
à  la  place  de  a: ,  et  que  nous  avons  supposée  ne  devoir  contenir 
que  des  puissances  entières  et  positives  de  L 

Cette  supposition  se  vérifie  en  efiet  par  le  développement  des 
difierentes  fonctions  connues  ;  mais  personne ,  que  je  sache ,  n'a 
cherché  à  la  démontrer  à  priori;  ce  qui  me  parait  néanmoins 
d'autant  plus  nécessaire ,  qu'il  j  a  des  cas  particuliers  où  elle  ne 
peut  pas  avoir  lieu.  D'aiUeurs,  le  calcul  différentiel  porte  expressé- 
ment sur  cette  même  supposition ,  et  les  cas  qui  font  exception , 
sont  précisément  ceux  où  ce  calcul  a  été  accusé  d'être  en  déèiuL 

Je  vais  d'abord  démontrer  que  dans  la  série  résultante  du  déve- 
loppement de  la  fonction  f(«r+/),  il  ne  peut  se  trouver  aucune 
puissance  fractionnaire  de  i^  à  moins  qu'on  ne  donne  à  x  des  valeurs 
particulières. 

En  effet ,  il  est  clair  que  les  radicaux  de  i  ne  pourraient  venir 
que  des  radicaux  renfermés  dans  la  fonction  primitive  £r ,  et  il 
est  clair  en  même  temps  que  la  substitution  de  x»^  i  au  heu 
de  a: ,  ne  pourrait  ni  augmenter  ni  diminuer  le  nombre  de  ces 
radicaux  ,  ni  en  changer  la  nature,  tant  que  x  et  i  sont  des  quan« 
tités  indéterminées.  D'un  autre  côté,  on  sait  par  la  théorie  des 
équations ,  que  tout  radical  a  autant  de  valeurs  difierentes  qu'il  y 
a  d'unités  dans  son  exposant ,  et  que  toute  fonction  irrationnelle 
à  par  conséquent  autant  de  valeurs  différentes  qu'on  peut  Eure 
de  combinaisons  des  dififêrentes  valeurs  des  radicaux  qu'elle  ren- 
ferme. Donc  si  le  développement  de  la  fonction  îioc^i)  pouvait 


m 


ÇQifiX/&Dk  un  terme  de  la  forme  ui'^^  la  fonction  £r  serait  néces-r 

sairement 


PREMIERE  PARTIE,  CHAP.  I.  9 

sairement  irrationnelle,  et  aurait  par  conséquent  un  certain  nombre 
de  valeurs  diilerentes ,  qui  serait  le  même  pour  la  fonction  f{x+  /), 
ainsi  que  pour  son  développement.  Mais  ce  développement  étant 


m 


représenté  par  la  série  £r  +  ;9/+^/*+ etc. 4- «*"+ etc.,  chaque 
valeur  de  £r  se  combinerait  avec  chacune  des  »*  valeurs  du  ra- 

dical  |/i^;  de  sorte  que  la  fonction  f(x+0  développée,  aurait 
plus  de  valeurs  différentes  que  la  même  fonction  non  développée , 
ce  qui  est  absurde. 

Cette  démonstration  est  générale  et  rigoureuse ,  tant  que  x  eti 
demeurent  indéterminées  ;  mais  elle  cesserait  de  l'être ,  si  on  don- 
nait à  X  des  valeurs  déterminées  j  cisur  il  serait  possible  que  ces 
valeurs  détruisissent  quelques  radicaux  dans  £r,  qui  pourraient 
néanmoins  subsister  dans  f (  or  -f-  *  )•  Nous  examinerons  plus 
bas  (  chap.  IV  )  ces  cas  particuliers  et  les  conséquences  qui  en 
résultent. 

Nous  venons  de  voir  que  le  développement  de  la  fonction 
f(  jc  4-  «  )  ne  saurait  contenir  en  général  des  puissances  fraction- 
naires de  /;  il  est  facile  de  s'assurer  aussi  qu'il  ne  pourra  con- 
tenir non  plus  des  puissances  négatives  de  1. 

Car  si  parmi  les  termes  de  ce  développement ,  il  y  en  avait  un 

de  la  forme  .»,  m  étant  un  nombre  entier  positif,  en  Ëiisant  i=o^ 

ce  terme  deviendrait  infini;  donc  la  fonction  f(jc+0  devrait 
devenir  infinie  lorsque  f  =  o  ;  par  conséquent  il  faudrait  que  £r 
devînt  infinie ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  parr 
ticulières  de  ar. 

3.  Nous  étant  ainsi  assurés  de  la  forme  générale*  du  dévelop-- 
pement  de  la  fonction  {{x  +  i)j  voyons  plus  particulièrement 
en  quoi  ce  développement  consiste ,  et  ce  que  signifie  chacun  de 
ses  termes. 

^n  voit  d'abord  que  si  on  cherche  dans  cette  fonction  ce  qui 
est  {indépendant  de  la  quantité  i ,  il  n'y  a  qu'à  Ëiire  /  =  o  ^  ce  qui 
là  réduit  à  ùc.  Ainsi  fx  est  la  partie  de  iix+i)y  qui  reste  lors-^ 

a 
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que  la  quantité  i  devient  nulle  ;  de  sorte  que  f(  x-|-  i  )  sera  égale 
à  £r ,  plus  à  une  quantité  qui  doit  disparaître  en  faisant  i  =  o ,  et 
qui  sera  par  conséquent,  ou  pourra  être  censée  multipliée  par 
une  puissance  positive  de  i  :  et  comme  nous  venons  de  démon- 
trer que  dans  le  développement  de  f(  jc  -f-  0  ?  il  ne  peut  entrer 
aucune  puissance  fractionnaire  de  i ,  il  s'ensuit  que  la  quantité 
dont  il  s'agit,  ne  pourra  être  multipliée  que  par  une  puissance 
positive  et  entière  de  «;  elle  sera  donc  de  la  forme  «P,  P  étant 
tine  fonction  de  x  et  ij  qui  ne  deviendra  point  infinie  lorsque 

1  =  0. 

On  aura  donc  ainsi 

donc  f(ar+0  — £r  =  iP^  et  par  conséquent  divisible  par  tj  la 
division  faite,  on  aura 

p f(a?4-0  — £g 

Or,  P  étant  une  nouvelle  fonction  de  x  et  i,  on  pourra  de 
même  en  séparer  ce  qui  est  indépendant  de  < ,  et  qui  par  consé-* 
quent  ne  s'évanouit  pas  lorsque  i  devient  nul.  Soit  donc  p  ce  que 
devient  P  lorsqu'on  tait  /=o,  ;;  sera  une  fonction  de  x  sans  rj 
et  par  un  raisonnement  semblable  au  précédent,  on  prouvera 
que  P=;?4-  iQ ,  «Q  étant  la  partie  de  P,  qui  devient  nulle  lorsque 
i=o,  et  Q  étant  une  nouvel^  fonction  de  a?  et  i,  qui  ne  devient 
pas  infinie  lorsque  i  =o. 

On  aura  donc  P — ;;=  zQ,  et  par  conséquent  divisible  par  «  ; 
la  division  faite ,  on  aura 

Soit  ç  la  vsQeitr  de  Q,  en  y  ftdsant  i=5o,  ^  sera  tine  fonction 
de  X  sans  i ,  et  la  partie  de  Q ,  qui  devient  nulle  lorsque  /  devient 
nid ,  sera  comme  ci-dessus  de  la  fônnë  t'R ,  R  étant  une  fonction 
de'x  et  I,  qui  ne'deviendra  pas  infinie  lorsque  t=5=o,  et  qu*on 
trouvera  en  divisant  Q  —  q  par  i ,  et  ainsi  de  suite. 
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On  aura ,  par  ce  procédé , 

f(x+i)=£^4-*»  P=;'H-'Q,  Q=7H-tR,  R=rH-tS,  etc.; 

donc,  substituant  successivement 

f(x  H- 1)  =  £r  -I-  iPs=  Ce  -I- 1>>  H-  t*Q = fo-h  t>  4-  i*q  H-t'R = etc.  ; 

ce  qui  donnera  pour  le  développement  de  f(a:  +  /),  une  série  do 
la  forme  que  nous  ayons  supposée  au  commencement. 


4.  Soit  j  par  exemple ,  £r  =  - ,  on  aura 


donc 


^(* +  '■).=  TTT' 


iP 


«Q 

iR 


X-f-I 


1 


^.;    P 


1  1 

a:'(x+i)       a?* 


—     *     -  o 


X»(*  +  i)' 


1 

I 

x(x  +  0'     '^~ 

X- 

1 

I 

«•(*+»)'   ^~ 

"F* 

I 

1 

«»(x+0' 

-""«♦• 

etc.; 
ainsi  oix  aura 


X  -|-  £ 


1 

X 

1 

X 


X  (x  -|-  0 

X»   ^^   X* 


X        x»***x»(x+0  ' 


? 


x'Cx+O 


etc., 


comme  il  résulte  de  la  division  actuelle. 

Prenons  encore  pour  exemple,  la  fonction  irrationnelle  \^x.  On 
aura  donc 


donc 


£rs=v/a:,  -f(a:+i)=  ^/(ar  +  i)  =1:^/0: -j-iP; 


,P=r  V/(X  +  1) -  V/j^='^/(^^-)4.^^  î 
p^  1  1 
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.n  — P '  1  s/x-j/jx+i) 

»V  — r      p^  ^^^_^.^_^  ^^       a^x'-'av^xl\/{x  +  i)+V^l 


i 


^ 1 . 1 

iR s=  Q  — y  == -^rj.  (;^  —  ÔFÔ^+Ô+IT^V 


i  i  —  ax  +  g  V^x  X  V^  -g  + 1 

—  av/x^      4.*CV^(ar  +  i)  +  V'x3« 

_    ^     XX     i^(x  +  0+5v/x     , 

—  av'*  '^  4^  [ V(x  +  O  +  V^^J  ' 

V/(x  +  .)+5^^x  ^_       '        , 

etc. 
De  sorte  qu'on  aura ,  de  cette  manière , 


£•        .  i' 


V^^"**îï7x~8xi/x  ^ 


V/x        8j?V/x  ^^  i6a;:»V^x 


etc. 


Cette  dernière  série  est  celle  que  l'on  trouve  par  l'extraction 
actuelle  de  la  racine  quarrée  ou  par  la  formule  du  binôme. 

5.  Il  serait  difficile  d'exécuter  ces  opérations  sur  des  fonçtiopa. 
irrationnelles  plus  compliquées  ;  mais  en  Élisant  disparaître  les  irra- 
tionnalités  par  rapport  à  la  quantité  i ,  l'application  de  la  méthode 
n'aura  plus  de  difficulté. 

Ainsi ,  en  reprenant  l'exemple  précédent ,  on  partira  de  Té- 
quation 

qui  étant  élevée  au  carré  pour  dégager  Vi  de  dessous  le  signe 
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radical ,  devient  après  la  division  par  i , 

i=:aPt/x4-iP'j 
faisant  /  =  o,  P  derient  p ,  et  l'on  aura 

i  =  3/»V/a:j    d'où    P=^- 

On  fera  donc  P=:/7+^*Q,  ce  qui  étant  substitué,  on  aura,  après 
la  division  par  i.  *     ' 

Faisant  i  =  o ,  Q  devient  q }  donc  on  aura 
d'où  Ton  tire 


ix^x' 


On  fera  donc  Q =y  +  *R ,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut ,  à  la  vérité ,  trouver  les  valeurs  xle  /? ,  q^  r,  jetc.  d'une- 
manière  plus  expéditive,  en  Ëdsant  tout  de  suite  l'équation 

V/(x  +  i)=  \/x  -^pi  +  y/'-h  rt*+  etc.  ; 

rélevant  au  carré  pour  dégager  la  quantité  i  de  dessous  le  signe, 
et  comparant  ensuite  les  termes  affectés  des  mêmes  .puissances 
de  i  y  pour  que  cette  quantité  puisse  demeurer  .indéterminée  , 
comme  on  le  suppose  ;  maië  la  méthode  précédente  a  l'avantage 
de  ne  développer  la  série  /qu'autan^  qu'on  veut>  et  d0  donner  là 
valeur  exacte  du  teste.  En  e£fet,  si  on  voulait,  par  exemple, 
d'arrêter  au  second  terme  pi ,  on  aurait  Qi^  pour  la  valeor  du  reste, 
et  on  pourrait  déterminer  Q  par  la  résolution  de  l'équation  en  Q* 
Dans  l'exemple  ci-dessus,  cette  équation  est 

^•Q-  +  Q(av/*-f-~)  +  ^  =  o,. 

et  pour  la  résoudre  de  manière,  que  rexpressioa  de  Q  ue  présenfb 
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pas  la  quantité  i  au  dénominateur  >  il  n'y  a  qu'à  iaire  Q  ss  y  • 
ce  qui  réduira  Téquation  à  cette  forme , 

V*  +  4V  (ax  y/^-f-  *  \^^  )  -|-.4x4'*=  o , 
d'où  Ton  tire 

et  comme  Q  nel  doit  pas  devenir  infini  lorsque  /  =  o  (  art.  3  ) , 
il  faudra  que  V  ne  devienne  pas  nul  dans  le  même  cas;  par 
conséquent ,  il  faudra  prendre  le  signe  infârieor  du  radical  ;  on 
aura  ainsi 

et  de  là 

o_ 1       '        '    _  '      .  1 

comme  plus  haut.  On  en  usera  de  méine  dans  tous  les  cas  sem« 
blables. 

6.  Mais  le  ptinciptA  avantage  de  la  méthode  que  nous  avons 
exposée,  consiste  en  ce  qu'elle  fait  voir  comment  les  fonctions 
p^  y,  r,  etc.  résultent  de  la  fonction  principale  £r,  et  surtout  en 
ce  qu'elle  prouve  que  lés  restes  jîP,  iQ  ,  iK ,  etc.  sont  des  quantités 
qai  doivent  devenir  nulles  lorsque /=o;  d'où  l'on  tire  cette  con- 
séquence importante,  que  dans  la  série  £r-f-;>«-+-y«'-l-r«*-+-etc. 
qui  nait  du 'développement  de  f  (a:  4-  «  )  >  ^^  P^^*  toujours  prendre 
£,assez  petit  pour  qu'un  terme  quelconque  soit  plus  grand  que 
là  somme  dk  tous  les  termes  qui  le  suivent  ;  et  que  cela  doit  avoiîr 
iieù  aussi  pOQr  toutes  les  valeur^  plus  petites  de  /. 

Car,  puisse  lés  restes  iP,  iQ,  «R,  etc.  sont  des  fonctions  de  i 
qui  devi^nneiit  nulles,  par  la  nature  même  du  développement, 
lorsque  i  =  o ,  il  s'ensuit  qu'en  considérant  la  courbe  dont  i  serait 
l'abscisse,  et  l'une  de  ces  fonctions  l'ordonnée,  cette  courbe  cou- 
pera  l'axe  à  Foriginëdes  abscisses;  et  à  i^oins  que  ce  point  ne 
soit  un  point  singulier ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  des 
^eurs -particulières  de  a:,  côùràre  it  est  fecile  de  s'en  convaincre 
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aYeciili  peuide  réfiexioD )  et  par  un  faidonnement  analo^e  à  cekri 
-de  FaFlide^av^' cours  de  la  courbe  sœa  nécessaireqie&t  goiv- 
tinu  idépuis  ce  pinnt;  donceUé  s'approchera  pea  à>{iea  de  Taie 
ayant  de  le  coiq>er,  et  a'eaapprocliêra  par  pondequent  d'une  quan- 
tité .moiadre^  qu'aucune  quantité  donnée;  de  soi^e  quV)n  pôuira 
toujours  trouver  une  abscisse  i  correspondant  à  une  Ordonnée 
moindre  qu^uqe  quantité  donnée;  et  alors^  toute  valeur  plus  p«iitê 
de  /  répondra' aussi'  à  des  ordonnées  moindres  que-  la  quaiftité 
donnée. 

On  pourra  doxic  prendre  i  asse^  petit,  sans  être  nul,  pour  que 
iP  soit  moindre  que  £r ,  ou  pour  que  îQ  soit  moindre  que  p  y  ou 
pour  que  ,iR  soit  moindre  que  y ,  •  et  ainsi  des  âutreS'  ;  et  par  con^ 
aéquent  pour  que  ifQ  soif  moindre  que  ip^  ou  que  t'R  sôit  moindre 
que  i^q ,  etc.  ;  donc ,  puisque  (  art.  3  ) , 

iP=i>+/*y  +  jV+etc.,    i*Q=/'74-«V+etc.,    j''R=P/-f-etc.^ 

il  s'ensuit  qu'on  pourra  toujours  donner  à  i  une  valeur  assez  petite 
pour  que  chaque  terme  de  la  série  £r-f-i^-|"'V+'^''  +  ^tc.  de- 
vienne plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  termes  suivans;  et 
alors  toute  valeur  de  i  plus  petite  que  celle-là  satisfera  toujours  à 
la  même  condition. 

On  doit  regiarder  ce  théorème  comme  un  des  principes  fonda- 
mentaux de  la  théorie  que  nous  nous  proposons  de  développer  ; 
on  le  suppose  tacitement  dans  le  calcul  différentiel  et  dans  celui 
des  fluxions  ;  et  c'est  par  cet  endroit  qu'on  peut  dire  que  ces  calculs 
donnent  le  plus  de  prise  sur  eux,  surtout  dans  leur  application 
aux  problèmes  géométriques  et  mécaniques.  Les  doutes  qui  pour- 
raient rester  sur  la  démonstration  de  ce  théorème ,  parce  que  le 
procédé  que  nous  avons  employé  pour  trouver  les  restes  îfP,  iQ , 
iR ,  etc.  n'est  applicable  qu'aux  fonctions  algébriques ,  seront  levés 
dans  le  chapitre  Y,  où  nous  donnerons  l'expression  générale  de 
ces  restes,  et  la  manière  d'en  déterminer  les  limites. 

7.  Il  faut  remarquer  au  reste  que  la  méthode  que  nous  venons 
de  donner  pour  trouver  successivement  les  termes  de  la  série  qui 
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représente  une  fonction  de  or  +  i,  développée  suivant  les  puissances 
de  i  y  ne  peut  s'appliquer  en  général  au  développement  d'une  fonc- 
tion de  x  et  de  ^ y  qu'autant  que  cette  fonction  est  susceptible  d'être 
réduite  en  une  série  qui  procède  suivant  les  puissances  positives 
et  entières  de  i.  Car  le  raisonnement  de  l'article  2,  par  lequel  nous 
avons  prouvé  que  toute  fonction  de  x  +  i  est  9  généralement 
parlant  y  susceptible  de  cette  forme  y  ne  pourrait  pas  s'appliquer 
à  une  fonction,  quelconque  de  x  et  i.  Mais  dans  les  cas  où  cette 
réduction  est  possible ,  on  pourra  toujours  appliquer  à  la  série 
résultante  du  développement  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  >,  la  conséquence  que  nous  en  avons  tirée  dans  l'article  précé- 
dent, savoir,  que  la  quantité  i  pourra  être  prise  asçe?  petite  pour 
qu'un  terme  quelconque  de  la  série  soit  plus  grand  que  tous  ceux 
qui  le  suivent,  pris  ensemble. 


/  •  I 


.  ■  -  « 


--•    i 


I  ; 


■  •  '  :    •       il 


CHAPirPiE 


PHEmÉRE  PARTIE,  CHAP.  H.  17 


BSS 


CHAPITRE  n. 


Fonctions  dérivées;  leur  notation  et  leur  algorithme. 

S.  JMous  ayons  vu  que  le  développement  de  f(j:-f-i)  donne 
naissance  à  différentes  autres  fonctions j9,  y,  r,etc.,  toutes  déri- 
vées de  la  fonction  principale  £x ,  et  nous  avons  donné  la  manière 
de  trouver  ces  fonctions  dans  des  cas  particuliers.  Mais  pour  éta*- 
blir  une  théorie  sur  ces  sortes  de  fonctions,  il  Ëiut  rechercher  la 
loi  générale  de  leur  dérivation. 
Pour  cela ,  reprenons  la  formule  générale 

et  supposons  que  l'indéterminée  x  devienne  a:-f-  o ,  o  étant  une 
quantité  quelconque  indéterminée  et  indépendante  de  / j  il  est  visible 
que  f  (  a:Hf-  0  deviendra  f  (  a:+  i'^o)  ,  et  Ton  voit  en  même  temps 
que  Ton  aurait  le  même  résultat  en  mettant  simplement  i-^-  o  à  la 
place  de  /  dans  f  (or  +  i).  Donc  aussi,  le  résultat  doit  être  le  même, 
soit  qu'on  mette,  dans  la  série  ùc'^pi+ (fi* +ri^^ etc. y  i^o  à  la 
place  de  i ,  soit  qu'on  y  mette  ji:+  ^  au  lieu  de  x. 
La  première  substitution  donnera 

^^P  (^'^^)+7(  '  +  ^)*+  r(i  +  o)^-f-  etc.  ; 

eavoir,  en  développant  les  puissances  de  i-f-o,  et  n'écrivant,  pour 
plus  de  simplicité ,  que  les  deux  premiers  termes  de  chaque  puis*-^ 
sance ,  parce  que  la  comparaison  de  ces  termes  suffira  pour  les 
déterminations  dont  nous  avons  besoin, 

£r  +  /?i  +  7**  +  ri^  +  ^/*4-  ctc,  ; 
r^  /^^H"  ^7'^  H"  5r/*o  +  ^i^Q  •+•  etc. 
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Poiir  faire  Tautrc  substitution,  soient  Cr+rjco-f-etc,  ;H-/?'<>-|-etc., 
^^çf'o  +  etc. ,  r -f- #•'0 -|- etc. ,  ce  que  deviennent  les  fonctions 
fxjp^ÇjPy  etc.  en  y  mettant  x-f-o  pour  a:,  et  ne  considérant 
dans  le  développement  que  les  termes  qui  contiennent  la  première 
puissance  de  o ,  il  est  clîdr  que  la  même  formule  deviendra 

Cr + ^'  +  7**  +  ^^^  +  ^**  -f-^tc. 
+f '  aro-|-/?' *a4-y'**o+/^*^<?H-etc. 

Comme  ces  deux  résultats  doivent  être  identiques,,  quelles  que 
£^ient  les  valeurs  de  t  et  de  o ,  on  aura ,  en  comparant  les  terme» 
affectés  de  o ,  de  io^  de  i*o,  etc., 

pz=z{'xy    52^=//-,     3r=:^',    4^  =  /,  etc. 

a 

:  Maintenant ,  de  même  que  ï'x  est  la  première  fonction  dérivée 
de  £r,  il  est  clair  que^'  est  la  première  fonction  dérivée  de/?,  qu€ï 
^'  est  la  première  fonction  dérivée  de  9,  /•'la  première  fonction 
dérivée  de  r,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  si,  pour  plus  de  simplicité  et 
d'uniformité ,  on  dénote  par  ï^x  la  première  fonction  dérivée  de  £r, 
par  P'x  la  première  fonction  dérivée  de  for ,  par  î"^x  la  première 
fonction  dérivée  de  ï^'x ,  et  ainsi  de  suite,  on  aura 

p=:Pxy        et  de  là    p'zzrf'x; 
donc  o=i-  =  — ,    et  de  là    ^'=  —  ; 

donc  r  =  ^  =  — ^,     et  de  là     r^zsz-^; 

donc  ^  =  -7  s=  — =— ,        ^'  —  ' 


4        2. 3. 4'  a. 3. 4' 

et  ainsi  de  suite* 

•  Donc ,  siii)stituant  ces  yaleui:3  dans  le  développement  de  la 

fonction  f  (  jc  4-  /  )  ,  on  aura 


ê. 


f(xH-0  =  fcH-f'^«H-Çi'+^«-^-l-^»*H-  etc. 


■^ 


Cetle  nouvelle  expression  a  l'avantage  de  faire  vot  comment  les 
termes  de  la  série  dépendent  les  uns  des  autres ,  et  surtout  comment, 
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lorsqu'on  sait  former  la  première  fonction  dérivée  d'une  fonction 
primitive  quelconque,  on  peut  former  toutes  les  fonctions  dérivées 
que  la  série  renferme- 

9.  Nous  appellerona  la  fonction  ùc ,  fonction  primitive ,  par  rap- 
port aux  fonctions  fx,  fx,  etc.  qui  en  dérivent,  et  nous  appelle- 
rons celles-ci ,  fonctions  dérivées ,  par  rapport  à  celle-là.  Nous 
Nommerons  de  plus  la  première  fonction  dérivée  ï*x ,  fonction 
prime;  la  seconde  fonction  dérivée  T'a:,  fonction  seconde;  la  troi- 
sième fonction  dérivée  V"x ,  fonction  tierce ,  et  ainsi  de  suite. 

De  la  même  manière ,  si  jr  est  supposée  une  fonction  de  x^  nous 
dénoterons  ses  fonctions  dérivées  par^,y,j*'",  etc.,  de  sorte  que 
jr  étant  une  fonction  primitive ,  y  sera  sa  fonction  prime ,  f  en 
sera  la  fonction  seconde ,  jr'"  la  fonction  tierce ,  et  ainsi  de  suite, 
'  0e  sorte  que  x  devenant  x+  i^  jr  deviendra 


etc. 


Ainsi ,  pourvu  qu'on  ait  un  moyen  d'avoir  la  fonction  prime  d'une 
fonction  primitive  quelconque ,  on  aura,  par  la  simple  répétition  des 
mêmes  opérations,  toutes  les  fonctions  dérivées,  et  par  conséquent 
tous  les  termes  de  la  série  qui  résulte  du  développement  de  la  fonc- 
tion primitive. 

Au  reste,  pour  peu  qu'on  connaisse  le  calcul  diflFérentiel ,  on  doit 
voir  que  les  fonctions  dérivées  jr'y  y\  y"^  etc.   relatives   à  x , 

coïncident  avec  les  e:q>ressions  3^  •  ^  »  3^  >  etc. 
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CHAPITRE  m. 

Fonctions  dérivées  des  puissances,  des  quantités  exponentielles 
et  logarithmiques,  des  sinus,  cosinus,  et  des  expressions 
composées  de  ces  fonctions  simples.  Équations  dérivées. 

lo.  Jl  uiSQUE  tout  se  réduit  à  trouver  la  première  fonctioa 
dérivée  d'une  fonction  donnée,  nous  allons  donner  des  règles 
générales  pour  la  formation  des  fonctions  dérivées  des  principales 
quantités  qu'on  emploie  dans  l'analyse. 

Par  ce  que  nous  venons  de  démontrer ,  on  voit  que  la  fonction 
dérivée  Vx  d'une  fonction  donnée  îx  de  la  variable  œ ,  n'est  autre 
chose  que  le  coefficient  de  /  dans  le  premier  terme  du  développe- 
ment de  cette  fonction ,  après  la  substitution  de  or  + 1  à  la  place 
de  L  Ainsi  il  ne  s'agit  que  de  trouver  ce  premier  coefficient. 

Soit  donc  d'abord  ïx  =  a:",  on  aura 

f(a:  +  0  =  (^+0"'; 

or,  il  est  facile  de  démontrer ,  soit  par  les  simples  régies  de  l'arith^ 
métique,soit  parles  premières  opérations  de  l'algèbre,  que  les 
deux  premiers  termes  de  la  puissance  m  du  binôme  j:  +  '>  sont 
xr  +  nuxf'-H^  soit  que  m  soit  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  ^ 
positif  ou  négatif  j  ainsi  on  aura 

De  là  on  tirera  de  la  même  manière , 

f '^=  m  (m— i)  A"-"%     f ''jc  ;^  m  (/»— i)  (m— a)  x"*"^,     etc.  j 
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âe  sorte  qu'on  aura ,  par  la  formule  générale  de  l'article  Bf 


a.3 


•  .  i  A 


ce  qui  est  la  formule  connue  du  binôme ,  laquelle  se  trouve  ainsi 
démontrée  par  toutes  les  valeurs  de  m. 


11.  Soit  en  second  lieu  £r  =  a*,  on  aura 


•f . 


».' 


ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  deux  premiers  termes  de  la  série 
de  fl^,  développée  suivant  les  puissances  de  u 
Soit,  pour  cela,  a  =  1  +  î,  alors 


j  -j        '•••   /• 


■    1 1 


par  la  formule  que  riôùs  venons  de  démontrer.  Développant  les 
produits  de  «,  i— 1,  f rr a <,  etc.,.. et  ordonnant  les  tefmes  suivaiit' 
les  puissances  de  i,  on  trouvera  que;  les  termes  multipliés  par  i\ 

forment  cette   série  i\h f-  =- — etcA 

Donc,  faisant  pour  abréger,    .       .   \  . 

A =^  — .-:  +  -5-  — ^etc.=: a— p  1  —  ^^  »  ■  ■    +  >m>.j»  .-V.*^ etc. 

les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  ii'  en  série,  seront^ 
1 4-  Ai  j  on  aura  par  conséquent 

f'jjss'Aa*. 


'    ■-■       .     ■       ■] 


On  tirera  de  là ,  par  là  mâbc  opération  répétée , 

f 'a:=  A  X  Art' =?=  AV,    f"x==A^a*,    etc.     '••  /i  .i^' ii 
On  aura  ainsi  ^ 


?C^+';i-:^l'îr£  C^.-hAi-t  #a*  |£dr.^4, 


•..       y~    , 
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Divisant  par  a*,  et  changeant  /en  x^  on  aura  lu  série  connue 

a'=i +Aa:4-  — +^  +  etc.      ^ 

'      a  .    '     a. 3     ' 

12.  Si  danâ  cette  formule  on  &it  a:==i9  on  aura 

i  '  A*'       A' 

fl  =  1  H- A  +  Y  +  ïTs +^^-> 
et  si  on  lait  or  =  -^ ,  on  aura 

a^==  1 4-1 4-- 4- -^  +  — 5-/ +  etc. 

•        'a       a. 3    '    a. 3. 4 


rv  " 


A       ..    ^      .       .  <.  -       .  .  .    > 


Ainsi  la  quantité  a    est  égale  à  un  noipbre  constant,  qui  est  la 
valeur  de  a ,  lorsque  A  =  i  •  et  par  la  série  précédente ,   on 

trouve  , 

^  •  '   '  ■  '^  1  . 

a   =22,71828  13^84  5^o45 


«  .■  I 


Cest  le  nombre  qfti'oâ  dédire  ^rdiniâraiient  par  e;  de  sorte  que 
Ik  Telatbn  ^tre  4v^  A  6e  fi^OUve  exprimée  d\me  manière  finie 


mm  ,  m.     ,  '  m  •■ 

A  •    i     :      «11.     r A 


par  l'équation  a  =  e  ,  laquelle  donne  a  ?=  e 
Ponc,  si  £r  =  e^,  on  aura  fl=e~,Ac=/7i,  et  pat  conséquent 

.-ri^/»c«*.j    C'xsmn^^r'y    rf!a:âîi?A?«',    etc.; 

•  ■  — 

d'où  l'on  tirera  comme  ci-dessus  < 


w  « 


c"'  =  1  4-  /?«:  H H 5- ,  etc. 

a  a.p  ' 

Or,  dans  l'équation  7-= a*,  x  est  ce  qu'on  appelle  le  logarithme 

dej",  «  étant  la  base  du  système  logarithmique,  c'est-à-dire,  le 

nombre  dont  te' logarithme  est  l'onilé;  âe  eorfe^que  cette  équation 

1 

donne  or =log^  pour  la  base  a.  Par  la  même  raison,  l'équation  a  =:e 
donnera-^  =5  log  eipôùr  la  base  à,  et  A— log^  pour  là  base  e. 
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Dans  le  système  des  logarithmes  orclfaiûires  ,  la  faafler  d  ai  été 
prise  =  10,  parce  que  ces  logarithmes  sont  plus  commodes  pour  le 
calcul  arithmétique;  toais  dàn^  PanMyse^  on  préfère,  comme  plus 
simple ,  le  système  dont  la  base  est  le  nombre  e  j  c'est  le  système 
des  logarithmes  de  Neper^  qu'on  nomme  commàiiémeni  toga^à 
rithmes  hyperboliques ,  parce  qift'ils  sont  repiféseobést  par  Fabre  de 
rhyperbole  équilatère  entre  ses  assymptotes ,  et  on  les  désigne  par 
la  simple  caractéristique  1.  Ainsi  oa  a  AssU;  par  conséquent  la 
fonction  prime  de  la  fonction  a',  est  exprimée  par  a'ia  (art.  précéd.). 

Au  reste,  éomme  az=iè  ,  on  aura  ^=:e'*,  et  par  conséquenx 
fl*=e'''*;  moyennant  quoi  on  peut  réduire  toutes  les  exponen- 
tielles à  la  mén)e  base  e. 

•  •      .  "■    ^. 

'   i5.  Soit  donc,  en  troisième  lieu^  £r=:logJtr,  on  aura,  par  lâ 

jnature  des  logarithmes ,  a:=  a^*.  Or,  or  devenant  x+  i ,  îx  devient 

f(a:rt-i)=£^+'f^4-';Jf"^+etc. 

Faisant,  pour  abréger ,  o  =  iPx  +  -  F'x  +  etc.,  Péquation  x=sa^^ 
deviendra ,  en  y  mettant  x  +  i  pour  x ,  et  Ce  +  ^  pour  Ce 

et  divisant  cette  équation  par  la  précédente,  on  aura 

i4--=a*  =  i-f-Ao+ \r  6t<^-  (î3irt.  précéd.) 


i 


Effîiçant  Tunité  de  jJàrt  et  d'autre','  et  divisant  par  /,  après  avoir 
substitué  la  valeur  de  o,  on  aura ,  en  ordonnant  suivant  les  pui&* 
èances  de  1,        ' 

La  quantité  i  QtgggJ;  pt  devant  demeurer.if^déterrainée ,  il  laudra  que 
cette  équation  se  vérifie  indépendamment  de  cette  quantité  j  par 
conséquent  tous  les  termes  aflfi^ctés  d'une  même  pui^^nce  de  1 , 
devront  se  détruire  d'eux-mêmes,  et  fdrmer  autant  d'équations  à 
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part  On  aura  donc  ainsi 

i=Af'a:,    Af '«  +  A*fî?*=:  o , 

et  ainsi  de  suite. 
Donc,  £1: étant :k log a: 9  on  aura  en  général ^ 

ff   ^ 1 

"^  Ax  ""*  xla  ' 

et  de  là,  par  la  formule  générale  de  Particle  10,  on  tirera 

valeurs  qui  satisfont ,  comme  Ton  voit ,  aux  ditiPérentes  équations 
trouvées  ci-:dessus.  Ainsi ,  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans 

la  série  îx  4-  iï'x  4-  -  f 'jc+  etc. ,  on  aura  sur-le-champ, 


Faisant  a:  =:  1 ,  et  changeant  /en  or,  on  aura  la  formule  connue 

X "T  "5"  —etc. 

log  (1  +0: )  = ^—j^ . 

Pour  les  logarithmes  hyperboliques  où  /e=:i ,  on  aura  simplement 

£r  ss  /a: ,     f 'x  =  -  ,    V'x  =  —  ;^ ,    etc. 


i4.  Les  sinus  et  cosinus  d'angles  considérés  analjtiquement,  ne 
sont  que  des  expressions  composées  d'exponentielles  imaginaires  ; 
ainsi  on  peut  déduire  leurs  fonctions  dérivées  de  celles  de  ces 
exponentielles. 

Soit  donc ,  en  quatrième  lieu,  £1:  es  sin  or:  comme  on  a 


einors 

0» 


iyzr, >    cosori 


on  fera 
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d5 


et  Pon  aura  (  art.  la  ) ,  en  mettant  =b  v^— i  au  lieu  de  m  dans  c"*, 

r  jc  = -î- =  cos  X. 

De  même  en  fidsant 


ÊC  =  cos  X  SES -2- , 


on  trouvera 


fx=: :: /— 1 


sm  jr. 


Connaissant  ainsi  les  fonctions  primes  des  fonctions  sin  x  y  cos  x^ 
on  en  déduira  tellement  toutes  les  autres  fonctions  dérivées. 


En  effet ,  puisque  £r  ==  sin  jc  a  donné  for  =  cos  x  ,  et  que 
£r  =  cos  X  a  donné  fa;  =  —  sin  x ,  on  aura ,  pour  £c  :t=:sin  x, 

fxsscosar,    r'x= — sinx,    r"a:=— cosx,    f^jcsssinx,   etc.j 

et  pour  îx  =  cos  x ,  on  aura 


rx 


sinx,    f'= — cosxy    Pa:=sinar,    P^xsscosa:,    etc. 


D'après  ces  formules ,  on  aura  sur-le-champ  les  séries 


sin  (a>+-i) = sin  x^i  coso: — -  sin  x =  cos  x  +    g  ,  sin  x-j-etc. 

cos(x4-0= coso: — i  sin  x  —  -  cosa>4-  — 5  sin  x  H — =— ;  cos  x— etc. 

^     •    ^  a  a. 3  a. 5.4 

d'où ,  en  Ëdsant  x  =  o ,  et  changeant  i  en  x ,  on  tire  les  séries 
connues 


5injt:=x— — sH «-7-H'~€tc.,    cosa:=i  —  —  +  ~^r-i 

a.o        2.0.4.0  '  a         a. 0.4 


etc. 


i5.  Les  fonctions  a:",  a*,  /x,  sinx,  cos  x  que  nous  venons  de 
considérer^  doivent  être  regardées . comme  les  fonctions  simples 
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analytiques  d'une  seule  variable.  Toutes  les  autres  fonctions  de  I«f 
même  variable  se  composent  de  celles-là  par  addition,  soustraction, 
multiplication  ou  division  ;  ou  sont  données  en  général  par  des  équa- 
tions dans  lesquelles  entrent  des  fonctions  de  ces  mêmes  fermes. 
Ainsi  connaissant  les  fonctions  primes  des  fonctions  simples  que  nous 
venons  d'examiner ,  on  trouvera  aisément  les  fonctions  primes  des 
fonctions  composées ,  et  par  les  mêmes  opérations  répétées ,  on 
aura  successivement  les  fonctions  secondes ,  tierces ,  etc. 

Soient  /?,  y ,  r,  etc.  des  fonctions  simples  de  or ,  dont  p\  q\  r',  etc. 
soient  les  fonctions  primes,  connues  par  les  règles  précédentes,  et 
qu'on  demande  la  fonction  prime^  d'une  fonction  j*  composée  de 
p  ^  q  ^  r^  etc.  j  on  considérera  que  x  devenant  ^  -|-  « ,  7"  devient 

en  général  y^fi + -^ + etc. ,  (art  9).  <^  ;? ,  9  ?  r,  etc.  deviennent 

en  même  temps  /?+/^'^  +  etc.,  ^4-^'/-f-etc.,  r+r'Z+etc. ,  et 
ainsi  des  autres.  Il  n'y  aura  donc  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans 
l'expression  de  j^,  développer  les  termes  suivant  les  puissances  de  /, 
et  le  coefficient  de  i  sera  la  valeur  cherchée  de  f. 

Ainsi ,  si  ^  =  op  +  iy  4-  etc. ,  a ,  è  ,  etc.  étant  des  coefficiens 
constans  quelconques ,  on  aura  sur-le-champ 

y  z=z  ap^  +  bq' +  etc. 
Sî  ^  =  apq ,  la  quantité  pq  deviendra 

{p+  ^>'+etc.)  (7  +  1/ +  etc.)=;;y  +  /(/j'y+y';?)  +  elcj 

donc 

y  =  ^P'9  +  ^9'P' 

Si  jrt=zapqr^  on  trouvera  de  la  même  manière , 

y  =  ap'qr  +  aq'pr  +  ar'pq , 

et  ainsi  de  suite. 
Si  ^  =  —  ,  la  quantité  -  deviendra 

p  +  ly  ■+•  etc. 
9  "♦"  W  +  etc.* 
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Développant  le  dénominateur  en  série  par  les  règles  connues, 


on  aura 


donc 


(;>+ V^'+etc.)  Q  -  ^  H-  etc.)  =  £  + ,  (^  -  ^) + etc. 


j ^ "p'f 


1         «•  * 

i€.  Soit  en  général  j  =:  Ç? ,  en  regardant  îp  comme  une  fonction 
primitive  de  ;;,  sa  fonction  prime  sera  f'p  ;  ensorte  que  p  devenant 
;?  +  o  (  j'emploie  ici  la  quantité  indéterminée  o ,  à  la  place  de  la 
quantité  indéterminée  /,  qui  désignera  toujours  l'augmentation  indé- 

déterminée  de  a:) ,  Ç>  deviendra  fp  +  dPp  •+-  ~  f '/>  +  etc.  (  art.  8  ). 
Or,  p  étant  une  fonction  de  x ,  lorsque  a:  devient  j:+«'  ,  p  devient  (ibid.) 
/>  +  V>'  H-  -^  +  etc.  ;  donc  disant  o  i=s:ip'  '\^  -  p^'  -f-  etc. ,  ^  de- 
viendra, par  la  substitution  de  a:  +  2  à  la  place  de  x , 

fp  +iprp  +  î*  ip'^'p^pTp)  +  etc.  j 


par  conséquent ,  on  aura 


y=pTp. 


D'où  résulte  ce  principe  :  que  la  fonction  prime  d'une  fonction 
d'une  quantité  qui  est  elle-même  une  fonction  d'une  autre  quantité^ 
est  ^aJe  au  produit  des  fonctions  primes  des  deux  fonctions. 

Supposons  maintenant  que  j  soit  une  fonction  de  p  et  de  ^j 
que  nous  désignerons  par  fipyq)^  il  s'agit  donc  de  substituer 
or  +  e  à  la  place  de  x  dans  les  deux  fonctions  ;?  et  ^.  Or,  il  est 
visible  que  l'on  doit  avoir  le  même  résultat ,  soit  qu'on  £tsse  ces 
deux  substitutions  à  la  fois  ou  successivement ,  puisque  les  quan- 
tités p  et  q  sont  reg^urdées  comme  indépendantes. 

En  substituant  d'abord  a:  +  i*  à  la  place  de  x  dans  la  fonctionner, 
la  fonction  ï{p^  q),  regardée  seulement  comme  fonction  de  ;; , 
devient  f  (;?,  q)  4-  ipT  C/'  )  +  etc.  ;  j'écris  simplement  P  (p)  pour 
désigner  la  fonction  prime  de  t\py  q),  prise  relativement  à  p 
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seul,  ç  étant  regardée  comme  constante.  Substituons  maintenant 
x  +  i  pour  jc  dans  ^,  la  fonction  f(;?,  q)  deviendra  pareillement 

f(p,  q)  +  'V'^ (7)  +  ^^^-  5  ^^  ^ ' (7)  représente  la  fonction  prime  de 
{{p^q)^  prise  relativement  à  q  seul,/?  étant  regardée  comme 
constante.  Quant  au  terme  ipT{p)j  il  est  visible  que  par  cette 
nouvelle  substitution ,  il  se  trouverait  augmenté  de  termes  multi- 
pliés par  i%  Pj  etc.  Ainsi  les  deux  premiers  termes  de  la  série 
provenant  du  développement  de  f(/? ,  q),  après  la  substitution  de 
a:+  i  pour  or,  seront  simplement  f(/?,  q)'^i  [p'(\p)+ç'^(^)]  i  de 
sorte  qu'on  aura 

Si^  était  une  fonction  de/?,  ^,.  r,  représentée  par  f(/?,  y,  r), 
on  trouverait  de  la  même  manière 

,      y=;=^'f'(;,)+/f'(^)  +  /f'(r), 

et  ainsi  de  suite. 

D'où  il  est  aisé  de  tirer  cette  conclusion  générale  :  que  la  fonc- 
tion prime  d'une  fonction  composée  de  différentes  fonctions  par- 
ticulières ,  sera  la  somme  des  fonctions  primes  relatives  à  chacune 
de  ces  mêmes  fonctions ,  considérées  séparément  et  indépendam- 
ment l'une  de  l'autre. 

Ce  principe ,  combiné  avec  le  précédent,  suffira  pour  trouver 
les  fonctions  primes  de  toutes  sortes  de  fonctions,  ainsi  que  les 
autres  fonctions  dérivées  des  ordres  supérieurs. 

Ainsi,  en  supposant  X  une  fonction  quelconque  de  ;r,  les  fonc- 
tions primes  de  X" ,  /X ,  a^,  sin  X ,  cos  X ,  etc.  seront  /wX"*-"  X', 

-^  ,  a^XIfl,  X'cosX,  — X'sinXj  etc. ,  et  leurs  fonctions  secondes 

„iXr-'  X"  +  m{m—i)  X— »X'» ,  ^'  —  ^\  aX  x"la  +  a^X"  (  la  )% 

X"  cos  X  —  X'»  sin  X ,  —  X"  sin  X  —  X'»  cos  X ,  etc. ,  et  ainsi  de 
suite. 

17.  Mais  la  fonction  j  pourrait  n'être  donnée  que  par  une  équa- 
tion quelconque  entre  a:  et  ^. 
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RcprésentoDS  cette  équation  en  général  par  F  (a: ,  j^  )  =  o ,  on 
aura  y  par  la  résolution,^  égal  à  une  certaine  fonction  de  x^  qu'on 
pourra  désigner  par  £r;  de  sorte  qu'en  substituant  £r  pour^  dads 
la  fonction  Y{x^jr)y  elle  deviendra  F(a:,  êc),  fonction  de  x  seul 
que  nous  désignerons  par  ^x.  Cette  fonction  de  ^x  devra  donc 
être  nulle  y  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Donc  elle  le  sera  aussi 
en  mettant  ar-|-  i  pour  x  y  quelle  que  doit  la  valeur  de  i.  Mais  par 

cette  substitution  y  (px  devient  ^x  -|-  i^'x  -f-  -  ^"^  +  etc.  ;  donc , 

pour  que  /  puisse  être  une  quantité  quelconque ,  il  faudra  que  l'on 
ait  séparément  les  équations  Ça:  =  o,  ç'a:=o,  (p"jr=o,  etc.  dont 
la  première  est  l'équation  donnée,  la  seconde  est  sa  fonction  prime , 
la  troisième  sa  fonction  seconde ,  etc. 

Or,  puisque  Çar=  F(a:,  £r)  =  F(a:,^),  ^^x  sera  la  fonction 
prime  de  F  (  a: ,  ^  ) ,  ^  étant  regardée  comme  fonction  de  x ,  et 
par  le  principe  établi  dans  l'article  précédent,  cette  fonction  prime 
sera  exprimée  par  F'(a:)-|-yF'(^),  en  désignant  par  F'(j:)  et 
F'(^),  les  fonctions  primes  de  la  fonction  F(jc,^),  prises  relatif 
vement  à  x  seul  et  ajr  seul. 

Donc  l'équation  F(xyj)  =o  donnera 

^  .  .,       .  F'(^)+/F(j^)  =  oî 

aou  Ion  tire 

7  —     r{y  y 

Ayant  ainsi  la  valeur  de  la  fonction  prime  ^'  en  fonction  de  x  etj, 
on  aura  celle  dey,  en  prenant  la  fonction  prime  de  cette  fonction , 
et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  de  l'analyse  précédente ,  ce  principe  : 

Lorsqu'on  a  ime  équation  quelconque  entre  deux  variables  jc,^, 
l'équation  subsistera  encore  entre  les  fonctions  prijgies  de  tousses 
termes,  ainsi  qu'entre  leurs  fonctions  secondes ,  etc.  Nous  appelle- 
rons ces  nouvelles  équations,  équations  dérwées  ;  et  en  particulier , 
équations  primes  ,  équations  secondes ,  etc. ,  celles  qu'on  obtient  en 
prenant  les  fonctions  primes ,  secondes ,  etc. 
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Si  réqùatioa  ne  contenait  qu'une  seule  variable  qui  dût  de- 
meurer indéterminée ,  ce  qni  a  lieu  dans  les  équations  identiques  ^ 
le  même  principe  subsisterait,  et  Ton  aurait  également  une  équàr* 
tion  prime,  une  équation  seconde,  etc.  qui  seraient  aussi  iden- 
tiques. 

Los  leçons  ÏII ,  IV,  V,  Vï  et  Vïl  sur  le  calcul  des  fonctions , 
renferment  un  commentaire  sur  les  principaux  points  que  nous 
venons  de  tr^ter  dans  o%  chapitre  5  on  j  trouvera  des  développe*», 
mens  utiles  et  importans ,  et  des  applications  nouvelles. 
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CHAPITRE  IV. 

Digression  sur  la  manière  de  déduire  les  séries  qui  expriment^ 
les  exponentielles,  les  logarithmes,  les  sinus,  cosinus,  et  les 
arcs,  de  simples  considérations  algébriques. 

18.  1-jes  séries  qui  représentent  les  quantités  exponentielles  et 
logarithmiques ,  ainsi  que  les  sinus  et  les  cosinus  ,  ont  été  trouvées 
d'abord  par  le  calcul  différentiel.  Halley  est,  je  crois,  le  premier 
qui  ûit  imaginé  de  déduire  celles  des  exponentielles  et  des  loga- 
rithmes de  la  formule  de  Newton  pour  les  puissances  du  binôme 
(  Transact.  philosoph.,  n*  ai6) ,  en  employant  la  considération  de 
Finfini  ou  de  l'infiniment  petit.  Cette  méthode  a  été  suivie  par 
Euler,  et  étendue  aux  sinus  et  cosinus ,  dans  les  chapitres  VII 
et  VIII  du  premier,  tome  de  son  Introductio  in  analysis ,  etc.  Mais 
quoiqu'elle  puisae  être  admiae  en  analyse ,  on  ne  saurait  discon-* 
venir  qu'elle  n'a  pas  l'évidence,  ni  même  la  rigueur  qu'on  doit 
désirer  dans  lea  élémens  d'une  science  ;  et  nous  croyons  qu'on 
nous  saura  gré  de  nous  écarter  ici  un  moment  de  notre  marche , 
pour  donner  une  démonstration  des  mêmes  formules ,  fondée  aussi 
uniquement  sur  celle  du  binôme ,  mais  dégagée  de  toute  considé- 
ration de  l'infini.  Nous  donnerons  même  à  ces  formules  une  gér- 
néralisation  qui  servira  à  rendre  les  séries  aussi  convergentes  qu'on 
voudra  dans  tous  les  cas. 

Considérons  l'équation  générale  ^  =  «',  dans  laquelle  x  est  le 
logarithme  de  y  pour  la  base  a  ;  mettons  à  la  place  de  ^ ,  1  +a — i , 
ce  qui  est  la  même  chose  ,  et  ensuite  à  la  place  de  (  1  4-  «  —  1  )*, 

X 

[(1  +a-^  j)']" ,  ce  qui  est  encore  la  même  chose  que  n*;  on  aura 


^=[(i+«-i)"]", 
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n  étant  une  quantité  quelconque  qui  disparait  d'elle-même  dans  la 
valemr  de  jr. 
Je  développe  maintenant  le  binôme  (i  -t-^ — i)"  dans  la  série 

fit  j'ordonne  les  termes  suivant  les  puissances  de  n ,  j'aurai 

(i +a  —  i)"=i+A»-f-B»*+ etc., 

les  coeSlciens  A ,  B,  etc.  étant  donnés  en  a;  et  il  est  aisé  de  yoir 
qu'on  aura  d'abord 

A  =  a— 1—^     a       +      3      —etc., 

cette  quantité  A  étant  la  même  que  celle  de  Farticle  1 1  ;  à  Tégard 
des  autres  coefficiens,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  les  chercher  ^ 
puisqu'ils  disparaîtront  du  calcul,  comme  on  va  le  voir. 
Faisant  cette  substitution ,  nous  aurons 

X 

/  ==  (i  4-  A«  +  B/i»+  etc.)", 
et  développant  à  la  manière  du  binôme ,  il  viendra 


'        •  «         I      < 


^=  1  +  ^  (  A«+Bn» -h etc. )  +  "^^^""^  (A»+  B»*+  etc.)* 
+  ^^'^~;y/~°"^A«+B«'+etc.)»  +  etc., 

savoir ,  en  effaçant  les  puissances  de  n  communes  aux  numérateurs 
et  aux  dénominateurs , 

^=  1  +  a:(  A  +  Bn+ etc.)  4-^^^^=-- (  A+B«+ etc.)* 

^x(x-n)(x-an)  ^^j^^^  _^  etC.)'+etC. 

Maintenant,  comme  la  quantité  n  est  arbitraire,  et  doit  par  la 
nature  même  de  la  fonction  jr ,  disparaître  de  l'expression  de  cette 
fonction ,  il  faudra  que  tous  les  termes  multipliés  par  chaque  puis- 
sance de  /} ,  se  détruisent  mutuellement.  Ne  tenant  donc  aucun 

compte 
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i^ompte  de  ces  termes  qui  doivent  disparaître  d'eux-mêmes,  quel 
que  soit/i,  on  aura  simplement 

^5=  a*  =  1  4- JcA +  -^  4- -^^  +  etc. , 
comme  plus  haut  (  art.  1 1  ). 

19.  Cherchons  de  la  même  manière  la  valeur  de  x  en^.  Pour 
cela ,  nous  mettrons  l'équation  a'  :=:jr  sous  la  forme 

qui  est  identique  avec  la  précédente ,  et  où  n  est  encore  une  quan^ 
tité  quelconque  à  volonté,  qui  ne  doit  point  entrer  dans  la  valeur 
de  X  en  /. 

Développant  les  deux  membres  à  la  manière  du  binôme ,  on 
aura 

savoir ,  en  efiaçant  l'unité  de  part  et  d'autre ,  et  divisant  par  n  : 
X  (o-x)  +  ^^^  (^  ~  1)'  +  "  ("— ;H"--^)  (a^iy+  etc. 
=J—  X  +^  (  J  - 1  )'+  ("-'^)  ("-">  (jr^i  )»+  etc. 

Or  n  étant ,  conune  nous  l'avons  déjà  dit ,  une  quantité  entière- 
ment arbitraire  et  qui  ne  doit  pas  entrer  dans  l'expression  de  x 
en  j^ ,  il  Ëtudra  que  les  termes  multipliés  par  les  différentes  puis- 
sances de  n,  se  détruisent  d'eux-mêmes,  ensorte  qu'il  ne  reste 
que  ceux  où  n  n'entrera  pas.  On  aura  ainsi ,  en  ne  tenant  compte 
que  des  termes  sans  n ,  l'équation  suivante ,  dans  laquelle  j'emploie , 
pour  abréger ,  la  quantité  A  déterminée  ci-dessus , 

a:A=:^—  1  —  1  (jr_i).+^(^_i)s_etc.î 

m 

d'où  Ton  tire 

»,     i^„        y  — I— iCy— O'  +  Uy— O'— etc. . 

5 
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formule  connue ,  et  qui  s'accorde  avec  ceLe  de  Particlei5,  A 
étant = ht. 

ao.  Mais  cette  formule  n'est  convergente  que  lorsque  le  nombre 
j^  dont  elle  donne  le  logarithme ,  est  peu  différent  de  Tunité.  Aussi 
n'est-elle  d'aucune  utilité  pour  le  calcul  des  logarithmes  ordi- 
naires. Voici  un  moyen  de  la  rendre  convergente  pour  tous  les 
nombres. 

Il  est  évident  que  l'équation  fondamentaIej^  =  a' peut  se  changer 
en  celle-ci  ^sa*"',  m  étant  un  nombre  quelconque  entier  ou 
fractionnaire.  Employant  donc  cette  dernière  formule  à  la  place 
de  l'autre ,  il  n'y  aura  qu'à  changer  dans  celle-ci  j  en  j"^  et  x 
en  mx.  On  aura  ainsi  en  général , 

°*^  mA 

OÙ  l'on  pourra  prendre  pour  m  une  fraction  - ,  telle  que  \^jr  soit 

toujours  un  nombre  aussi  peu  différent  de  l'unité  qu'on  voudra. 

Supposons ,  ce  qui  est  toujours  possible ,  que  la  racine  r  de^  ne 
contienne  que  l'unité  avant  la  virgule ,  et  qu'après  la  virgule ,  il  y 
ait  s  zéros,  alors  si  on  s'arrête  à  2s  décimales,  il  est  visible  que  le 
terme  (^—  i  )%  et  à  plus  forte  raison  les  termes  suivans ,  ne  don- 
neront rienj  de  sorte  qu'on  aura  simplement,  dans  ce  cas, 

r 

De  la  même  manière,  on  aura  aussi,  sous  les  mêmes  conditions^ 

r 

A  =  Zas=r  (v/^— 1  )j 
et  par  conséquent 

r 

^a  —  I 

C'est  par  cette  formule  que  Brigs  a  calculé  les  premiers  loga- 
rithmes. Il  avait  remarqué  qu'en  faisant  des  extractions  succes- 
sives de  racines  carrées  d'un  nombre  quelconque ,  si  on  s'arrête 
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5? 


on  aura 


C08  JT-f-sinar^/ — 1  =  i  +i  (nX)  +  -— ;— (»X)» 

(1  — n)  (i  — an) 


+ 


a. 3./»* 


(«X)'-Hetc. 


,+x  +  i^=^x« 


^Ci-n)(.-an)^,  ^^ 

'  a. 3 


Comme  les  valeurs  de  sin  x  et  de  cos  x  doivent  être  indépen- 
dantes du  nombre  arbitraire  n ,  il  s'ensuit  que  tous  les  termes  du 
second  membre  qui  se  trouveront  multipliés  par  une  même  puis- 
sance de  n,  doivent  se  détruire  d'eux-mêmes.  Ne  tenant  donc 
compte  que  des  termes  où  n  ne  se  trouvera  pas  après  le  déve- 
loppement, il  est  aisé  de  voir  que  la  quantité  X  se  réduira  à  son 
premier  terme  Ar\/~-i ,  et  que  les  coefliciens  des  puissances 

de  X  se  réduiront  à  i ,  - ,  -^ ,  etc.  De  sorte  que  Ton  aura  sim- 
plement 

cos^j-f-sinx^/ — ic=i  4- Aarv^— 1  +-(Aacr>/— i)* 

+  ^  (  Aj:/—  1  )3-|-  etc. 

En  effectuant  les  puissances  de  v/—  i ,  et  comparant  les  parties 
réelles  des  deux  membres  ensemble,  et  les  imaginaires  ensemble ^ 
on  aura 

A  3^3  k^-A 

sm  X  =  aj:—  —ir  +  — 5-Tc — etc. 

22.3.4.5 


cosx 


a. 3 


«     H 5-T — etc. 

a  a. 3. 4 


aa.  Pour  avoir  de  même  la  valeur  de  x  en  sinus  et  cosinus  de  Xy 
il  n'y  aura  qu'à  reprendre  la  formule  fondamentale 


cos  /wc  -I-  sin  Tir  v/—  1  =  (  cos  or  -f-  sin  x  >/—  1  ) ■, 
dans  laquelle  on  mettra,  à  la  place  de  sin  nx  et  cos  nx^  leurs  valeurs 


en  série  nKx  -f-  »'Bj:%  etc.  j  1 


n*A*x* 


4-  etc. ,  et  on  développera 
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AÎrgiiIe  ;  alors  les  puissances  de^ —  i  seront  des  fractions  d'autant 
plus  petites ,  qu'elles  seront  plus  hautes ,  et  par  conséquent  la  série 
deviendra  assez  convergente  pour  qu'il  suffise  d'en  prendre  im 
petit  nombre  de  termes. 

ai.  On  peut  appliquer  la  méthode  précédente  à  la  recherche 
des  séries  qui  expriment  le  sinus  par  l'arc ,  ou  l'arc  par  le  sinus  y 
et  pour  lesquelles  on  emploie  aussi  (  comme  l'a  fait  Euler  dans 
le  même  ouvrage  )  la  considération  de  l'infiniment  petit  et  de 
l'infini. 

En  effet ,  en  partant  de  la  formule  connue  pour  la  multiplication 
des  angles  cos  /wr  +  sîn /ix  |/—  i  =  (cos  :r  +  sin  x)/ —  i  )",  on  a 
réciproquement 

r 

cos  a:  +  sin  x\/—  i  =  (cos  nx  4-  sin  wjr v/—  1)", 

où  le  nombre  n  peut  être  quelconque. 

Maintenant ,  quelle  que  soit  l'expression  de  sin  x  en  série  de 
l'arc  jc,  elle  ne  peut  être  que  de  la  forme  Aj:  +  Rr*+etc.;  car  , 
puisque  le  sinus  devient  nul  lorsque  l'arc  est  nul ,  il  est  visible  que 
cette  expression  ne  doit  contenir  aucun  terme  sans  x.  Or,  conmie^ 
cos  X  ;=  v/[i  —  (  sin  j:*  )] ,  on  aura 


cos  jr  =  v/(i  —  A'x* —  aARr^  —  etc.)  =  1  — +etc. 

Les  coefficiens  A ,  B ,  etc.  sont  censés  indépendans  de  l'arc  x  ;  par 
conséquent,  ils  seront  les  mêmes  pour  tout  autre  arc.  Substituant 
donc  nx  pour  x^  on  aura  pareillement 

«in  nx s=  nkx 4- n*Bx* 4-  etc.  et  cos  nx-ss.x  — 4-  etc. 

Donc  l'équation  précédente  deviendra 

cos  or  4-  sin  a?  v^— 1  =ri4-^Aar  v/-^i4-'ï*(B  V^—\ Jx*4-etc."l  • 

Développons  le  second  membre  à  la  manière  du  binôme  ,,eû  di- 
sant, pour  abréger, 
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cl  soustrayant  les  deux  équations  Tune  de  l'autre ,  on  aura ,  après 
avoir  divisé  par  a  A  \/ —  1 , 

tang  X  —  4  tang  x^  +  j  tang  a?  —  etc. 


Au  reste ,  il  est  visible  que  Péquation  trouvée  dans  Tart.  2 1  , 

cosx  +  sinorv/— -1  =  1  4-Aa:^/ — 1  +  -  (Ajcv/— 1)* 

+  ^(Ax»/— O^+etc., 

se  réduit  directement  à  celle-ci, 

cos  X  4-  sin  jc{/ —  1  =  ^'K"', 

par  la  formule  de  Part.  1 1 ,  en  prenant  pour  a  une  quantité  dé- 
pendante de  A ,  comme  nous  l'avons  déterminée  dans  ce  mémo 
endroit,  c'est-à-dire,  ensorte  que  a=e^^  e  étant  un  nombre  donné 
qui  est  la  base  des  logarithmes  hyperboliques. 

De  cette  formule  on  tire  tout  de  suite ,  en  prenant  le  radical  en 
plus  et  ensuite  en  moins ,  les  expressions  connues  de  sin  x,  cos  x , 
en  exponentielles  imaginaires, 

sm  or  = ^77 )    <^os  x  = ■ , 

et  passant  des  exponentielles  aux  logarithmes , 

IaXx\/ — i=^l{cosx+smx\/—i):==lcosx+l{i^tOingx[/—'i)y 

ou  bien ,  en  prenant  successivement  le  radical  en  plus  et  moins ,  et 
soustrayant  une  équation  de  l'autre , 


1   ^       1 

la  '     a|/ —  1  ""1  — tang  j;  ^ —  i 


7  ^  -t- tangj|/— I  ^ 


d'où  l'on  peut  déduire  les  séries  trouvées  ci-dessus ,  en  employant 
les  développemens  des  exponentielles  et  des  logarithmes  exposés 
dans  les  articles  18  et  ig. 


38  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

la  puissance  n  du  second  membre.  On  aura  ainsi 

1  +  nAx/—  1  +  «•  (B|/— .  x  —  ~>\3i*  +  etc. 

=  (cosx)-[.+„;if/->+ï(^(k^^_.)-+e,o.]; 
Or 

8ln    X  .  J/  •  m\ 

=  tang  X  ,    cos  x  =  K(  1  —  sm  a:*)  ; 

C08X  D        7  V  J  7 

donc 


n 


(cos xY=. (  1 — sin x*)^  =13 1 — - sin or*  +  ''^''"^^  sîn a^—  etc. 

^  '^        ^  -'  a  '         11.4 

Substituant  ces  valeurs,  la  quantité  n  ne  se  trouvera  plus  que  dans 
les  coefficîens ,  et  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances 
de  cette  quantité ,  le  second  membre  deviendra  de  cette  forme 
1 + wP  -|-  /i*Q  4-  etc.  5  en  Élisant  pour  abréger , 

P=  tango:/—! — 1  (tang  x\/ — 1)»+  \  tang  a:/— i)^ — etc. 
— j  sinjc* — \  sin  x^ — \  sin  x^  +etc. , 

Q=: |(tang or /— 1)'-4- etc.  j 

efiàçant  l'unité  des  deux  membres,  et  divisant  toute  Téquation 
par  /z,  elle  deviendra 

Aorv/ —  1 +/Ï  (b/ —  1  —  -jjx^+etc.  =  F  -|-  tiQ  +  etc.  j 

et  comme  elle  doit  avoir  lieu  indépendamriient  de  la  quantité  n ,  qui 
doit  demeurer  indéterminée,  il  Êiudra  que  les  termes  qui  con- 
tiennent les  diflPérentes  puissances  de  n  se  détruisent  d'eux-mêmes; 
ce  qui  la  réduira  d'abord  à  Kx\/ — 1  =»P,  savoir,  en  développant 
Jes  puissances  de  tang  x  ^ — 1 , 

kx  y/ —  1  =^  (  tang  ^ — \  tang  x?'\-  \  tang  x?  —  etc.  )  y/ —  1 
^-•jtangjc* — ^  tang  x^+ï  tang  x^ —  etc. 
— 7  sin  jc* — \  sin  X*  —  ^  sin  x^  +  etc. 

Comme  on  peut  prendre  le  radical  \/ —  1  en  plus  ou  en  moins , 
il  est  visible  qu'en  le  prenant  successivement  en  plus  et  en  moins, 
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Donc  aussi ,  en  divisant  par  x, 


:4l' 


Comme 


1/(1 +  x*) 


l:^;^,  et'que   /(H-a:')>i,  il 


est 


clair  que 


VCi  +  x»)-^   i+x» 


,  et  en  même  temps  on  voit  que 


-~— ;  >  1  —  ar»,  car  la  différence  est  ;  ainsi  la  quantité  qui 

est  plus  grande  que     ..   J^.Ja^  >  ^^^^  ^  P^^^  ioxX.^  raison  plus  grande 

qiie  1  — j:r»,  de  sorte  qu'on  pourra  réduire  l'espèce  d'équation  d'iné- 
galité ci-dessus ,  à  cette  forme 


A 


-r 


a.3    '    â.3.4*5 


etc.<i ,  >i — Jtr*. 


Or ,  en  prenant  x  tel  que  — j-  soit  <  i ,  il  est  visible  que  la  série 
A  —  — ^  4-  etc.  sera  convergente  et  <  A,  mais  >  A  — 


fl.3 


a.3  • 


parce  qu'en  ajoutant  ensemble  le  second  et  le  troisième  terme ,  le 
quatrième  et  le  cinquième ,  et  ainsi  de  suite ,  on  n'aura  que  des 
quantités  toutes  négatives,  et  qu'au  contraire  en  ajoutant  le  troi- 
sième et  le  quatrième ,  le  cinquième  et  le  sixième,  etc.,  on  n'aura 

que  des  quantités  toutes  positives.  Donc  x  étant  supposé  <  ^  » 
on  aura  à  plus  forte  raison, 


<i    et    A>i 


X 


%  • 


par  conséquent. 


A>i  —  x'    et     <i  + 


AV 

fl.3  • 


ce  qui  devant  avoir  lieu ,  quelque  petite  que  soit  la  valeur  de  x  ^ 
il  s'ensuit  que  l'on  aura  nécessairement  A=i.  En  eflFet,  si  A=i4-i, 
i  étant  une  quantité  quelconque  très-petite  positive ,  il  n'y  aurait 

qu'à  prendre  x  tel  que  — j  <  i ,  et  alors  la  condition  de  A  <  i, 

6 


4a 
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AV 


*f-  ^^  n'aurait  plus  lieu.  De  même ,  si  A  st=  i  —  / ,  il  n'y  aurait  qn^ 

prendre  ar*<  i,  et  l'autre  condition  A>i — x^  serait  en  défeut. 
Donc  on  a  nécessairement  A  =  i  dans  le  cercle  ;  par  conséquent 
a = e ,  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité  (art.  i  a)  ; 
ce  qui  £dt  rentrer  nos  formules  dans  les  formules  connues  pour 
les  fonctions  circulaires. 


t  '  *  ' 
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CHAPITRE  V. 

Du  développement  des  fonctions ,  lorsqu^on  donne  à  la  variable 
une  valeur  déterminée.  Cas  dans  lesquels  la  règle  générale 
est  en  défaut  Des  valeurs  des  fractions  dont  le  numérateur 
et  le  dénominateur  s^ évanouissent  en  même  temps.  Des  cas 
singuliers  où  le  développement  de  la  fonction  ne  procède 
pas  suivant  les  puissances  positives  et  entières  de  raccroisse^ 
ment  de  la  variable. 

s4.  JLjes  méthodes  que  nous  venons  de  donner  pour  le  âévt^ 
loppementde  la  fonction  f(^+0>  supposent  que  ce  développe* 
ment  est  de  la  forme 


£r  -|-  iPx  4-  -  P'^  -fr*  etc.  ; 


3  est  donc  nécessaire ,  ayant  d'aller  plus  loin ,  d'examiner  quand 
et  comment  cette  forme  pourrait  être  en  dé&ut. 

Nous  avons  déjà  démontré  plus  haut  (art.  a  ) ,  que  cela  ne  peut 
arriver  que  lorsqu'on  donnera  à  x  une  valeur  déterminée,  telle 
qu'elle  Ëisse  disparaître  dans  la  fonction  £r  et  dans  toutes  ses  déri* 
vées ,  quelques  radicaux.  Or,  un  radical  ne  peut  disparaître  dans  une 
fonction  que  de  deux  manières  ^  ou  parce  que  la  quantité  qui 
multiplie  le  radical  devient  nulle,  ou  parce  que  le  radical  lui-même 
devient  nuL 

Dans  le  premier  cas ,  il  est  clair  que  le  radical  disparaissant 
dans  £x ,  il  pourra  ne  pas  disparaître  dans  Px ,  f'x ,  etc. ,  oui  bien 
que  disparaissant  à  la  fois  dans  £r ,  Cx  ,^  il  ne  disparaîtra  pas 
dans  r'xyf'xy  etc.,  et  ainsi  du.  reste ^  parce  que  le  radical  aci^. 
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quérant  des  coefficiens  différens  dans  les  fonctions  dérivées ,  ces 
(x>effiGiens  ne  peuvent  pas  devenir  toua  nuls  par  la  même  valeur: 
supposée  de  la  variable. 

Dans  le  second  cas,  au  contraire ,  il  est  évident  que  le  radical 
disparaîtra  nécessairen^ent  dans  toutes  lesfooctions  £r,  fo:,  f '^,etc. 
à  Finfini,  puisque  c'est  la  quantité  radicale  elle-même  qui  est  sup- 
posée s'évanouir  pour  une  valeur  donnée  de  la  variable  x.  Mais 
rëvanouissemeiat  dû  radical  ne  pouvant  plus  avoir  lieu  dang^ 
là  fonction  f(^-f-i)j  où  i  est  une    quantité   indéterminée   et 

indépendante  de  x ,  il  s'ensuit  que  là  série  £r + /fo;  +  -  f'x  +  etc. 

qui  représente  le  développement  de  cette  fonction ,  deviendra  Êiu- 
tive  par  l'absence  du  radical  qu'elle  doit  contenir. 

Donc  cette  série  sera  légitime  dans  le  premier  cas,  et  ne  le  sera 
pas  dans  le  second. 

« 
25.  Soit  jr:=:fx,  ct  par  conséquent,  en  prenant  les  fonctions 

prime ,  seconde ,  etc,^'  =  Pjr,y=f'x,  etc.  Supposons  que  pour 
une  valeur  donnée  de  •  Je ,  il  disparaisse  dans  £r  un  radical ,  lequel 
ne  disparaisse  pas  dans  ('x  ;  il  est  clair  que  pour  cette  valeur  de  Xj 
la  fonction  ï'x  devra  avoir  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  diffé- 
rentes que  la  fonction  fjc ,  à  raison  du  radical  qui  se  trouve  dans  f'x 
et  qui  a  disparu  dans  £r  ;  d'où  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  y  ne 
pourra  pas  être  donnée  par  une  fonction  de  a;  et  j^  qui  ne  con- 
tiendrait pas  ce  radical.  Cependant,  si  dans  l'équation ^=£r  on 
détniit  ce  mênie  radical  par  l'élévation  aux  puissances,  et  que  l'équa- 
tion résultante  soit  représentée  par  F(x,j^  )  =o ,  son  équation  prime 
donnera  généralement,  conune  nous  l'avons  vu  dans  Fart.  17 , 

Donc  cette  expression  sera  en  défaut  dans  le  cas  où  Fon  donne- 
rait à  jc  la  valeur  en  question,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant 
que  les  quantités*  F' (a:)  et  F'(^)  serotit  Fune  et  Fautre  nulles  à 
la  fois.  Ainsi,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'expression  de  y'  devien- 
dra égale  à  zéro  divisé  par  zéro  j  et  réciproquement,  lorsque  cela 
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jarivera,  ce  sera  une  marque  que  la  valeur  correspondante  de  x 
aura  détruit  dan^  Êr un  radical,  sans  le  détruire  dans  ?x. 

Pour  avoir  dans  ce  cas  la  valeur  de  /',  il  ne  suffira  donc*  pa& 
de  s'arrêter  à  l'équation  prime  de  F  (^,^)  =  o^^ laquelle  étant 
yf  ^^) -j- F'(x)=:o,  aura  lieu  d'elle-même,  indépendamment 
de  la  valeur  de^  ;  mais  il.faudra  passer  à  l'équation  sectfùde^qiil'oà' 
trouvera  par  les  mêmes  règles  de  cette  forme 

yT'  (7)+yF"  (jr)  +  2yF"(j.)  (^)  +  F''  (x)  =  o, 

en  désignant  par  F"  {j)  et  F"  {x)  les  fonctions  primes  de  F'  (jr.) 
et  F'(.r),  prises,  la  première  relativement  à^seul^,  et  la  seconde 
relativement  à  x  seul ,  c'est-à-dire  les  fonctions  secondes  de 
F  (  y,  a:  ) ,  prises  relativement  aux  mêmes  variables  isolées ,  et  piai5 
P'(^)  {x)  la  fonction  prime  de  F' (j^),  prise  relativement  à  Xy 
ou  la  fonction  prime  de  F'  (  j?  ) ,  prise  relativement  à  y  (  ces 
deux  fonctions  étant  la  même  chose  ,  comme  il  est  facile  de  s'ea 
convaincre ,  et  comme  nous  le  démontrerons  plus  bas. ,  lorsque 
nous  traiterons  des  fonctions  de  plusieurs  variables),  c'est-à-dire^ 
la  fonction  seconde  de  F  (  / ,  ^  ) ,  prise  relativement  à  ^  et  à  x. 

Cette  équation  donne  généralement  la  valeur  de  y*  ;  mai^  dans, 
le  cas  proposé ,  la  quantité  F'  {jr  )  devenant  nulle ,  le  terme  qui 
contient  y  disparaîtra ,  et  l'équatîon  restante  sera  une  équation 
du  second  degré  en  y,  par  laquelle  on  déterminera  la  valeur  de  y, 
(pli  sera  par  conséquent  double. 

a6.  Soit,  par  exemple,  £e=:(x — a)  ^{x'-^b)j  ensortç  qu'on 

ait  l'équation 

^  =  (^  — «)  v/(^— *), 
on  aura 

Ëdsant  x=a,  on  a 

où  l'on  voit  que  le  radical  disparait  dans  la  valeur  de  y ,  mais  non 
pas  dans  celle  de  jr\  ensorte  que  la  valeur  de  7  est  simple ,  et 
celle  de  7"'  double. 
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Maintenant ,  si  ou  réduit  l'équation  proposée  à  cette  fomie  ra^ 
tionneIlej-*=(a:— a)*  (x  —  4),  et  qu'on  en  prenne  l'équatioiik 
prime ,,  pn  aura 

4'où  l'on  tire 

Élisant  x=  a,  on  a^  =  -  ;  passant  donc  à  l'équation  secondé  1 

o^  aura    . 

af'*+a;7"=4(x  — a)+  a  (x  —  4). 

Ici  jp  =;;iJi^  donner  à.  cause  de  j^==o  dans  ce  cas^ 

îy^'^=a  (a;-*^i)s=:a(a  —  i);    donc   7^'=  l/(^— ^), 

C(HniBe  plus  haut. 

U  serait  possible,  au  reste ,  que  la  même  valeur  de  x  qui  détruit 
les  termes  de  l'éguation  prime ,  détruisît  aussi  ceux  de  l'équation 
seconde  j  alors  il  fendrait  passer  à  l'équation  tierce ,  laquelle ,  par 
la  destruction  des  termes  qui  contiendraient  y*  et  y,  deviendrait 
une  simple  équation  en  f^  mais  du  troisième  degré ,  et  ainsi  de 
suite,  Cela  dépend  de  la  nature  du  radical  qui  aiu*a  été  détruit 
dans  £r ,  et  qui  doit  être  remplacé  par  le  degré  de  l'équation  d'où 
dépend  la  valeur  de  f  ;  mais  nous  n'entrerons  dans  aucun  détail 
§ur  ce  point ,  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  sujet. 

37.  Supposons  en  second  lieu  que  la  même  valeur  de  x,  qui  feît 
disparaître  un  radical  dans  £r ,  le  fesse  disparaître  aussi  dans  ï!x , 
sans  le  feire  disparaître  néanmoins  dans  ï^^x ,  alors  les  valeurs  cor- 
respondantes de  £r  et  de  î'x  seront  en  même  nombre  ;  mais  celles 
de  f "x  seront  en  nombre  plus  grand.  Si  donc  on  détruit  ce  radi-  ' 
cal  dans  l'équation  j-  =  £r ,  la  valeur  de  y  qu'on  en  déduira ,  se . 

trouvera  =  -,  et  il  feudra  passer  aux  équations  dérivées  d'un 

ordre  supérieur  pour  avoir  la  valeur  de  y. 
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Soitjr  Us (x-—ay  ^/(ar— è)  ,  on  aura 


*7 


Ëdsant  x=:ay  on  a 


Mais  si  on  réduit  Féquation  proposée  à  cette  ferme  rationnelle 

on  en  tirera  l'équation  prime 

s^  ===4  ( Jt  — •  tf )^  (a? •— *)  4- (x  — •  «y, 
laquelle  donne  ^  lorsque  x/s=za  ^ 


o 
o 


à  cause  Ae  ytsto^  à  moins  qu'en  substituant  là  yaledr  de  y , 
xm  ne  £vise  le  tout  par  (  jr-^  a)%  et  qu'ensinte  eu  ne  fksàe  xtasz^\ 
ce  qui  donnera/'  =  o  ^ 

Passant  à  Féquation  seconde ,  on  aura 

y-H^'=  6(*^  a)' (x— *)4-4  (x  —  à)» , 

&isant  xztia^  on  aura  y=:o  comme  cî-deôsud.  Mais  pour  àvoîf  m 
▼ateur  de  f\  îl  Êtudra  avoir  recôtirs  à  Féquation  tierce  et  nièxnè 
&  Féqusttioti  quarte.  Celle-là  sera 

3ry'-Hj/"=  i8  (^  — a)*+ la  (x— a)  («— i), 
OÙ  tous  les  termes  disparaissent  lorsque  arssa.  La. suivante  sera 

I  ■  j  ' 

l^aisant  x  ssa ,  et  par  conséquent  j-  =  o  et  ^'  =  o ,  on  aura 
comtte  pla»]uiat.  ' 
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Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  analyse ,  qui  d'ailleurs 
n'a  plus  de  difficulté  d'après  les  principes  établis.  Nous  nous  conten- 
terons de  remarquer  que  si  on  construit  la  courbe  dont  x  serait 
l'abscisse ,  et  j^  =  Èr  l'ordonnée  ,  cette  courbe  aura  ce  qu'on  ap- 
pelle un  point  multiple  dans  l'endroit  correspcHidant  à  la  valeur 
donnée  de  )i\  qui  fera  disparaître  un  radical  dans  tjr,  sans  .le  faire 
disparaître  en  même  temps  dans  f ':r  ;  qu'elle  aura  un  point  d'attou- 
chement, si  la  même  valeur  de  x  &it  disparaître  à  la  fois  le  radical 
dans  £r  et  dans  f'x;  que  ce  sera  un  point  d'osculàtipn ,  si  le  radical 
diéparàit  eu  même  temps  dans  f 'vr,  et  ainsi  de  suite.  Ovi  eh  verra 
la  raison  lorsque  nous  appliquerons  la  théorie  des  fonctions  à  celle 

des  courbes. 

•  * 

fL      • 

a8.  A  l'occasion  de  k  difficulté  que  nous  venons  de  résoudre  , 
nous  allons  donner  la  théorie  de  la  méthode  pouç  trouver  la  valeur 
d'une  fraction ,  dans  le  cas  où  le  numérateur  et  le  dénominateur 
deviennent  zéro  à  la  fois.       .      -.  '  r 

Soit  Ç-. une  p^reiUe  fraction,  £ç  et  Yx  étant  des  fonctions 

de  X,  telle. que  la.  supposition  de  a:  =  a  les  rende  toutes  les  deux 

nulles  à  la  fois ,  et  qu'on  demande  la  valeur  de  cette  fraction 

lorsque  a:  =«. 

Ix 
On  fera  ^==:|r-,  et  par  conséquent  fËxp=iïx.  En  supposant 

X  =« ,.  cette  équation  se  vérifie  d'elle-même ,  indépendamment  de 
là  valeur  de  j*,  qui  demeure  par  conséquent  indéterminée;  aînâ 
elle  ne  peut  servir  dans  cet  état  à  la.  détermination  de  jr,  lorsr 
que  xz=^a.  Mais  en  prenant  l'équation  prime,  on  aura 


{ 


ytx+jF'x=iï'x^^ 


la  supposition  de  a:  s=:  a  fait  disparaître  le  terme  y^x ,  et  le  reste 

de  l'équaûon  donné  ^==  =7-.  S'il  arrivait  que  les  fonctions  primes 

i'xy  F'^cdèVinsseiiY  aussi  nulles  par  la  même  supposition,  alors 
on  trouv^Faitpajr  leTO^êine-  principe ,  en  substituant  dansl'équation 
ci-dessus  ïx,  F'a:,  pour  £»;,  Fjc,  cette  nouvelle  expression  de  >- , 
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^  =  pîT^  1  et  ainsi  de  suite.  On  pourrait  aussi  la  déduire  directe- 
ment de  la  même  équation  prime ,  en  considérant  que ,  commo 
elle  se  vérifie  de  nouveau  d'elle-même ,  elle  ne  peut  pas  servir  non 
plus  à  la  détermination  de  j  ;  que  par  conséquent ,  il  sera  néces- 
saire de  passer  à  Téquation  seconde ,  laquelle  sera 

Comme  la  supposition  de  x=ia  rend  nulles  les  fonctions  Fjc  et  F'jrr , 
les  termes  qui  contiennent  f  et  y  s'en  iront  d'eux-mêmes ,  et  les 

termes  restans  donneront  ^  =  p- ,  comme  plus  haut. 

Il  n'est  pas  à  craindre  que  les  fonctions  £r,  fx,  f'jj,  etc., 
Fx,  t'xjF'xj  etc.  à  l'infini,  puissent  devenir  nulles  en  même 
temps  par  la  supposition  de  xs=:ay  comme  quelques  géomètres 

paraissent  le  supposer;  car  puisque  f(a:+«)s=fjc-f-if  jî-| —  f"^,etc., 

en  faisant  x  =s a ,  on  aurait  f(a+i)  =0,  quel  que  soit  iy  ce  qui 
est  impossible;  il  en  serait  de  même  de  F  (jc  +  1).  Mais  il  peut 
arriver  que  ces  fonctions  deviennent  infinies  par  la  même  suppo^ 

sition  de  a:=:d ,  ce  qui  rendra  également  les  fractions  ^^=7-^  etCt 

indéterminées  :  la  solution  de  cette  difficulté  dépend  de  l'examen 
du  second  cas  de  l'art.  34,.  dont  nous  allons  nous  occuper. 

âg.  Ce  cas  a  lieu  lorsque  la  supposition  de  x:=:a  fait  disparaître 
dans  £r  un  radical  en  le  rendant  nul ,  auquel  cas  elle  le  fera  dispa*- 
raitre  de  même  dans  les  fonctions  dérivées  ;  mais  ce  radical  restant 
dans  la  fonction  f  (  a:  + 1  ) ,  il  doit  rester  aussi  dans  le  dévelop- 
pement de  cette  fonction;  par  conséquent  ne  pouvant  affecter 
la  valeur  de  or,  il  faudra  qu'il  affecte  l't;  d'où  il  suit  que  ce  déve- 
loppement doit  contenir  nécessairement  des  puissances  irration- 
nelles de  I.  Il  est  clair,  en  >effet,  que  si  fx  contient  la  quantité 
■■ 
V/X ,  X  étant  une  fonction  de  ;r ,  qui  devient  nulle  lorsque  xs=:a^ 

1% . 
en  mettant  x+i  à  la  place  de  a:,  X  deviendra  X-f-  «X'-f--  X"4-etc. , 

7 
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et  faisant  jr = ^,  on  aura  simplement  tX'-f —  X"-f  etc.  pour  la  valeur 

de  X  j  de  sorte  que  j/X  deviendra  v/ '(X'-f-  ^  X"  +  etc.J  ;  donc  la 
fonction  î(x  +  i)  contiendra,  dans  le  cas  de  ar=  a  ,  le  radical 

m 

\/ij  qui  devra  par  conséquent  se  trouver  dans  son  développement 
suivant  les  puissances  de  i.  Voyons  donc  ce  que  donnera  alors  le 

développement  fautif  £r-f-;fa:H--  f'j:+etc. 

Pour  cela,  j'observe  que  les  fonctions  f'(«^+0>  f^'C^^  +  Oî  ^*^* 
sont  également  les  fonctions  primes ,  secondes ,  etc.  de  la  fonction 
f(a:  +  i)j  soit  qu'on  les  prenne  relativement  à  x^  soit  qu'on  les 
prenne  relativement  à  «,  ce  qui  est  évident,  puisqu'en  augmentant 
soit  a: y  soit  i  d'une  même  quantité  quelconque,  on  a  le  même 
accroissement  de  la  quantité  x  +  L  D'où  il  suit  que  l'on  aura  éga- 
lement les  valeurs  de  f'x,  f'j:,  etc.,  quel  que  soit  ar,  en  prenant 
les  fonctions  primes,  secondes,  etc.  de  f(a:  +i)  relativement  à  / , 
et  faisant  ensuite  /  =:  o. 

Or ,  si  on  suppose  que  le  développement  de  f  (ar+  0  doive  con- 
tenir, lorsque  x==a,  un  terme  affecté  de  t^,  tel  que  A«^,  A  étant 
une  fonction  de  a  ^  et  /n  n'étant  pas  un  nombre  entier  positif,  en 
prenant  les  fonctions  primes,  secondes,  etc.  relativement  à  /,  il 
&udra  que  les  développemens  de  f  (a:-|-  i) ,  f  (jc  +/) ,  etc.  con- 
tiennent les  termes  /«Ai"*"',  m{m — i)  A«'"~%  etc.  (art.  lo).  Donc 
Élisant  x*=o ,  on  en  conclura  que  les  fonctions  £r ,  f  jc ,  P'x,  etc. , 
lorsque  a:=«,  contiendront  respectivement  les  termes  Ao"*,mAo""'', 
i?i(/?i-— i)Ao""*,  etc. 

Si  m  est  un  nombre  quelconque  négatif,  il  est  clair  que  tous  ses 
termes  seront  infinis. 

Si  m  est  un  nombre  positif  non  entier,  soit  n  le  nombre  entier 
immédiatement  plus  grand  que  m,  il  est  visible  que  le  terme 
i?i(m— •!  ). .  .(m— n+i  )  Ao*""  sera  infini ,  ainsi  que  tous  les  termes 
suivans ,  et  que  tous  les  précédens  seront  nuls. 

Donc  en  général  la  fonction  f"ar  et  toutes  les  suivantes  f*"*"'jr, 
ïl^^x^  etc.  à  rinlini  C'»,  /»  +  i  ;  etc.  étant  des  indices  ) ,  seront  in- 
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finies ,  n  étant  le  nonibre  entier  positif  immédiatement  plus  grand 
que  l'exposant  m. 

3o.  On  conclura  de  là  que  le  développement  £r+ira:4-  -  f 'jc+etc. 

ne  peut  devenir  foutif  pour  une  valeur  donnée  de  x ,  qu'autant 
qu'une  des  fonctions  £r ,  f'x,  for,  etc.  deviendra  infinie,  ainsi  que 
toutes  les  suivantes  pour  cette  valeur  dex.  Alors  si  n  est  l'indice 
de  la  première  fonction  qui  devient  infinie ,  le  développement  dont 
il  s'agit  devra  contenir  un  terme  de  la  forme  *" ,  m  étant  un 
nombre  compris  entre  n  —  i  et  ». 

Et  si  toutes  les  fonctions  £r ,  fjc ,  V'x ,  etc.  devenaient  infinies 
pour  la  même  valeur  de  x ,  le  développement  de  f  (0:+ 1)  contien- 
drait dans  ce  cas  des  puissances  négatives  de  i. 

Pour  trouver  alors  la  vraie  forme  du  développement  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  2,  il  faudra  Ëdre  d'abord  dans  la 
fonction  f  (  x  +  i) ,  a?  égal  à  la  valeur  donnée ,  et  développer  ensuite 
suivant  les  puissances  croissantes  de  i  par  les  règles  connues ,  en 
ayant  égard  aux  puissances  firactionnaires  ou  négatives  de  i  qui 
se  trouveraient  dans  la  fonction  même. 

Au  reste ,  nous  remarquerons  qu'en  faisant  j^  =  £r ,  et  prenant 
ar  et  ^  pour  les  coordonnées  d'une  courbe ,  celte  courbe  aura 
dans  le  point  où  l'une  des  fonctions  j,j"', y,  etc.  devient  infinie , 
ainsi  que  toutes  les  suivantes ,  un  rebroussement  dont  l'espèce  dé- 
pendra de  l'indice  n ,  pourvu  que  l'exposant  firactionnaire  m  ait 
pour  dénominateur  un  nombre  pair  ;  et  l'on  déterminera  la  nature 
du  rebroussement  par  la  forme  du  développement  de  ï{x  +  i) 
dans  ce  cas. 

3i.  Dans  l'exemple  de  l'art.  27,  où  j=  {x—d)  \/(x — i),  on  voit 
que  la  supposition  de  a;=;A  détruit  le  radical  dans^,  et  doit  par 
conséquent  le  détruire  aussi  dans  les  fonctions  dérivées  y,  y,  etc. 

Donc  le  développement  £r  -f-  iPx  -f-  -  ^x  -|-  etc.  jdef{x  +  i)yen 

supposant 7"  =  fa:=: (or— ^)  \/{x  —  i),  sera  fautif  dans  le  cas 
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de  x^=zb.  En  effet  ^  on  aura  dans  ce  cas , 


X  étant  =i ,  et  on  trouvera  de  même 

y'ssooy   y=soo,    etc. 

Donc  le  développement  dont  il  s'agit  devra  contenir  alors  un  terme 
de  la  forme  i^,  m  étant  entre  o  et  i . 
Soit  en  effet,  x=: b-^i^ix  deviendra  ( ô  —  «-+-  i)  \/i ,  de  sorte 

que  le  vrai  développement  de  cette  fonction  sera  {b — «)  v/t-|-i*. 

552.  C'est  aussi  de  la  même  manière  qu'on  résoudra  la  difficulté 
proposée  à  la  fin  de  l'art.  â8,  sur  les  fractions  qui  demeureraient 
toujours  indéterminées  ,  en  prenant  à  l'infini  les  fonctions  dérivées 
du  numérateur  et  du  dénominateur.  Nous  y  avons  vu  que  cela  ne 
saurait  arriver  que  dans  le  cas  où  la  même  valeur  de  x  rendrait 
ces  fonctions  successives  infinies.  Il  faudra  donc  alors  supposer 
x=ia  +  i  (a  étant  la  valeur  de  x  qui  rend  ces  fonctions  infinies  ) 
dans  l'expression  générale  de  la  fraction ,  réduire  ensuite  cette 
expression  en  série ,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i ,  et 
le  premier  terme  de  la  série ,  en  faisant  i  =:  o ,  donnera  la  valeur 
cherchée  de  la  fraction  pour  le  cas  de  xs=.a. 

Ainsi ,  si  l'on  avait  la  fraction  ^^~  }/^J'_  ^/^  ~  j  qui  de- 
vient -  lorsque  ;r=a,  et  dont  les  fonctions  primes,  secondes,  etc. 

du  numérateur  et  du  dénominateur ,  deviennent  toutes  infinies  par 
la  même  valeur  de  or ,  en  y  mettant  a  + 1  au  lieu  de  x ,  et  ré- 
duisant le  numérateur  et  le  dénominateur  en  série ,  elle  deviendra 

l/i  +  — 7-  +  etc.  .. 

%/fl<w  +  -:^ h  etc.         ^  ^ 

de  sorte  qu'en  faisant  i  =  o ,  on  aura  --^  pour  la  valeur  cherchée 
de  la  firaction ,  lorsque  x;sza. 
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En  effet ,  si ,  suivant  la  méthode  de  l'art.  28 ,  on  prend  les  fonc- 
tions primes  du  numérateur  et  du  dénominateur ,  ou  aura 


4- 


aj/x    "^  a  {/{x  —  a) 


et 


V/(x*  — a») 


»\  > 


quantités  qui  deviennent  infinies  lorsque  j:  =  «  ;  mais  en  les  multi- 
pliant l'une  etFautre  par  2\/{a: — ^),  la  nouvelle  fraction  sera 


V/x 


+  1 


ax 

laquelle,  en  faisant  jr=:^ ,  devient  —^ ,  comme  plus  haut. 

Nous  avons  donc  résolu  les  difficultés  qui  peuvent  se  rencontrer 
dans  le  développement  de  f(;r+i);  et  quoique  nous  n'ayons 
considéré  que  des  fonctions  algébriques,  il  n'est  pas  difficile  d'étendre 
nos  solutions  aux  fonctions  transcendantes.  Comme  ces  difficultés 
n'ont  lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  de  .r,  il  est  clair 
qu'elles  n'influent  en  rien  sur  la  théorie  des  fonctions  dérivées 
f'x,  C'Xj  etc.  ;  mais  il  était  nécessaire  de  les  examiner,  et  de  donner 
les  moyens  de  les  lever,  pour  ne  laisser  aucun  nuage  sur  cette 
théorie.  Voyez  aussi  la  leçon  VIII  du  Calcul  des  Fonctions. 
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CHAPITRE  VI. 


Résolution  générale  des  fonctions  en  séries.  Développement  des 
fonctions  en  séries  terminées  et  composées  d'autant  de  termes 
qu'on  voudra.  Moyen  d'exprimer  les  restes  depuis  un  terme 
quelconque  proposé.  Théorème  nouveau  sur  ces  séries. 

33.  JM  ous  avons  vu  jusqu'ici  comment  on  peut  trouver  directe- 
ment tous  les  termes  du  développement  de  la  fonction  f(j:+«), 
suivant  les  puissances  de  i  ;  on  peut ,  de  la  même  manière , 
développer  une  fonction  quelconque ,  suivant  les  puissances  as* 
cendantes  d'une  des  variables  contenues  dans  la  fonction. 

Eïi  effet,  si  on  reprend  la  fonnule 

f(x  +  i)=£r  +  tra:  +  i>'a:4-^f"^+etc., 

puisque  x  et  i  sont  deux  quantités  indéterminées ,  on  y  peut  substi- 
tuer X  —  ta  la  place  de  a: ,  ce  qui  donnera 

fe=  ï{x—i)  +  tf'(jc— 0  +  -  f"(a:~ i)  +etc. 

De  plus,  on  pourra  mettre  xz  à  la  place  de  i^  et  Ton  aura 


xV 


£r  =  [{x —  xz)  +  xzï'  {x — xz)  H f  '  {x — xz  )  +  etc. , 

où  z  est  une  quantité  arbitraire  quelconque. 

Ici  ïx  représente ,  comme  l'on  voit ,  une  fonction  quelconque 
de  a? ,  et  f  \x  —  xz) ,  f '  (  j: — xz)j  etc.  représentent  les  fonctions 
primes,  secondes,  etc,  de  £r ,  en  y  substituant  x{\ — z)  à  la  place 
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âe  X.  Mais  quoique  £r  ne  représente  qu'une  fonction  de  x  relati- 
vement à  ses  fonctions  dérivées ,  il  est  clair  qu'elle  peut  représen- 
ter en  général  une  fonction  quelconque  de  x  et  d'autres  quantités 
quelconques ,  pourvu  que  ces  quantités  y  soient  regardées  comme 
constantes  dans  la  formation  des  fonctions  dérivées  Ta:,  for ,  etc. 

Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  z  =  o,  l'équation  devient 
identique  £r=£r,  et  si  on  fait  2  =  1,  la  quantité  x —  xz  s'éva- 
nouit; de  sorte  que  si  on  dénote  simplement  par  f,  f,  P,  etc. 
les  valeurs  des  fonctions  £r ,  f 'jc ,  fa* ,  etc. ,  lorsque  a:  ;=  o ,  on 
aura 

£r  =  f-f-^'+Çr4.  etc. 

Ainsi ,  lorsque  £r  sera  une  fonction  donnée  de  plusieurs  yà^- 
riables  x  ^  y  ^  etc. ,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  par  les  règles  géné- 
rales ,  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  x  seul ,  et  y  faire  en- 
suite a:  =  o ,  on  aura  tous  les  termes  du  développement  de  la 
fonction  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a:  ;  et  il  est  clair 
que  les  valeurs  des  quantités  ï\  (",  etc. ,  seront  des  fonctions 
de/-,  etc.  sans  x ,  toutes  dérivées  de  la  fonction  primitive ,  suivant 
une  loi  dépendante  de  la  manière  dont  la  quantité  x  entrera  dans 
cette  fonction; 

34.  On  pourrait  trouver  ce  développement  d'une  m^ère  plus 
simple  y  en  supposant  tout  de  suite 

£r  =  A+ Bx  +  Ca:»4- D^a:' +  etc. , 

A ,  B ,  C ,  etc.  étant  des  quantités  indépendantes  de  x.  Pour  les 
déterminer ,  on  considérera  que  cette  équation  devant  être  iden- 
tique ,  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Donc,  i*.  en 
faisant  a:  =  o ,  on  aura  f  =  A  ;  a*,  en  prenant  les  fonctions  primes 
de  tous  ses  termes  (art.  10,  17),  on  aura  encore  l'équation 
identique 

Ta:  =  B  4- îïCjc  +  3Da»»-h  etc. , 
où,  faisant  de  nouveau  ar=  o,  on  aura  f  =  B  ;  5*.  en  prenant 


^? 
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de  nouveau  les  fonctions  primes ,  on  aura 

f 'ar  =  aC -f- a .  3Dj:  H- 3  .-fiEar'-f*  etc. , 

où ,  Élisant  derechef  a:  =  o ,  on  aura  f  '  =  aC.  Continuant  de  la 
même  manière ,  on  trouvera 

f"'=:a.3D,    f"=5a.5.4E,    etc.j 
d'où  l'on  tire 

A  =  f,    B=f',    Gssif,    Dss-isf'",    etc., 

ce  qui  donnera ,  par  la  substitution  ,  la  même  série  pour  £r  que 
ci-dessus.  Mais  cette  méthode  est  moins  directe  que  la  précé- 
dente, et  elle  suppose  déjà  la  théorie  des  fonctions  dérivées;  elle  est 
d'ailleurs  moins  rigoureuse  ,  en  ce  qu'elle  suppose  de  plus  que  la 
somme  de  tous  les  termes  aflFectés  de  x  devient  nulle  lorsque 
j:=  G ,  quoique  les  coefficiens  de  ces  termes  augmentent  à  l'infini 
dans  les  équations  dérivées;  mais  le  grand  avantage  de  la  méthode 
précédente ,  consiste  en  ce  qu'elle  donne  le  moyen  d'arrêter  le 
développement  de  la  série  à  tel  terme  que  Ton  voudra ,  et  de  juger 
de  la  valeur  du  reste  de  la  série. 

Ce  problème ,  l'un  des  plus  importans  de  la  théorie  des  séries , 
n'a  pas  encore  été  résolu  d'une  manière  générale.  On  pourrait, 
à  la  vérité ,  le  résoudre  pour  chaque  fonction  en  particulier ,  par 
les  méthodes  exposées  dans  le  chapitre  premier  ;  mais  il  serait 
impossible  de  parvenu'  par  celte  voie  à  qne  solution  générale  pour 
une  fonction  quelconque, 

» 

35.  Reprenons  donc  la  formule  générale  trouvée  ci -dessus 
(art.  53), 


«V 


et  supposons  qu'on  veuille  s'arrêter  au  premier  terme  f  (a?— jci). 
Comme  tous  les  termes  suivans  sont  multipliés  par  x ,  nous  sup- 
poserons 

j&:==f(a: — xz)+xV^ 

P 
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P  étant  regardé  comme  une  fonction  de  s ,  qui  deyra  être  nulle 
lorsque  s  =  o,  puiaqu'alors  f(a?-~jrz)  devient  £r. 

Connue  cette  équation  doit  avoir  lieu ,  quelle  que  soit  la  valeur, 
de  Zy  qui  est  arbitraire,  son  équation  prime,  relativement  à  i, 
aura  donc  lieu  aussi  (art.  17).  On  prendra  donc  les  fonctions  primes 
relativement  à  cette  variable,  et  il  est  Êicile  d,e  voir  que  la  foncr 
tîon  prime  du  terme  {(x  —  xz)  sera  —  jcf  {x — xz)^  cJar  on  a 
démontré  (art.  16)  que  sij z=fy  ^p  étant  une  fonction  de  a? ,  on  à' 

ainsi  en  rapportant  les  fonctions  dérivées  à  la  variable  z  et  Êdsant 
p^s^X'-^xzy  on  aurai 

p'=z-^x    et   j^  =  — xF/;  =— af'(ar— j::»). 

Donc ,  à  cause  que  £r  ne  renferme  point  z ,  l'équation  prime 
relative  à  2  de  l'équation  ci-dessus,  sera 

o  =  — jcf  (x  — jcz) +a:P', 

P^  étant  la  fonction  prime  de  P  relativement  à  z  i  d'où  l'on  tire 

F  «f  (a:  — 0:2). 

■ 

On  aura  donc  la  valeur  de  P,  en  cherchant  une  fonction  de  2  dont 
la  fonction  prime  soit  égale  à  P  (x — jtz)  ,  et  qui  de  plus  soit  telle^ 
qu'elle  devienne  nuUe  lorsque  2=0.  Cette  valeur  de  P  ainsi  trouvée^ 
si  on  y  fait  2=s  1 ,  on  aura 

£r=:f.+j:P. 

Supposons ,  en  second  lieu , 

£r=f(a? — xz)  +  xzC(^'^xz)  H-x*Q, 

Q  étant  une  fonction  de  2 ,  qui  devra  être  nulle ,  comme  l'on  voit , 
lorsque  z^=:o^ 

En  prenant,  comme  ci-dessus ,  les  fonctions  primes  relativement 
à  2 ,  on  aura  cette  équation  prime 

o  ss  —  orf  (jc— jcz)  +  Jcf  '  (or-nr»)  —  x*zS"  {x — xz)  +  x^Q^^ 


5ff  .  tlIÉOaiE  DES  FONCTIONS* 

oit  l«a  fancti^M:  désignées  parf'^  fscat  les  fonctions  pigiQ^M  et 
secondes  de  £r  relatirement  à  ar ,  et  dans  lesquelles  oa  a  mis 
ensQOte  ^  •^xs  pour  x.  On  tire  de  là ,  en  effîtçant  ce  qui  se 
détnrity 

de  sçhç^qu^on  aura  ïa  valeur  de  Q  en  cWchant  une  fonction  de  9 , 
^ntla  toptctioA  primç  ait  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  Q', 
et  qui  ait  la  condition  de  devenir  nulle  lorsque  z  s=  o.  Si  ensuite  on 
fait  z;=ij  on  aura 

.,  .    ■  •     !^  -     }.: .£r=5:f.«-|-*JCf',+'^*Q. 

•  '.       .'•-■■-à...  *  ^•w 

Soit  en  troisième  lieu, 

■s 

R  étant  une  fonction  de  z ,  qui  s'évanouisse  lorsque  acso.  On  trou- 
vera ,  en  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  z ,  et  effîiçant 
les  termes  qui  se  détruisent  mutnellement , 

la  fonction  représentée  pay  f  "  étant  la  fonction  tierce  de  £x  re- 

fttttV'femefit  à  a:,  traiïéformée  par  la  subàfitution  de  a:  — xc  à  ia 

pl^ce  aë>.  '    . 

•    ■•'■-- 
Il  fendra  donc ,  pour  avoir  la  valeur  de  R ,  trouver  une  fonction 

primitive  de  z ,  dont  la  fonction  prime  soit  la  Valeur  précédente  de 

R',  et  qui  soit  telle ,  qu'elle  s'évknouisse  lorsque  z  =  o.  Cette  foncr 

tion  étant  trouvée ,  on  aura ,  en  faisant  «  as  ^ , 

fr=f.+a;f  .4--r.+a:^R, 

et  ainsi  de  suite. 
(Ea'CdfiitiniiaiDtàtKisl,  cin  aura  la  formule  de  P^L  55^ 

fo=f.H-a;f'.  +  -  f.  H--4  f"'.+  etc.' 
•  a.         •  a.» 
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Mafa'  ratwlyse  précédente  a  rayantage?de  <Jonner  la  manière  âWoiv 
les  restes  or? ,  a:*Q,  x'R,  etc.  de  la  série,  lorsqu'on  veut  l'inter- 
rompre à  son  premier ,  second^  troisième  y,  etc.  terme. 


36.  Voila' le  problême  résolu  anaîytiqiifement  jTiiais'  ïSSmme  les 
quantités  P,Q,  R,  etc.  ne  sont  connues  que  par  leurs  fonctions 
primes ,  il  reste  encore  à  remonter  de  ces  fonctions  aux  fonctions 
primiliFes  j  ce  qui  pciit  être  souvent  fort  difficile ,  et  meôié  mi-? 
possible. , 


<  > 


V* 


Cependant,  si  on  connaissait  la  quantité  P,  on  eo  pourrit 
déduire  toutes  les  autres  par  les  simples"  fi)nctiôil&  dérîvéesj  cat 
la  comparaison  des  valeurs  de  £r  .donne        .    :^ 


i»'s 


et  Ton  a  trouvé  £'{a:  —  xz)  css  P'  ;  donc  substituant  ^^n  fW[Si , 


I  ( 


d'où  l'on  tire 


On  a  ensuite 


'>/)••  ':i  .    )  ':r^ 


a  »  ^-i^'i^^xz),  ^itRy 


\i 


et  Ton  à  trouvé  a^'  (je 
l'on  tire 

On  trouyer»  de  même 


«z)  =  Q'j  donc  Q  =  ^  Q'rfJiïl/.tfdii 


"^    \\ 


■        •• 


•■•  ' 


S-gs  ^^n^  '^'r7  i 


et  ainsi  de  suite. 


•     •« 


Si  on  Élit  P=:is;'9  Q 


.  <     ..  .    J 


.V 


>  ' 


a^âiiiiiS:. 


szV,  RssjsV^  etc.|  on  aura 


6d  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

^t  la  fonction  £v  deviendra,  en  remettant  e  à  la  place  de  xz^ 

—  fCo:  — i)H-ir(x— o  +  ^'V» 
etc. 

■ 

Ainsi  connaissant  le  premier  reste  ip ,  on  pomra  connaître  tous 
les  autres  restes  i*(f ,  i^ir^  etc.,  par  les  simples  fonctions  dérivées 

relatives  à  z  s=:  -  ;  et  si  on  prend  simplement  les  fonctions  déri- 

.vées  relativement  à  i,  on  aura 

y  =  — A»',    '•=--7>    *=~"3»    «*c- 

Par  exemple,  en  faisant  £c=:-  comme  dans  l'article  4,  on  aura 

f(a?— 1)  =  ^-;;^,  et  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport 
à  ;r,  on  aura 

f'(^-0=-(:;ir)t'/'(^-')=ûé7)->    etc., 
or  on  trouve , 

de  là  en  prenant  les  fonctions  dérivée?  par  rapport  à  £ ,  on  tirera 
tout  de  suite 

Donc  si  on  fait  ces  substitutions  dans  les  expressions  de  £r,  et 
qu'on  y  mette  ensuite  ap-f-<  à  la  place  de  j:,  on  aura 


1  i  1  i      ^  i 


'A. 


comme  dans  l'article  cité. 
Soit  encore  £rs=;  v^i"^  on  aura  f(:e—  i)  s=:V*-^*;  et  prenant 
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aV^o;  — * 


,    f'(ar-.0=- 


a» 
4  («-')* 


Ici  on  aura 

et  de  là  en  prenant  les  fonctions  dérivées  relatives  à  i , 

I 


etc. 


v/î-t/ï^"» 


9 


-^ -f- 


k3 


etc. 


8(r— 0*  X  (V/i+V^x— iy 

Far  ces  substitutions  dans  les  expressions  de  £r,  on  aura,  en 
mettant  a:-^  i  k  la  place  de  x , 


»• 


o: 


zr-l-etc., 


a-V/x         8xV/x     '    iGx^v/i 

comme  dans  le  même  article  cité. 
57.  On  peut  aussi  tirer  directement  de  la  formule  de  FarL  3 , 

la  loi  de  la  série  et  Fexpression  des  restes ,  en  prenant  alterna- 
tivement les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  a:  et  à  i  j  nous  mar- 
querons ces  dernières  par  un  trait  placé  au  bas. 

On  a  d'abord  par  les  fonctions  dérivées  relatives  à  Xy  P  Çx+i) 
c=rx  +  iP';  ensuite  par  les  fonctions  dérivées  relatives  à  1, 
r  (a:  +  î)  =  P  +  /P^;  car  il  est  visible  que  relativement  à  1,  la  dé- 
rivée de  f(ar+  i)  est  la  même  que  relativement  à  m.  On  aura  donc 

rx+iT=:f+i7ry    d^où  l'on  tire    P==rar+i(P'— PJ. 


6a  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

Faisons 

on  aura  ,  en  «ubstituant  la  valeur  de  P , 

f  (  a:  -4- 1  )  =  foH-*f' J;  4-  i*Q. 

Prenons  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  a:  et 
par  rapport  à  i ,  on  aura 

donc 

f'x+.Q'  =  2Q+/Q,,   d'où  Q=^f!f±lS^JZ^i 

Donc  si  on  fait 

.Q'-Q. 


R--^. 


on  aura  en  substituant , 

{(x+i)=ùc  +  iPx  +  i'  r'x  H-  PK. 
On  trouvera  de  même,  en  Élisant 

f(x-^i)  =  £x'j' iVx  +  -  f 'JcH- -^  Px  +  t<S , 

et  ainsi  de  suite. 
Si  on  fait ,  par  exemple ,  £r  =  - ,  ce  qui  donne 

P  =  i  (^— i— —  i^  =  -—  — i— r. 

on  aura 
donc 
ensuite ,   . 


et  de  là 
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Rss 


on  trouvera  de  même 


ar^(x  +  i)  » 


x^x  +  O' 


et  ainai  de  suite ,  ce  qui  redonnera  la  série  dcjà  trouvée. 

Maïs  pour  notre  objet,  il  importe  moins  de  connaître  les  restes 
exacts  de  la  série  développée  jusqu'à  un  terme  quelconque,  qqe 
d'avoir  des  limites  de  ces  restes  pour  pouvoir  apprécier  l'erreur 
qu'on  peut  conunettre  en  ne  tenant  compte  que  de  quelques-uns 
des  premiers  termes. 

58.  Pour  cela ,  nous  allons  établir  ce  lemme  général  : 

Si  une  fonction  prime  de  Xy  telle  que  î'x^  est  toujours  positive 
pour  toutes  les  valeurs  de  a?,  depuis  a:  =  ^  jusqu'à  x^=^byb  étant 
>  a,  la  différence  des  fonctions  primitives  qui  répondent  à  ces 
deux  valeurs  de  jc,  savoir ,  fô—  fii,  sera  nécessairement  une  quan- 
tité positive. 

Reprenons  la  formule  f(a:H-i)=:  fx  +  ZP,  dans  laquelle  P 
est  une  fonction  de  a?  et  z ,  qui ,  en  disant  i  =  o ,  4e vient  f '.r 
(  art.  5 ,  8  )  ;  il  est  évident  que  si  ï^x  est  une  quantité  positive ,  Ift 
valeiu:  de  P  sera  nécessairement  positive  depuis  /=o  jusqu'à  une 
certaine  valeur  de  i,  qu'on  pourra  prendre  aussi  petite  qu'on 
voudra.  Donc  lorsque  la  valeur  de  la  fonction  prime  ï'x  est  posi- 
tive ,  on  pourra  toujours  prendre  pour  i  une  quantité  positive  et 
assez  petite,  pour  que  la  quantité  f(x+e)  —  &:  soit  nécessaire- 
ment positive. 

Afettons  successivement  à  la  place  de  x  les  quantités  a,  a  +  i, 
a  +  a«,  a+3i,  etc. ,  a rf- m ,  il  en  résultera  que  l'on  peut  prendre  * 
positif  et  assez  petit  pour  que  toutes  les  quantités  f(a+  i)  —  £i, 
f  («4-3*')-— f(a  4- 1),  f(^-|-5i:)  —  f(âf+a«)  ,  jusqu'à f[fl-4-('*+i)  '] 
—  f(a-f-/M) ,  soient  nécessairement  positives,  si  les  quantités 
Ta,  f  (tf+O;  f'C^+^Oj  ^tc.  jusqu'à  ffa-f-m)  le  sont.  Donc 
aussi  y  dans  ce  cas ,  la  somme  des  premières  quantités,  c'est-à-dire , 
là  quantité  f  (a  H-  (  /^ +i  )  t]  —  fii  sera  positive. 


«4  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

Faisons  maintenant  a  -|-  ( /*  + 1  )  «  =i ,  on  aura 

.  ^___i  —a 

et  Ton  en  conclura  que  la  quantité  fb—^îa  sera  nécessairement 
positive,  si  toutes  les  quantités  Vaj  f  '  6ï  +  j^)  yP(a+  ~xp)  • 

{iÇa  +  ^Jl=^y  etc.  jusqu'à  F  (a  +  ^^^=j^),  sont  positives , 
en  prenant  n  aussi  grand  qu'on  voudra. 

Donc ,  à  plus  forte  raison ,  la  quantité  fô  —  fa  sera  positive ,  si  Px 
est  toujours  une  quantité  positive,  en  donnant  à  x  toutes  les  va- 
leurs possibles,  depuis  a:  =  a  jusqu'à  x=:by  puisque  parmi  ces 

valeurs  se  trouveront  nécessairement  les  valeurs  a.  a+     ,  ^ , 

a  4-  ^  ]^T^  7  etc. ,  a  +  "  ^  ~^- ,  en  prenant  n  aussi  gr^md  qu'on 
voudra. 

« 

Sg.  A  l'aide  de  ce  lemme ,  on  peut  trouver  des  limites  en 
plus  et  en  moins  de  toute  fonction  primitive  dont  on  connaît  la 
fonction  prime. 

Soit  la  fonction  primitive  ¥z  dont  la  fonction  prime  Y'z  soit 
exprimée  par  ^'"Z,  Z  étant  une  fonction  donnée  de  z.  Soit  M  la  plus 
grande,  et  N  la  plus  petite  valeur  de  Z  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  comprises  entre  les  quantités  a  et  ^ ,  en  regardant  comme 
plus  grandes  les  négatives  moindres ,  et  conmie  moindres  les  né- 
gatives plus  grandes  ,  ce  qui  est  conforme  à  la  marche  du  calcul , 
puisque ,  par  exemple ,  —- 1>  —  a,  — 5>— 7,et  de  même 
^—  a  <  —  1 ,  et  ainsi  des  autres.  Donc  les  quantités  M  —  Z  et 
Z  —  N  seront  toujours  positives  depuis  2  =a  jusqu'à  z=:bj  et  il 
en  sera  de  même  des  quantités  a"  (  M  —  Z  )  et  zr(Z — N  ). 

Donc,  i*.  si  on  fait  rz  =  z"'(M  —  Z),  on  aura  par  le  lemme 
précédent  fô  —  fo>oj  or  s'"Z   étant  F'2,  sa  fonction    primitive 
sera   Fz,  et  comme  M  est  une  quantité  constante,  la  fonc- 
tion 
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M*«+« 


tion   primitiTe  de  Mz^  est  ^  ,  ^  :  donc  on  aura 


fe  = 


F«} 


— £i>o 


et  faisant  successivement  ;5  s=  a  et  z  =  ^ ,  l'équation  fô 
donnera 

— -T— —  FA  —  — ; hF^>o; 

d'où  Ton  tire 

a*.  Si  on  fait  f'z  =  z~ (Z -^  N) ,  on  aura  aussi  f&  —  &  >  o ,  et 
l'on  trouvera  comme  ci-dessus, 


£5  =  Fa 


donc  Ëdsant  successivement  s 
donnera 

Ib ; Fa  H :7—  >  o  : 

d'où  l'on  tire 


m+  i  * 

a  et  =  * ,  l'équation  fï  — fo  >  b 


F*>Fa-f. 


m-f-  * 


I        t   I  .i       » 


Appliquons   ces   résultats  aux  quantités  F ,  Q ,  R ,  etc.   de 
Fart.  35. 

Comme  ces  quantités  sont  regardées  comme  des  fonctions  de  z  9 
nous  supposerons  d'abord  P  =  Fis ,  et  par  conséquent 

F  =  F'z  =  f  (a:— a:«)î 

donc ,  puisqu'on  a  supposé  F^z =)3"Z ,  prenant  m  =:  o  ^  on  aura 

Z=f'(a:  — jra). 

Faisons  maintenant  a=o  et  b  =  ï,  la  condition  de  la  fonction 

9 


«6  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

P ,  qui  doit  être  nulle  lorsque  z  =  o ,  donnera  F^  =  o ,  et  alors  Fi 
sera  la  valeur  de  P  répondant  à  z  =  i. 

Donc ,  si  M  et  N  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de 
P  {x — xz) ,  relativement  à  toutes  les  valeurs  de  z,  depuis  z=o 
jusqu'à  zs=i  j  on  aura 

FA<Met>N- 

Par  conséquent  M  et  N  seront  les  deux  limites  de  la  quantité  P,  en 
y  Êdsant  2  =  1. 

Supposons  en  second  lieu,  QsFz,  on  aura 

Q'=:rz=zr'{x  —  xz)i 

I 

f 

donc  faisant  m  =  i  ,  on  aura 

z=r'{x^xzy 

Soit  pareillement  n  =  o  et  &  =  i ,  on  aura  aussi  par  la  condition 
de'  la  fonction  Q ,  qui  doit  être  nulle  lorsque  z  est  nul,  Fa=o, 
et  alors  Fi  sera  égale  à  la  valeur  de  Q,  répondant  à=£:  i. 

Donc,  si  Ml  et  Ni  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
de  f  (ûC'^xz)  pour  toutes  les  valeurs  de  z ,  depuis  z=o  jusqu'à 
0=1,  on  aura 

^.    ^  Ml       A     ^    Ni 

Fi  <  —    et    >  — • 

a  ^     a 

Ml         TSTi 

de  sorte  que  —  et  —  seront  les  limites  de  la  valeur  Q  lorsque  z 
y  est  =  1» 
Supposons,  en  troisième  lieu,  R  stsFiS,  on  aura 


z* 


R'=F'z  =  ^r"(a:  — a:z)j 

donc  faisant  m  =  a,  «î=o,i  =  i,on  trouvera  de  la  même  ma- 
nière que  si  Ma  et  Na  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 

de-f"'(a:— ^z),  en  donnant  à  z  toutes  les  valeurs  depuis  zéro 
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jusqu'à  Tunîté,  on  aura  -3-  ^t  -3-  pour  les  limites  de  la  valeur  de 

la  quantité  R,  lorsqu'on  j  fait  z  =  1. 

Et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  il  est  clair  qu'en  donnant  à  z ,  dans  une  fonction 
de  x{\  —  z ) ,  toutes  les  yaieurs  deptiis  z  =  o  jusqu'à  z  =  1 ,  les 
valeurs  que  recevra  cette  fonction  seront  les  mêmes  que  celles 
que  recevrait  une  pareille  fonction  de  2^ ,  en  donnant  successive- 
ment à  u  toutes  les  valeurs  depuis  uz=zo  jusqu'à  m = x  j  car  feu- 
sant  X  {1  — z)=M,  z  =  o  donne  tt=  x,  z;;=i  donne  21  ==  o  ^ 
et  les  valeurs  intermédiaires  de  z  donneront,  des  valeurs  de  u 
intermédiaires  entre  celles-ci.  D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les 
quantités  M  et  N  seront  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de 
de  Ttt,  relativement  à  toutes  les  valeurs  de  m,  depuis  w=o  jusqu'à 
tt  =  a:  ;  et  que  par  conséquent  toute  valeur  intermédiaire  entre 
M  et  N  pourra  être  exprimée  par  fa,  en  donnant  à  u  une  valeur 
intermédiaire  entre  o  et  x.  Donc  la  valeiu:  de  la  quantité  P  relative 
à  z  =  1  pourra  être  exprimée  par  Tw ,  u  étant  une  quantité  entre 
o  et  X.  On  en  conclura  de  même  que  la  valeur  de  Q  répondant  à 

z  =:  1 ,  pourra  être  exprimée  par  -  P'u^  en  donnant  à  u  une  valeur 

intermédiaire  entre  o  et  x.  Et  on  en  conclura  pareillement ,  que 

la  valeur  de  R  relative  à  z  =  1  pourra  être  exprimée  par  -^  r"u  ^ 
en  prenant  pour  u  une  quantité  entre  o  et  a;. 
Et  ainsi  de  suite. 

4o.  D'où  résulte  enfin  ce  théorème  nouveau  et  remarquable  par 
sa  simplicité  et  sa  généralité ,  qu'en  désignant  par  u  une  quantitp 
inconnue ,  mais  renfermée  entre  les  Umites  o  et  o:,  on  peut  dève-^ 
lopper  successivement  toute  fonction  de  x  et  d'autres  quantités 
quelconques  suivant  les  puissances  de  j:,  de  cette  manière , 

£r  s=  f .  4-  xf^u     ' 

=  f.+  a:r.+  -f'ii, 


u 


etc., 
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les  quantités  f.,  f'.,  P.,  etc.  étant  les  valeur^  de  la  fonction  £r 
et  de  ses  dérivées  Px ,  P'x ,  etc. ,  lorsqu'on  y  fait  ^  =  o. 

Ainsi  pour  le  développement  de  ({z  +  x)  y  suivant  les  puis- 
sances de  ^,  on  aura 


..» 


f.  =  fe,  f'.  =  r«,  f'.=rz,  etc., 


DÛ  Pou  remarquera  que  les  quantités  f 'z ,  f'z ,  etc.  sont  également 
les  fonctions  primes,  secondes,  etc.  de  fe,  ce  qui  est  évident,  car 
il  est  visible  que  f^  (z+x),P'  (z-^x),  etc.  sont  également  les 
fbnctfons  primes,  secondes,  etc.  de  f(s  +  ;r),  soit  qu'on  les 
prenne  relativement  h  x  ou  relativement  à  z,  puisque  l'augmen- 
f&tion  de  z  +  x  est  la  même ,  en  changeant  x  en  x  +  i ,  on  z 
en  z  +  i: 

•  M 

Firenant  donc  fz,  f"z,  etc.  pour  les  fonctions  dérivées  de  &, 
on  aura 

s=  fà  H- a:fa  H- ^f'(z+«), 

t=  fe  +  a:f'2  4-  f  ("z  4-  —  f"'(z-f-«), 
i  etc., 

où  u  désigne  uâe  quantité  inconnue ,  mais  renfermée  entre  les 
limites  o  et  x. 

En  changeant  z  en  x  et  x  en  i,  on  aura  le  développement  de 
f(jc:+i)  suivant  les  puissances  de  «  ;  et  l'on  voit  que  dans  ce 
développement  la  série  infinie,  à  commencer  d'un  terme  quel- 
conque ,  est  toujours  égale  à  la  valeur  de  ce  premier  terme ,  en 
y  mettant  a:+y  à  la  place  dé  Xy  J  étant  une  quantité  entre  o 
et  «  ;  que  par  conséquent  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
de  ce  terme ,  relativement  à  toutes  les  valeurs  de  J ,  depuis  o 
jusqu'à  «,  seront  les  limites  de  la  valeur  du  reste  de  la  série  con- 
tinuée à  l'infini. 

Si  on  fait  fb=2",  on  aura  le  développement  du  binôme  (z  H-jc  )•", 
et  ou  en  conclura  que  la  sonomc  de  tous  les  termes,  à  commencer 
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d'un  terme  quelconque 

m(iit— 0......(m— n  +  i)      _ 

i.a n  *•    ^> 

sera  renfermée  entre  ces  limites 

mjm—i) (m  —  n+i)  ^«-«jç. 

i.a R 

^  mjm-i) („.-„+.)  ,^ 

car  il  est  évident  que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 

de  (a  -J-  w  )"•'""  seront  {z  +ar)"*~»  et  z"""*. 

La  perfection  des  méthodes  d'approximation  dans  lesquelles  on 
emploie  les  séries ,  dépend  non-seulement  de  la  convergence  des 
séries ,  mais  encore  de  ce  qu'on  puisse  estimer  Terreur  qui  résulte 
des  termes  qu'on  néglige  ;  et  à  cet  égard  on  peut  dire  que  presque 
toutes  les  méthodes  d'approximation  dont  on  Êdt  usage  dans  la 
solution  des  problèmes  géométriques  et  mécaniques,  sont  encore 
très-imparfaites.  Le  théorème  précédent  pourra  servir  dans  beau- 
coup d'occasions  à  donner  à  ces  méthodes  la  perfection  qui  leur 
manque ,  et  sans  laquelle  il  est  souvent  dangereux  de  les  employer* 

On  trouve  dans  la  leçon  IX  du  Calcul  des  Fonctions ,  une  méthode 
plus  simple  d'avoir  les  limites  du  développement  d'une  fonction  y 
avec  de  nouvelles  remarques  sur  ce  sujet.  Voyez  aussi  un  Mé- 
moire de  M.Jmpèrey  dans  le  tome  VI  du  Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique. 
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CHAPITRE  Vn. 

Des  Équations  dérivées  et  de  leur  usage  dans  V analyse  pour 
la  transformation  des  fonctions.  Tliéorie  générale  de  ces 
équations  et  des  constantes  arbitraires  qui  y  entrent. 

4i.Jusqxj'a  présent  nous  n'avons  considéré  les  fonctions  déri- 
vées, que  comme  pouvant  servir  à  la  formation  des  séries;  mais 
ces  fonctions,  considérées  en  elles-mêmes,  offrent  un  nouveau 
système  d'opérations  algébriques ,  et  fournissent  des  transforma^ 
tions  qui  sont  d'un  usage  immense  dans  toute  l'analyse. 

Nous  avons  déjà  vu  (art.  1 7) ,  que  si  on  a  une  équation  quelconque 
en  X  et  ^,  ou  simplement  en  x ,  laquelle  doive  avoir  lieu  quelle 
que  soit  la  valeur  de  a:,  les  équations  dérivées  qu'on  obtiendra  , 
en  prenant  les  fonctions  dérivées  de  chaque  terme  de  la  proposée , 
auront  lieu  aussi.  Chacune  de  ces  équations  ,  et  même  une  com- 
binaison quelconque  de  ces  équations ,  pourra  donc  tenir  lieu  de 
l'équation  primitive  ;  et  on  obtiendra  souvent  par  ce  moyen  des 
équations  subsidiaires  plus  simples  ou  plus  faciles  à  résoudre  que 
les  équations  principales. 

Nous  avons  nonmié  équations  primes ,  secondes ,  etc. ,  les  équa- 
tions dérivées  qu'on  obtient  en  prenant  les  fonctions  primes ,  se- 
condes ,  etc.  de  tous  les  termes  de  l'équation  primitive  donnée  ; 
mais  nous  nommerons  en  général  équations  dérivées  du  premier 
ordre  y  du  second  ordre  ^  etc.,  les  équations  qu'on  pourra  former 
par  une  combinaison  quelconque  de  l'équation  primitive  et  de 
son  équation  prime ,  ou  de  celles-ci  et  de  l'équation  seconde ,  et 
ainsi  de  suite. 

Ainsi  l'équation  primitive  contenant  a:  et  r,  réoualion  dérivée 
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du  premier  ordre  contiendra  jc,  y  et^',  Téquation  dérivée  du 
second  contiendra  x^j^  y  ^^j")  ^^  ainsi  du  reste. 

43.  Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples,  Fusage  des 
équations  dérivées  pour  la  transformation  des  fonctions.  Et  d'abord 
nous  remarquerons  que» par  la  combinaison  d'uAe  fonction  avec 
sa  fonction  prime ,  on  peut  faire  disparaître  un  exposant  quelconque* 

Soit  Tcquation  j  =  X",  X  étant  une  fonction  quelconque  de  jc, 
en  prenant  les  fonctions  primes,  on  aura  (art  iG), 

y  =  mX— «  X'; 

donc ,  divisant  cette  équation  par  la  précédente ,  on  aura 


y 


mX' 


savoir ,    X;^ — mX'jr  =  o 


équation  dérivée  du  premier  ordre  où  la  puissance  X"*  ne  se  trouve 
plus ,  et  qui .  dans  cet  état ,  est  bien  plus  commode  pour  déver 
opper  la  valeur  dej  en  série ,  par  la  méthode  usitée  des  coefiiciens 
indéterminés. 

En  effet ,  si  on  a  ,  par  exemple , 

X  =  a  -<f-  ^^  4"  ^^  •+"  djc^  -f-  etc. , 
et  qu'on  suppose 

y  =s  A4-Rr  +  Cj:*+Djc«+  etc. , 

on  aura,  en  prenant  les  fonctions  primes, 

X'=  A  +  aco:  +  5daf  +  etc. , 
y  =  B  +  2Cx+  3Dx*  +  eta  ; 

donc ,  substituant  et  réunissant  les  termes  affectés  de  la  même 
puissance  de  a? ,  on  aura 


aB— mJA  +  [aaC4-4B— /w(2cA+   iB)]  ar 

H-[3aD+  2*C-|-cB— 7ii(3dA4-ai?B  +  ^)]^ 
•f-  etc.  =5  o  • 
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équation  qui  devant  être  identique,  c'est-à-dire  avoir  Keu  quel 
que  soit  a?,  pour  que  l'expression  supposée  dejr  soit  vraie,  donnera 
autant  d'équations  particulières  qu'il  y  a  de  différentes  puissances 
de  «r  ^  et  on  tirera  de  ces  équations , 


B  = 

mbX 

m 

"    a    • 

Ca= 

amcA  +  (ni  — 

i)iB 

^^  ^^^ 

aa 

> 

D  = 

_3mdA  +  (aw- 

-  i)  cB+(m  — 

'%)bC 

■* 

3a 

etc. 

On  aura  ain^  successivement  tous  les  coefficiens  B,  C,D,  etc. 
par  des  formules  dont  la  loi  est  visible ,  et  qu'on  pourra  par  con- 
séquent continuer  aussi-  loin  qu'on  voudra. 

Mais  le  premier  coefficient  A  demeure  indéterminé  j  il  feut , 
pour  le  déterminer ,  recourir  à  l'équation  primitive  /•  =  X"  ;  Êd- 
sant  ar=:o,  on  a  d'un  côté  X  =  £i,  et  de  Pautre^=Aj  donc 
A  =  a*. 

43.  On  peut  de  même,  par  les  fonctions  dérivées,  Étire  dispa* 
raître  les  logarithmes,  les  exponentielles  et  les  sinus  et  cosinus. 

En  effet,  si  /-sslX,  on  aura  l'équation  du  premier  ordre 
yX— X'  =  o;  si  jrzzsé^y  on  aura  celle-ci,  y  —  xy=o;  mais 
pour  Élire  disparaître  les  sinus  ou  cosinus ,  il  Ëiudra  aller  à  une 
équation  du  second  ordre. 

6oit  donc^=sinX,  X  étant  toujours  une  fonction  quelconque 
de  a:,  en  prenant  les  fonctions  primes,  on  aura  (art.  i4) , 

y=X'cosX, 

et,  prenant  de  nouveau  les  fonctions  primes, 

y  =  X''  cos  X~X'*  sinX  j 

donc ,  éliminant  de  ces  trois  équations  sin  X  et  cos  X ,  on  aura 
cette  équation  dérivée  du  second  ordre, 

xy— xy-î.x'^/=o, 

où 
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où  îl  n'y  a  plus  de  transcendantes  ;  on  trouvera  la  méine  équation 
en  Élisant  y  =  cos  X. 

Si  on  Ëdt  ici  pour  X  et  j  les  mêmes  substitutions  que  ci-des- 
sus (  art.  43  ) ,  et  qu'après  avoir  ordonné  les  termes  suivant  les 
puissances  de  a: ,  on  égale  à  zéro  là  somme  de  tous  ceux  qui  se 
trouveront  multipliés  par  la  même  puissance  de  or ,  on  aura  autant 
d'équations  particulières  qui  serviront  à  déterminer  les  coefficiens 
indéterminés  de  l'expression  supposée  de  y  par  les  deux  qui  pré- 
cèdent. A  l'égard  des  deux  premiers,  ils  demeureront  indéterminés; 
mais  il  faudra  les  déterminer  de  manière  que  l'équation  primitive 
et  l'équation  prime  aient  liçu  en  Élisant  x^^o.  Or  l'équation 
^= sin  X  devient  alors  A=8in  a ,  et  l'équation  jr'=X'  cosX  devient 
fi=;&cosa. 

44.  Non-seulement  l'équation  dérivée  du  second  ordre  que  nous 
venons  de  trouver,  peut  servir  à  développer  en  série  la  valeuf 
de  sin  X  ou  cos  X  ;  elle  peut  servir  aussi  à  trouver  une  autre 
transformation  de  cette  valeur ,  au  moyen  des  exponentielles. 

Supposons ,  en  effet  ^  yz=zé^,  e  étant  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l'unité  (art.  12),  et  V  une  fonction  indé- 
terminée de  X  ;  en  prenant  les  fonctions  primes  et  secondes,  oa 
aura 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  dont  il  s'agit ,  on 
'  aura ,  après  la  division  par  la  quantité  e^  qui  en  multiplie  tous 

les  termes, 

X'  (  V"-H  V)  —  X'^V'  +  X'^  =  o. 

J'observe   qu'on  peut   satisfaire  à  cette  équation   en  fidsaht 

V'=  mX', 

m  étant   un  coefficient  constant ,  ce  qui  donne  V"  =  /iiX"j  car 
substituant  ces  valeurs,  l'équation  se  réduit  à 

(iH.m-)X'^  =  o; 

donc 

1  -j-  m*  =  o    et    m  =  ^/-^  •  - 

10 
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Ajai^  9U  aura 

et  de  là /en  reiiKMàtemt  à  PéquatioB  primitive  ^ 
4t  ét»Dt  une  censtaote  ari^traire  ;  donc 

I 

•       I 

en  feisant  e*:i=:  A  pour  plus  de  simplicité. 
On  ausa  donc 

et  comme  le  radical  {/ —  1  peut  être  pris  également  ea  pltaa  et 
en  moins,  on  aura  également 

B  étant  une  aqtce  coosta^te  ai^bitrairc  ;  en^  ei&t^  il  est  aisé  dcM 
voir  que  chaçuoQ  de  ces  deux  yaleurs  satis&dt  à  Inéquation 

el2  on  Toit  aas^  £sKilem^ït  que  leur  somme  y  safisfiiit  eneore , 
parce  que  les  quantités  jr ,  y,  y  n'y  sont  que  sous  la  forme 
linéaire.  De  sorte  qu'on  aura  en  général , 

7"  =  Ai?x^-' H- B^x  v^-' , 

A  et  B  étant  de  nouveau  deux  coefficicns  indéterminés  comme 
ci- dessus. 

Cette  expression  de  jr  convient  également  à  sin  X  et  à  cos  X  ; 
la  différence  consiste  dans  les  constantes  A  et  B  qui  doivent  se  déter- 
miner par  la  comparaison  des  valeurs  de  j-  et  de^'  pour  une  valeur 
quelconque  de  X.  Ainsi ,  puisque  sin  X  doit  devenir  nul  lorsque 
X  =  o  par  la  nature  des  sinus  ,  il  faudra  que  Ton  ait  A+B=o  ; 
de  plus  ^  étant  =X'  cos  X ,  et  Texpression  précédente  de^  donnant 
y =X'  (A<?x^->—  Be-x^-i)^/ —  Xy  on  aura 

cosX=(AeX^-i— ,Be-x^-i)  ^_ij 
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&isaBt  X  =:  Oy  on  sait  qtte  cos  X  =t:  i  ;  donc  (  A  —  B)  v^— 
Ces  deux  équations  ttonncnt 


75 
1. 


A'=: 


et    B= 


donc  enfin , 


sinX 


e' 


aV^— 1 


On  trouvera  de  la  méHie  tûaùière  y 


008  X 


•^•-i_^-X%/-i 


i«^ 


«tpres^ons  oontiaes ,  et  que  nous  avions  déj^  trouvées  par  une 
Mitre  voie  (  art.  âa  ). 


46.  t>ans  lès.  exenE^plës  précedens ,  nous  avons  chercbé  Pé^ie 
tion  dérivée ,  et  nous  avons  ensuite  déternûné  psr  cette  équation 
la  valeur  de  la  fonction  primitive^.  Cette  dernière  opération  est, 
comme  Ton  voit,  Pin  verse  de  celle  par  laquelle  on  descend  de  ia 
fonction  primitive  aux  fonctions  dérivées  ;  elle  peut  toujours  s'exé^ 
cuter  par  le  moyen  des  séries,  en  employant,  conune  nous  r«^von^ 
&it,  une  série  avec  des  coeffidens. indéterminés;^  et  faisant  de^ 
équations  séparées  des  termes  affectés  de  chaque  puissance  de  x. 
De  cette  manière ,  on  détermine  les  coefficiens  les  uns  par  les  aulres^ 
et  on  a  souvent  l'avantage  d'apercevoir  la  loi  générale  qui  règne 
entre  ces  coefficiens. 

Mais  on  peut  aussi  trouver  immédiatement  chaque  lioeffiÈmat 
par  la  méthode  des  art  53  et  sulvan6;<)ar  il  n'ya  <;[u'à>eherchisir 
successivement  les  valeurs tlës  fonctions  dérivées^  et  si  on  «désigna 

par  (/),  (y),  (y),  etc.^  ies  Valeurs  de  j^> y> / V«te-  **squ* 
x^^Oy  on  a  en  général  n.; 


1 1 


>=(/-)+^(y)>?Cr")+.etc..  ,.   .. 

Cette  formule  a  Favantage  de  faire  voir  la  raison  pourquoi  il  reste 
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des  coefficient  indéterminés ,  comme  nous  l'avons  trouvé  ci-dessus. 
En  effet ,  si  on  veut  déterminer  la  valeur  de  j  par  une  équation 
dérivée  du  premier  ordre ,  cette  équation  donnera  la  valeur  de^ 
en  j:  et  ^ ,  et  de  là  on  trouvera  une  équation  du  second  ordre  en 
y,  y^jTyX,  une  équation  du  troisième  en  y,  y,  f^y  ^Xy^i  ainsi 
de  suite  j  de  sorte  qu'en  substituant  successivement  dans  ces  équa- 
tions les  valeiurs  de  y\  f\  etc.  données  par  les  équations  précé- 
dentes, on  aura  en  dernière  analyse  y,  f\f"'i  etc.  exprimés  en  x 
et^.  Donc ,  feisant  a:=o,  on  aura  (y) ,  {y ) ,  (j'"),  etc.  exprimés 
en  {y  )  qui  demeurera  indéterminé. 

De  même,  si  on  ne  feit  dépendre  la  détermination  de^  que  d'une 
équation  dérivée  du  second  ordre  en  x^  y^  f  et ^ ",  on  en  tirera 
successivement  une  équation  tierce  entre  Xyjyj\ y, y',  et  ainsi 
4e  suite  j  et  par  des  substitutions  successives ,  on  aura  en  dernière 
analyse ,  y,  y"^  etc. ,  donnés  en  a: ,  j- ,  j-'  ;  de  sorte  qu'en  faisant 
a:  =  o,  on  aura  les  valeurs  de  (y),  (y')j  (/''')>  etc.,  expri- 
mées en  {y)  et  {y)  ,  ces  deux  quantités  demeurant  indétermi- 
nées ;  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi ,  lorsqu'on  part  d'une  équatioti  dérivée  du  premier  ordre , 
il  reste  une  indéterminée  {j)  ;  lorsqu'on  part  d'une  équation  du 
second  ordre,  il  reste  deux  indéterminées  {jr)  et  (y) ,  et  ainsi 
de  suite;  et  l'on  voit  que  ces  indéterminées  sont  constantes ,  puis- 
que ce  sont  les  valeiurs  de  j^  >y>y>  etc.,  lorsque  a: =o. 

■ 

46,  Quoique  la  concluisîôn  précédente  soit  fondée  sur  la  théorie 
tles  séries ,  il  n'est  pas  difficile  de  se  convaincre  qu'elle  doit  avoir 
lieu  généralement ,  quelle  que  soit  l'expression  de  y ,  puisqu'on 
peut  toujours  regarder  une  expression  en  série  comme  le  déve- 
loppenient  d'une  expression  finie.  Mais  comme  c'est  là  une  pro- 
priété caractéristique  des  équations  dérivées  entre  deux  variables , 
ftl  est  important  de  l'établir  sur  la  nature  même  de  ces  équations. 

Considérons  donc  en  général  l'équation  à  deux  variables 
F(x,^)c=o,  et  désignons  simplement  par  F(jc,^)'c=:o  son 
cquation  prime,  par  F  (^^j)"  =t=o,  l'équation  seconde,  et  ainsi 
<de  suite,  en  regardant  x  et  j  comme  variable  à-la-fois.  Soient 
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« ,  i ,  <?,  «te.  des  constantes  quelconques  contenues  dans  la  fonc- 
tion F  (a: ,  /) ,  cies  constantes  seront  les  mêmes  dans  les  fonctions 
dérivées;  ainsi,  puisque  les  équations  F(jcr,7)=so  et  F(a:,j^)'=s=o 
t)nl  lieu  en  même  temps ,  on  pourra  en  éliminer  mie  constante  n, 
tt  l'équation  résultante  sera  une  équation  du  premier  ordre  entre 
ar  yj  et  f^  qui  renfermera  ime  constante  de  moins  que  Téquation 
primitive,  et  qui  aura  par  conséquent  lieu  en  mémo  temps  que  celle- 
ci.  De  même  les  trois  équations  F(a:,7)=:o,  F(a:,j^y=;so,F(a:,^)"=o, 
ayant  lieu  à  la  fois ,  on  pourra  en  éliminer  deux  constantes  a  ,  £  ;  et 
l'équation  résultante  sera  une  équation  du  second  ordre  entre 
x^  y^  f  et  y,  qui  renfermera  deux  constantes  de  moins  que 
l'équation  primitive ,  et  qui  aura  lieu  en  même  temps  qu'elle  j  et 
ainsi  de  suite* 

Donc ,  puisque  dans  les  équations  à  deux  variables ,  une  équa- 
tion du  premier  ordre  peut  renfermer  une  constante  4e  moins 
<iue  l'équation  primitive,  une  équation  du  second  ordre  peut  ren*- 
fermer  deux  constantes  de  moins  que  l'équation  primitive ,  et  ainsi 
de  suite ,  il  s'ensuit  réciproquement  que  l'équation  primitive  doit 
•contenir  une  constante  de  plus  que  l'équation  dérivée  du  pr^onier 
ordre,  deiix  constantes  de  plus  cfue  l^quation  dérivée  du  second 
ordre,  et  ainsi  de  suite,  constantes  qui  seront  par  conséquent 
arbitraires  ;  et  il  est  visible  en  nr^ême  temps  qu'elles  ne  sauraient 
en  contenir  <lavanta^ ,  puisqu'on  ne  pourrait  pas  les  Eure  dispa- 
raître toutes  par  le  moyen  des  équations  dérivées. 

Donc ,  si  l'on  n'a  pour  la  détermination  d'une  fonction  qu'une 
équation  du  premier  ordre ,  ou  du  second ,  ou  etc. ,  l'équation  pri- 
mitive^ prise  dans  toute  sa  généralité,  devra  contenir  une  cons- 
tante arbitraire ,  ou  deux,  etc,  suivant  l'ordre  de  l'«quation  doonée: 
«t  on  déterminera  ces  constantes  par  des  valeurs  particulières  don- 
nées de  la  fonction  ou  de  ses  dérivées 

Si  donc  on  trouve  d'une  manière  quelconque  une  équation  cm 
«  et^  qui  satisfasse  à  ime  équation  donnée  d'un  ordre  quelconque  ^ 
et  qui  renferme  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  d'unités 
«dans  l'indice  de  cet  ordre ,  on  on  conclura  que  cette  cc^piatiou  sert 
i'équation  primitive  de  l'équation  donnée ,  et  pourra ,  dans  tous  les 
cas,  être  employée  à  la  place  de  celle-ci 
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47.  Aa  fieii  d -éliminer  à  la  fois  les  deux  constantes  aetb  des  trois 
équations  F(jr,^)sx=o,  F(ar^jy  =  o,  ¥ (xyjry':^=zOy  on  peut 
n'éHmîncr  d'abord  que  la  constante  ^^  ou  a  des  deux  premières.  ^ 
on  aura  ainsi  deux  équations  du  premier  ordre  y  doTort  Ttuie  ne  ren- 
fermera <}ue  la  constante  a,  et  Tautre  la  constante  b.  Si  maintenant 
on  élimine  de  chacune  <le  ces  équations  la  constante  a  o^è  par 
le  moyen  de  son  équation  prime ,  on  aura  deux  équations  du  second 
ordre  sans  a  ni  ^,  qui  devront  coTncid<»*  a.v^  Téquation  résultante 
de  l'élimination  simultanée  de  ces  constantes ,  pat  le  moyen  des 
trois  équations  F(j:,/)=s:o,  F(ar,^y==o,  F(x,^)''=o, 
parce  que  la  valeur  ^e  y  que  ces  équations  du  second  ordre 
donneront  y  et  qui  sera  exprimée  en  x^j  et  j^,  sans  a  ïà  b^  ne 
peut  qu'être  la  même ,  de  quelque  manière  qu'elle  soit  déduite  de 
r^uatîoii  primitive. 

D'où  l'on  peut  conclure  qutme  équation  du  second  ordre  peut 
-être  dérivée  de  deux  équations  différentes  du  premier  oixk^ ,  ren- 
fermant chacune  une  constante  arbitraire  de  plus. 

Et  l'on  prouvera  de  la  même  manière,  qu'une  équation  du  tro^ 
sieme  ordre  pourra  être  dérivée  de  trois  équations  différentes  du 
second  ordre  ,  renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  ;  et 
ainsi  de  suite. 

En  même  temps  on  voit  que  si  pour  une  équation  donnée  da 
second  ordre,  on  en  trouve  deux  du  premier  ordre  qui  satis^ 
fessent  chacune  à  cette  équation ,  et  qui  renferment  chacune  une 
constante  arbitraire  «  ou  ^ ,  on  en  pourra  déduire  immédiatement 
l'équation  primitive  ;  car  il  suffira  de  chasser  de  ces  équations  la 
quantité^',  et  l'on  aura  une  équation  en  xetjr^  avec  deux  cous** 
tantes  arbitraires  aet  b. 

11  en  sera  de  même  pour  les  équations  du  troisième  ordre  ;  car  ' 
si  on  trouve  trois  équations  du  second  ordre  qui  satisfassent  cha* 
cune  à  une  équation  du  troisième  ordre ,  et  qui  aient  en  même 
temps  les  constantes  arbitraires  a^  b,  €?,  on  aura ,  en  élinunant^' 
et  y,  une  équation  en  or ,  j-  et  «,  ô,  c,  qui  sera  par  conséquent 
l'équation  primitive  de  l'équation  donnée  j  et  ainsi  de  suite. 

48,  Mais  si  pour  une  équation  du  second  ordre  on  en  trouve 
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^cux  du  premier  ordre  qui  y  satisfassent ,  et  dont  une  seule  ren-^ 
ferme  une  constante  arUtraire,  alors  en  éliminant^',  on-  aura  une 
équation  en  a;  et^,  qui  ne  renfermera  qu'une  constante  arbitraire, 
et  qui  ne  sera  pas  l'équation  primitive  complète  de  la  proposée  du 
second  ordre;  mais  cette  équation  satisfera  également  aux  deux 
du  premier  ordre ,  puisqu'elle  satisfait  a  celle  du  second  ordre , 
qui  est  également  dérivée  de  ces  di^ux-ci;  donc  elle  ponrra  étrei. 
regardée  comme  l'équation  primitive  complète  de  l'équation  du  pre- 
mier ordre  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraire.  D'où  je 
conclus  qu'étant  proposée  une  équation  dU  premier  ordre  en  :r ,  j^ 
et  /,  si  on  en  déduit  d^une  manière  quelconque  une  équation  du 
second ,  soit  en  éliminant  une  constante  ou  non ,  et  qu'ensuite  on 
trouve  une  aiitre  équation  primitive  du  premier  ordre ,  avec  une 
constante  arbitraire  a ,  on  aura ,  par  l'élimination  de^'  entre  celle- 
ci  et  la  proposée ,  une  équation  en  j:  et  ^  qui  contiend!ra  la  cons- 
tante arbitraire  a ,  et  qui  sera  par  conséquent  Téquation  primitive 
complète  db  \st  proposée. 

Ob  prouvera  de  lia  même  manière  que  si  de  la  proposée  du 
premier  ordre  on  déduit  une  équatioa  du  troisième  ordre ,  et 
qu'ensuite  on  trouve  pour  celle-ci  une  équation  primitive  du  second, 
avec  une  constante  arbitraire  dans  laquelle  la  proposée  ne  soit  pas 
renfisirmée,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  tes  y  et  ^'  au  moyen  de  la 
proposée ,  et  l'on  aura  une  équation  en  x  etj  qui  renfermera  une 
constante  arbitraire ,  et  qui  sera  par  conséquent  l'équation  primi- 
tive complète  de  la  proposée;  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  appliquer  le  même  raisonnement  aux  équations  des 
ordres  supérieurs  au  premier ,  et  en  tirer  des  conclusions  sem- 
l)lables. 

Le  sujet  de  ce  chapitre  est  traité  avec  plus  de  détail  dans  les 
leçons  X,  XI  et  XU  du  Calcul  des  fonctions i où  le  lecteur  troi^ 
vera  une  analyse  complète  des  sections  angulaires. 
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CHAPITRE  Vin, 

Oà  Von  examine  les  cas  simples  dans  lesquels  on  peut  passer 
des  /onctions  ou  des  équations  dérivées  du  premier  ordre 
aux  fonctions  ou  aux  équations  primitives.  Des  équations 
linéaires  des  différens  ordres^  et  de  celles  qu'on  peut  rendre 
linéaires. 

4g.  Une  équation  du  premier  ordre  tnx^y  et  y  étant  donnée^ 
si  on  peut ,  par  des  opérations  quelconques ,  la  ramener  à  la  forme 
f(a:,j^)'=o,  o\xî{x^jy  désigne  la  fonction  prime  d'une  fonc- 
tion de  x^jr^  marquée  par  f(ar,^),  on  aura  sur-le-champ 
réquation  primitive  f  (or,  j^)=a,  dans  laquelle  a  sera  la  constante 
arbitraire. 
Par  exemple,  réquation j^=ro donne  8ur-le-champj<'=tf j  Péqua- 

tion  xy—jr  =  o  étant  divisée  par  or*,  se  réduit  à  ^-î^  ^  =  o  ;  j'en- 
tends par  (^  \  la  fonction  prime  de  la  quantité  ^  renfermée  entre 

les  deux  crochets  ;  d'où  l'on  tire  -2^  =  a ,  ou  bien ,  en  divisant  la 
même  équation  par  xy^  elle  devient 


^ 


1 


o 


y      X 

m 

dans  laquelle  les  vanables  x  ^jrne  sont  plus  mêlées  j  prenant  donc 
la  fonction  primitive  de  chaque  terme,  on  aura 

\)r  —  lor  =  /â  , 
la  caractéristique  l  indiquant  les  logarithmes  hyperboliques  ;  d'où 

J'on  tire  -2^  =  « ,  comme  plus  haut. 

En 
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£n  général  y  si  on  peut  réduire  Téquation  à  la  forme 

où  les  variables  sont  séparées ,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  les  fonc- 
tions primitives  de  Cx  et  de  y¥jr ,  et  fiure  la  somme  égale  à  une 
constante  arbitraire  ^  ;  et  la  même  chose  aura  lieu  si  on  peut  ra- 
mener la  proposée  à  cette  forme  y  par  une  substitution  quelconque. 

Soit  y  par  exemple  y  une  équation  de  la  forme 

je  Sais -2^  =  aj  donc  /  =  jw/ ,  y  =  cra'  +  a  j  et  Téquation  devient^ 
par  ces  substitutions  y 

laquelle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

1      ,  u' 

X    '    u  —  ta  ' 

qui  est  comprise  dans  la  précédente. 

Si  on  avait  l'équation  yz=,xïy  y  au  lieu  de  la  réduire  à  la 
forme  précédente  y  )'en  prendrais  les  fonctions  primes  y  ce  qui  me 
donnerait 

équation  réductible  à  la  forme 

et  qui,  en  Êiîsanty=w,  rentre  encore  dans  le  cas  précédent. 
Ayant  trouvé  ainsi  une  équation  primitive  entre  a:  et  i^  avec  une 
Constante  arbitraire,  c'est-à-dire  entre  x^Xfy  on  chassera ^  par 
le  moyen  de  là  proposée ,  et  l'on  aura  une  équation  entre  x  çXy 
avec    la   constante   arbitraire,   laquelle  sera,  par  conséquent, 
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l'équation  primitive  complète  de  la  proposée.  Celte  dernière  mé- 
thode est  j  comme  Ton  voit  y  une  application  de  la  théorie  de 
l'article  précédent. 

5o.  De  cette  manière  on  ramène ^  comme  Ton  voit,  la  recherche 
des  fonctions  primitives  de  deux  variables,  à  celle  des  fonctions 
primitives  d'une  seule  variable  ;  mais  comme  on  n'y  parvient  or- 
dinairement qu'en  employant  pour  jc  et  ^  d'autres  variables , 
comme  t  et  u,  c'est-à-dire  en  substituant  pour  x  et  jr  des  fonc- 
tions données  de  ^  et  li,  il  feut  observer,  à  l'égard  de  ces  substi- 
tutions, que  u  devenant  fonction  de  t  en  vertu  de  l'équation  qui 
a  lieu  entre  jcetfj  ces  deux  variables  devront  être  aussi  re- 
gardées comme  fonctions  de  t.  Donc ,  ayant  supposé  ^ = £r ,  on 
aura ,  en  regardant  maintenant  a:  et  ^  comme  fonctions  de  / , 
^'=  a:'Pjc{aTt.  16)  ;  mais  lorsqu'on  regarde^  simplement  comme 
fonction  de  x,  on  a^'c=f'x,  comme  nous  l'avons  Êiit  jusqu'ici  j 
donc ,  pour  passer  de  cette  hypothèse  à  celle  où  x  etj  sont  fonc- 
tions de  ^,  il  Êiut  mettre  à  la  place  de^',  la  quantité  ^. 

Ainsi ,  ayant  à  transformer  l'équation  ^'  =  F  (  or ,  ^  ) ,  on  com- 
mencera par  la  changer  en^'  =  arT (x,  ^),  ensuite  on  y  subs- 
tituera pour  x^  j^x\f  leurs  valeurs  en  ^,  i^  et  w',  où  v!  sera 
la  fonction  prime  de  u  regardé  comme  fonction  de  t. 

De  même,  puisque^  est  la  fonction  prime  dey,  regardé  comme 

fonction  de  a:,  il  faudra  substituer  pour  y  la  quantité  •^— ?— ,  c'est- 

à-dire  ^  —  ^^i  ^t  ^îi^si  de  suite. 

Donc,  si  dans  une  équation,  au  lieu  de  regarder^  comme  fonc- 
tion de  Xy  on  voulait  réciproquement  regarder  x  comme  fonction 
de^,  alors  la  fonction  prime  de  j'  deviendrait  l'unité,  et  l'on  y 

substituerait  simplement  -?  pour  j*',  —  -73  pour  y  j  et  ainsi  de  suite. 

5i.  Il  y  a  ,  au  reste,  une  manière  générale  de  trouver  l'équation 
primitive  d'une  équation  dériyée  d'un  ordre  quelconque  j  cUe  con- 
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ôîste  à  rendre  le  premier  membre  de  Féquation,  dont  le  second 
est  zéro,  une  fonction  dérivée  exacte  par  le  moyen  d^un  multiplica- 
teur. On  trouvera  dans  la  leçon  XIII  du  Calcul  des  Fonctions ,  une 
démonstration  de  l'existence  de  ce  multiplicateur  ^  dans  toutes  les 
équations  dérivées;  mais  la  recherche  en  est  le  plus  souvent  très- 
difficile  ,  ce  qui  rend  cette  méthode  plus  curieuse  qu'utile. 

52.  Quant  à  la  manière  de  trouver  les  fonctions  primitives  des 
fonctions  d'une  seule  variable,  comme  de  Fx  ou  de^Fy,  on  sait 
que  si  Yx  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  on  peut  toujours  la 

décomposer  en  difierens  termes  de  la  forme  of  ou  .     .  i  \m  » 

m  étant  un  nombre  entier  positif,  eX  a^^-bx  un  facteur  du  déno- 
minateur de  la  fonction ,  s'il  en  a  un.  Ainsi  la  fonction  primitive 

de  Yx  sera  composée  d'autant  de  termes  de  la  forme  et 

TT^- — ^- ,  OU  Lr  SI  /w  =  —  1 ,  et  ^  T — ^  si  nissi  ;  et  il  en 
sera  de  même  de  la  fonction  primitive  AtyVjr  (art.  32  ). 

Si  Yx  contient  des  quantités  irrationnelles ,  on  les  fera  dispa- 
raître par  des  substitutions,  ce  qui  n'est  possible  en  général 
par  les  méthodes  connues,  que  pour  les  radicaux  de  la  forme 
V{^  +ia:+cjtr*).  Quand  il  y  a  dans  Fx  des  radicaux  plus  com- 
pliqués ,  ou  même  quand  il  y  a  plus  d'un  radical  de  cette  forme ,  la 
recherche  de  la  fonction  primitive  devient  impossible  en  général 
par  les  méthodes  connues;  et  on  ne  peut  l'obtenir  que  par  le  moyen 
des  séries ,  soit  en  faisant  disparaître  les  radicaux  par  leur  résolu- 
tion en  série ,  soit  en  employant  la  méthode  générale  pour  le  dé* 
veloppement  en  série  de  toute  fonction  de  x(art.  53).  Pour  cela, 
on  supposera  Px  =  Fx  ;  de  là  on  aura 

rx  =  F'x,    r"a:  =  F"jc,    etc. 

Donc  la  valeur  de  £r ,  fonction  primitive  de  Yx ,  sera  représentée 
ainsi 


fcc  =  f.  -H  a:F.  +  -  F'. +:^  F',  etc. , 
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les  quantités  f.,  F.,  F',  etc.  étant  les  valeurs  de  £r,Fa?,F'ar,  etc., 
lorsque  x  =  o ,  où  Ton  voit  que  f  .  sera  une  constante  indéterminée. 

53.  Si ,  pour  une  équation  proposée  d'un  ordre  quelconque ,  on 
parvient  à  trouver  une  équation  d'un  ordre  inférieur  qui  ne  ren- 
ferme point  de  constantes  arbitraires ,  ou  qui  n'en  renferme  pas 
autant  qu'il  peut  y  en  avoir ,  alors  cette  équation  ne  pourra  pas 
être  regardée  comme  une  équation  primitive  complète ,  inais  elle 
ne  sera  qu'un  cas  particulier  de  celte  équation ,  dans  lequel  où 
aurait  donné  aux  constantes  arbitraires  des  valeurs  particulières. 

Mais  il  y  a  un  cas  très-étendu ,  dans  lequel  il  suffit  d'avoir  plu- 
sieurs valeurs  particulières  dej  eux  pour  pouvoir  en  obtenir  la 
valeur  complète  j  c'est  celui  où  l'équation  d'un  ordre  quelconque 
ne  renferme  les  / ,  j^  y,  etc.  que  sous  la  forme  linéaire. 

Soit ,  en  effet ,  proposée  l'équation 

Ar +By + cy'+  0/'"+  etc. =o, 

dans  laquelle  A,  B,  C,  etc.  soient  des  fonctions  données  de  x  seul. 
Soient  ;?,  q ,  r,  etc.  des  fonctions  différentes  de  x ,  qui,  étant  substi- 
tuées pour^,  satisfassent  chacune  en  particulier  à  cette  équation , 
je  dis  que  l'on  aura  en  général 

jr=:ap^bq  ^  cr+  etc. , 

a^hy  c^  etc.  étant  des  constantes  arbitraires j  ce  qui  est  évident} 
car  cette  expression  de  jr  étant  substituée  dans  la  même  équation , 
jr  satisfera  indépendamment  des  constantes.  D'où  il  suit  que  sa 
le  nombre  des  valeurs  particulières  p  ^  q^r^  etc.  est  égal  à  celui 
de  l'ordre  de  l'équation  proposée ,  c'est-  à-dire  à  l'indice  de  la 
fonction  dérivée  ^'"«i^-  la  plus  élevée  ,  on  aura  l'expression 
complète  de  y.  L'analyse  de  l'article  44  fournit  un  exemple  de 
celte  méthode. 

Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  alors  trouver  aussi  la  valeiu:  com- 
plète de  y ,  qui  satisfera  à  l'équation 

Ar  +  B/  +  cy-}.  etc. =x, 

X  étant  aussi  une  fonction  quelconque  de  x. 
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Comme  cette  méthode  est  mie  des  plus  utiles  dans  ce  genre  d'ana- 
lyse ,  je  crois  devoir  Texposer  ici  en  peu  de  mots. 

54.  Supposons  que  l'équation  proposée  soit  du  troisième  ordre , 
on  verra  aisément  que  la  méthode  est  générale  pour  un  ordre  quel- 
conque. Soit  donc  l'équation 

et  soient  p^  ç^r  trois  valeurs  différentes  et  particulières  de^  et  x , 
qui  satis&ssent  à  l'équation 

ensorte  que  l'on  ait 

Ay  +  B9'  +  C9"  +  /"  =  o, 
Ar+Br'H-Cr"  +  r'"=:o. 

Supposons  jr:=iap  +  bq^cr,  et  regardons  a^  b^  c  comme 
trois  fonctions  inconnues  de  x  qu'il  s'agira  de  déterminer  j  en 
prenant  les  fonctions  primes  ,  secondes  et  tierces  de  ^ ,  on  aura 
d'abord 

y  =  ap'  -f-  ôy'+  cr^  "^po!  +  qV  +  ^^'« 

Je  suppose  pol^  ^4' + rc'  =  o ,  j'aurai  simplement 
De  là  en  prenant  de  nouveau  les  fonctions  prîmes,  j'aurai 
Je  suppose  derechef  a^p^-^b^q'^  c't^  =  o,  j'aurai  simplement 
cl'où  je  tire ,  en  prenant  encore  les  fonctions  primes  , 
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Je  substitue  maintenant  les  valeurs  de  y ,  j\  y  et  y*  dans  Péqua- 
lion  proposée ,  il  est  visible  que  par  la  nature  des  quantités  pj  y,  r, 
les  termes  qui  contiendront  a ,  ^ ,  c  se  détruiront ,  et  il  ne  restera 
que  l'équation 

qui  étant  combinée  avec  les  deux  équations  supposées 

a!p  -f.  Vq  +  cV  =  G , 

servira  à  déterminer  les  trois  quantités  a\  h\  c\  les  quantités  py 
q  y  r  tt  leurs  fonctions  primes  et  secondes  étant  connues ,  ainsi  qu& 
la  quantité  X. 

Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  a'  =  P ,  4'  =  Q ,  c'  =  R ,  ces 
quantités  P ,  Q ,  R  étant  des  fonctions  connues  de  or ,  il  n'y  ama 
qu'à  les  regarder  comme  des  fonctions  primes  et  en  chercher  les 
fonctions  primitives ,  qui  contiendront  chacune  une  constante 
arbitraire  qui  pourra  lui  être  ajoutée.  On  aura  ainsi  les  valeurs 
des  inconnues  a ,  * ,  £? ,  qu'on  substituera  ensuite  dana  l'expres- 
sion de  jr. 

55.  Lorsque  l'équation  n'est  que  du  premier  ordre,  on  n'a  besoin 
que  d'une  valeur  ;? ,  et  on  peut  toujours  la  trouver  j  car  on  a  alors 
l'équation  A;^  +  ;?'=  o,  à  laquelle  satisfait  cette  valeur  pz^er-^  y 
M  étant  la  fonction  primitive  de  A ,  de  manière  que  M'=  A ,  et  ^ 
dénotant  toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est 
l'unité  i  en  effet,  on  aura,  en  prenant  les  fonctions  primes, 

p^  =  ^We-^=:^Ap. 

Pour  les  équations  d'un  ordre  supérieur  au  premier ,  il  n'y  a  pas 
de  méthode  générale  pour  trouver  les  valeurs  de;?,y,  etc. ,  à 
moins  que  les  coefficiens  A,  B,  C,  etc.  ne  soient  constans.  Mais, 
dans  ce  cas ,  il  est  aisé  de  les  trouver  ;  car  il  n'y  a  qu'à  supposer 
p  ==  e"*,  m  étant  une  constante  indéterminée ,  on  aura 

p'  =  me^' ,    ;?"  =  /?i*e^',     etc.  ; 
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donc  réquation 

Kp  +  B;?'+  Cy'  +  D;?'"  +  etc.  =  o 
deviendra 

A  H- B/7I  +  Cm*  H-  D/»^  +  etc.  =  o , 

laquelle  sera ,  généralement  parlant ,  d'un  degré  égal  à  Tordre  de 

réquation  proposée.  Elle  aura  donc  autant  de  racines  qu'il  y  a 

d'unités  dans  ce  degré  j  et  si  on  désigne  ces  racines  par  m^  n^  etc. , 

on  aura 

p:=i€^y    y  =  e"*,     etc.; 

de  sorte  que  dans  ce  cas,  la  difficulté  est  réduite  à  la  résolution 
des  équations. 

56.  On  peut  souvent  rendre  linéaires  des  équations  qui  ne  le 
sont  pas ,  par  le  moyen  des  substitutions  j  et  comme  cette  trans- 
formation est  toujours  avantageuse ,  voici  deux  cas  très-étendus 
où  elle  réussit  : 

Le  premier  est  celui  de  l'équation 

qui  est  plus  générale  que  celle  que  nous  avons  traitée  ci-dessus 
(art.  54).  J'en  prends  d'abord  les  fonctions  primes,  j'ai 

je  fai5y  =  z,  et  par  conséquent  y  =  2',  j'ai 

équatipn  du  premier  ordre  cjxx  etz^oixz  est  censé  fonction  de  x. 
Maintenant  je  regarde  x  comme  une  fonction  de  z;  il  faudra 

mettre  -^  à  la  place  de  z'  (art.  5o) ,  et  il  viendra  l'équation 

qui  est,  comme  l'on  voit ,  du  premier  ordre ,  et  linéaire  en  x.  On 
pourra  donc,  par  la  méthode  précédente  ,  en  trouver  l'équation 
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primitive  en  a:  et  z  ;  mais  la  proposée ,  par  la  substitution  de  r 
au  lieu  de  y  y  devient 

éliminant  donc  z  de  ces  deux  équations ,  on  aura  une  équation  en  x 
et  j ,  qui  sera  l'équation  primitive  de  l'équation  proposée. 

Le  second  cas  est  celui  de  l'équation 
M  et  N  étant  des  fonctions  de  x.  Ici  je  fais/=  mT  '  ^^  ^  donne 


y= 


M;6        Ma»        M** 


substituant  ces  valeurs  et  multiplianl  par  Mz ,  Péquation  devient 

z''-^  +  mz=.o, 

qui  est,  comme  l'on  voit,  du  second  ordre,  mais  linéaire  par  rap- 
port à  z. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  d'une  manière  quelconque  deux 
taleurs  particulières  de  /  en  jc,  c'est-à-dire  sans  constante  arbi- 
traire ,  que  nous  dénoterons  par  p  et  q.  Pour  la  valeur  p ,  on  aura 

-^=:^,  d'où  l'on  tire  2=eP,  en  dénotant  par  P  la  fonction  pri- 
mitive de  pM'y  on  aura  de  même  pour  la  valeur  y,  js=eQ, 
Q  étant  la  fonction  primitive  de  ^M.  Ayant  ainsi  deux  valeurs 
particulières  de  s ,  on  aura  la  valeur  complète  (  art.  53  ) , 


s— --P 


aé^  +  beQy 


aetb  étant  deux  constantes  arbitraires}  donc ,  puisque  j^  =  =rr-  et 
que  P'  =;;M ,  Q'  =  yM,  on  aura  cette  valeur  complète  dej, 


J  = 


ae 


P 


c'est-à-dire , 
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tf  est-à-dîre ,  en  £iîsant  -  =  ^ , 

P  +  cqe^^ 

OÙ  c  est  la  constante  arbitraire. 

Par  exemple ,  si  N  =  —  mM ,  m  étant  une  constante ,  il. est  aisé 
de  voir  que  Ton  satisfera  à  la  proposée  en^ ,  en  faisant  j-=:  1//11  j 
et  à  cause  de  Fambiguité  du  radical  y  on  aura 

donc  y  nommant  L  la  fonction  primitive  de  M,  on  aura 

et  la  valeur  complète  de  j'  sera 

Au  reste ,  dans  ce  cas ,  l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

-r^  +  M=o, 
y— m  ' 

où  les  variables  oc  et  jr  sont,  séparées ,  et  dont  on  peut  trouver 
réquatiôn   primitive ,   comme    nous  Pavons  montré    plus  haut. 

67.  Lorsque  l'équation  proposée  n'est  pas  linéaire  en^,^',y,  etc., 
ou  qu'elle  n'^st  pas  comprise  sous  la  forme  précédente,  jenè  con- 
nais aucune  méthode  générale  pour  compléter  les  valeurs  particu- 
lières de  jr  qu'on  aurait  trouvées  j  mais  on  y  peut  toujours  parve- 
nir par  le  moyen  des  séries. 

Supposons  en  eflFet  que  ,  pour  une  équation  du  premier  ordre 
en  ûo,jr  et  y^  la  valeur  complète  de  jr  soit  f(a:,â),  a  étant  la 
constante  arbitraire.  En  donnant  à  a  une  valeur  particulière  h ,  la 
quantité  ({x^  a)  deviendra  ime  valeur  particulière  de/,  que  nous 
nommerons /i,  et  que  nous  supposerons  connue  d'une  manièçe 
^elconque.  Faisons   maintenant  a  =  À  +  i ,  et  développons  la 
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fonction  f(jc,  //  +  /)  en  série  ascendante  suivant  les  puissances 
de  ij  le  premier  terme  sera  f(^,  h)=:p^  et  les  autres  termes 
seront  de  la  forme  yt +/'«•+ etc. ,  y,  r,  etc.  étant  des  fonctions  de  x. 
Si  on  substitue  cette  expression  de  j  dans  l'équation  donnée  du 
premier  ordre ,  il  faudra  qu'elle  se  vérifie ,  indépendamment  de  la 
constante  /  qui  doit  demeurer  arbitraire. 

Soit  donc 7' 5=  F (jc,  7)  l'équation  du  premier  ordre, à  laquelle 
satisfait  la  valeur  particulière7=;?,  on  aura,  d'après  cette  condltioii, 

p'  =  F(a:,p). 

Substituons  pour  7  la  série  /?  H-  «y  4-  ^^''^  ^tc-  ^  ^t  développons 
aussi  la  fonction  Y  (ac^jr)  en  série  suivant  les  puissances  de  i;  si 
on  dénote  simplement  par  F  (7),  ï*"(7),  etc.  les  fonctions 
primes,  secondes,  etc.  de  F  (a:, /)  prises  relativement  kjr  seul, 
et  qu'on  Êisse ,  pour  abréger ,  0  =  iq^  iV  +  etc. ,  on  aura ,  par 
la  théorie  exposée  plus  haut  sur  le  développement  des  fonctions , 

T{x,jr)=:¥{x,p)  +  or{p)  +  ^^F'{p)^etc. 

D'un  autre  côté  on  aura ,  en  prenant  les  fonctions  primes , 

y=zp'  ^  q'i  +  r'i*  H-  etc.  j 

donc  ,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  7'  ==  F  (or  ,7)  , 
et  ordonkiant  les  termes  suivant  les  puissances  de  /,  on  aura,  à 
cause  de  ;?'=F(a',  ;?), 

,y+  tV  +  etc.  =  r7f"(;^)+  «•  [^^F'(;^  +  -f  F"(;?)H-étc.]  ; 

d'où  l'on  tire ,  par  la  comparaison  des  termes  affectés  des  mêmes 
puissances  de  i, les  équations  suivantes, 

9'^9^'(p)y     r'=rF(;.)  +  ^*F"(;;),    etc. 

qui  serviront  à  déterminer  successivement  toutes  les  ioconnaes 
y ,  r,  etc. 
Comme  les  quantités  F'  (;?) ,  F\p) ,  etc.  sont  des  fonctions  don- 
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nées  de  a?,  il  est  visible  qu'on  n'aura  pour  ces-inconnues ,  que  des 
équations  linéaires  du  premier  ordre ,  susceptibles  de  la  méthode 
de  l'art.  55  ;  il  ne  sera  pas  même  nécessaire  d'avoir  les  valeurs 
complètes  de  y,  r,  etc. ,  il  suffira  d'avoir  des  valeurs  quelconques 
qui  satisfassent  à  ces  équations  de  condition. 

Ayant  ainsi  déterminé  les  valeurs  des  quantités  ^ ,  r ,  ^ ,  etc. , 
oa  aura  cette  valeur  complète  de  j^ , 

jr^=^p  +  i(}  +  i^r+  etc. , 

dans  laquelle  i  sera  la  constante  arbitraire. qui  manquait  à  la  valeur 
particulière  /  =;?.  Cette  valeur  sera  à  la  vérité  exprimée  par  une 
série ,  mais  la  convergence  de  cette  série  ne  dépendra  que  de  la 
valeur  de  la  constante  1.  '       . 

Cette  méthode  est  aussi  applicable ,  avec  l'extension  convenable, 
aux  équations  des  ordres  supérieurs  au  premier  ;  mais  les  équa- 
tions qu'on  trouvera  pour,  la  détermination  des  fonctions  incon- 
nues ,  seront  du  même  ordre ,  et  par  conséquent  on  ne  pourra 
trouver  en  général  les  valeurs  de  ces  fonctions  que  dans  le  cas 
où  les  coefficiens  seront  constans. 

Au  reste ,  cette  méthode  est  le  fondement  des  solutions  des  prin- 
cipaux problèmes  de  la  théorie  des  planètes.  Comme  les  excentri- 
cités et  les  inclinaisons  qu'on  doit  regarder  comme  des  constantes 
arbitraires ,  sont  fort  petites ,  et  que  l'e£fet  des  attractions  est  aussi 
très-petit,  le  cercle  fournit  d'abord  des  valeurs  particulières,  et  on 
complète  ensuite  ces  valeurs  par  des  séries  qui  procèdent  suivant 
les  pitissances  de  ces  constantes  très-petites. 
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CHAPITRE  IX. 

Des  valeurs  singulières  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  les 
équations  primitives  complètes.  Des  équations  primitives 
singulières. 

'68.  JLa  méthode  que  nous  venons  d'exposer  pour  trouver  l'ëqua- 
lion  primitive  par  le  moyen  des  séries,  est  fondée  sur  la  suppo^ 
sîtion  que  toute  fonction  ¥  {xyjr)  de  deux  variables  x,  7-,  puisse 
toujours ,  par  la  substitution  de  ;?  +  qi-^  ri*  -+-  etc.  à  la  place  dejr , 
6e  développer  en  une  série  ascendante  y  suivant  les  puissances 
entières  de  i  ;  mais  comme  cette  série  résulte  du  développement 
d'une  fonction  de  ^+  o.,  en  faisant  0  =  9/-+-  n'-+-  etc.,  et  donnant 
à  j-  une  valeur  particulière  p ,  il  s'ensuit  de  la  théorie  que  nous 
avons  donnée  dans  le  chapitre  V ,  que  ce  développement  pour- 
rait contenir  des  puissances  fractionnaires  ou  négatives  de  o-^ 
auquel  cas  la  série  dont  il  s'agit  contiendrait  nécessairement  d» 
pareilles  puissances  de  1.  Alors  la  série  qui  doit  représenter  la 
valeur  de  j  ,  pourra  ne  plus  avoir  la  même  forme  ;  mais  comme 
jrz=({Xy  a)y  et  qu'on  suppose  a  =  A  +  i  et/?  =  f(x,  A),  le  pre- 
mier terme  sera  toujours  ;? ,  et  le  second  pourra  encore  être  sup- 
posé de  la  forme  qi  ;  car  s'il  était  de  la  forme  qi%  n  étant  un  ex- 

posant  quelconque ,  il  n'y  aurait  qu'à  substituer  i"  à  la  place  de  /, 

et  supposer  que  a  devienne  A -f- /",  ce  qui  est  indifférent,. puisqu'on 
regarde  i  comme  une  constante  arbitraire  j  mais  les  termes  suî- 
vans  pourront  être  de  la  forme  rf"  -f-  5/"  -{-  etc. ,  où  m  devra  être 
>  1 ,  n^  m^  etc.  par  l'hypothèse. 
Substituant  donc  ,  dans  F (x,  j) ,  pour  j ,  la  série 

p  +qi  +  ri^  +  si"  +  etc., 
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et  développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i  ^  on  aura 
une  série  de  cette  forme 

F  (x ,  ;>)  +  P/'H-  Q*'  +  etc. 

fi  étant  difierent  de  l'unité ,  r  >  ft,  etc.,  et  P ,  Q  étant  des  fonc- 
tions données  de  x.  Donc  Téquation^'ss  F( x,/)  deviendra^  par 
ces  substitutions, 

iV  +  i V  4-  i'^s'  +  etc. = P/*  +  Qi  4-  etc. , 

laquelle  devra  se  vérifier  indépendamment  de  la  valeur  de  i. 

Donc  si  ft  >  1 ,  on  pourra  faire  y'  =  o ,  m  =:fjL  et  >'=  P ,  en- 
suite /I  =î:  V ,  5'=  0,  etc.  Ainsi  on  aura  d'abord  y  =  à  une  cons- 
tante ,  ou  plus  simplement  9^  =  ï  ;  ensuite ,  comme  P  ne  dépend 
que  de  y  et  de  jr ,  on  trouvera  la  valeur  de  r  en  prenant  la  fonction 
primitive  de  P;  et  ainsi  de  suite. 

5g.  Mais  si  ft  <  1 ,  alors  il  sera  impossible  de  satisfaire  à  l'équa- 
tion ,  de  manière  que  1  demeure  une  constante  arbitraire  ;  et  l'on 
devra  en  conclure  que  la  valeur  particulière  p  ne  pouvant  pa» 
être  complétée  ainsi ,  ne  saurait  être  contenue  dans  l'expression 
générale  f(x,  a)  qui  représente  la  valeur  complète  de  /. 

Maintenant  il  est  visible  que  quel  que  puisse  être  le  premier 

terme  P^  du  développement  de  F(jc,  j)  par  la  substitution 
de /?-f-7*+-^^"*4-ctc.  à  la  place  de/,  il  ne  peut  venir  que  des 
termes  p  +  qiy  de  sorte  qu'il  sera  le  même  que  si  on  substituait 
simplement  p  +çi  à  la  place  de  j\  Donc  le  développement 
de  ¥  {xy  jr)  par  la  substitution  de  ;?  4-  o  à  la  place   de  j- ,  sera 

F(jc,;?)-| hetc.  j  donc,  puisque  la  série  résultante  de   ce 

développement  contient  un  terme  affecté  de  o^,  où  ft  est  >  o  et 
<  1 ,  il  s'ensuit  de  la  théorie  donnée  dans  l'article  29  ,  que  la 
fonction  prime  F'(/)  devra  devenir  infinie,  lorsque  j^  =r  ;?. 

De  là  on  tire  cette  conclusion ,  que  la  valeur  particulière  p 
ne  pourra  pas  être  contenue  dans  l'expression  complète  de  j* ,  si 
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cette  valeur  rend  la  fonction  F'  (j)  infinie ,  c'est-à-dire,  la  fonction 

P^  nulle. 

Réciproquement  donc ,  l'équation  p-r-r  =  o  donnera  toutes  les 

valeurs  de  jr ,  qui ,  pouvant  satis&ire  à  l'équation y=szF{Xjjr) 
comme  valeurs  particulières,  ne  seront  pas  renfermées  dans  la 
valeur  complète.  On  pourra  appeler  ces  valeurs,  valeurs  singu^ 
lières ,  pour  les  distinguer  des  autres  ;  et  en  général ,  on  pourra 
appeler  équation  primitwe  singulière ,  toute  équation  en  x  etjr  qui 
satisfera  à  une  équation  du  premier  ordre  entre  a: ,  j^  et  ^,  ou  à 
une  équation  d'un  ordre  supérieur ,  et  qui  ne  sera  pas  comprise 
dans  l'équation  primitive  complète ,  c'est-à-<lire ,  qui  ne  sera  pas 
un  cas  particulier  de  cette  équation. 

60.  Nous  venons  de  voir  qu'il  7  a  une  espèce  d'équations  qui 
peuvent  satisfaire  à  des  équations  d'un  ordre  supérieur,  et  qui 
ne  satisfont  pas  aux  équations  d'où  celles-ci  peuvent  être  déri- 
vées, parce  qu'elles  ne  sont  pas  renfermées  dans  les  équations 
complètes  d'un  ordre  inférieur  a  celles-ci.  Ces  équations  ne  forment 
pas  une  exception  à  la  théorie  générale  exposée  plus  haut  (art  46)  ; 
mais  elles  résultent  d'une  considération  particulière  dans  la  manière 
dont  les  équations  d'un  ordre  supérieur  sont  dérivées  par  l'élimi- 
nation des  constantes.  En  effet ,  on  y  a  vu  que  les  deux  équations 
F(jc,j)=o  etF(a:,^)'=o  donnent ,  par  l'élimination  d'une 
constante  a ,  une  équation  dérivée  du  premier  ordre  entre  x ,  j 
et  y,  dont  F  (jrr,  j^)  =  0  sera  l'équation  primitive. 

Or,  il  est  évident  que  le  résultat  de  cette  élimination  serait  le 
même ,  si  la  quantité  a,  au  lieu  d'être  constante,  était  une  fonction 
quelconque  de  .r  ;  mais  dans  ce  cas,  la  fonction  prime  de  F(ar,  j^) 
ne  serait  plus  simplement  F  (x ,  ^  )',  elle  contiendrait  de  plus  une 
partie  provenant  de  la  variation  de  a  ;  et  si  on  désigne  pair  F'  (a)  la 
fonction  prime  de  F  (ar,^) ,  prise  relativement  à  la  variable  a ,  on 
aura  afF'(a)  pour  la  partie  dont  il  s'agit,  af  étant  la  fonction  prime 
de  a  regardé  comme  fonction  de  x. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  a  serait  fonction  de  Xy  l'équation  prime  de 
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F  (  ^ ,  7  )  =  o  serait  F  ( jc ,  ^  )'  -f-  a'F'  (/i)  =  o  ;  donc ,  pour  qu'elle  se 
réduise  à  F(jc,^y=»o,  comme  dans  le  cas  de  a  constante,  il 
faudra  que  Ton  ait  F'  (a)  =  o ,  équation  qui  servira  à  déterminer 
la  valeur  de  â ,  et  qui  n'est  autre  chose ,  comme  Ton  voit ,  que 
l'équation  prime  de  l'équation  primitive ,  prise  relativement  à  n. 
D'où  il  s'ensuit  que  si  on  substitue  cette  valeur  de  a  dans  l'équa*' 
lion  primitive  F  {x  ^y)  =  o,  on  aura  une  équation  en  or  et^ ,  qui 
satisfera  également  à  l'équation  du  premier  ordre ,  et  qui  ne  sera 
pas  renfermée  dans  l'équation  primitive  où  a  est  la  constante 
arbitraire. 

On  pourra  appliquer  la  même  théorie  aux  équations  des  ordres 
supérieurs,  et  en  déduire  des  conclusions  semblables. 

61.  Pour  voir  maintenant  si  l'équation  qui  résulte  de  cette 
considération  est  la  même  que  l'équation  primitive  singulière, 
déduite  de  l'analyse  précédente  ;  supposons ,  comme  plus  haut 
(  art.  68  ) ,  que  l'équation  du  premier  ordre  soit  réduite  à  la  forme 
y  =  F(x,^),  et  que  son  équation  primitive  complète  soit 
^=f(jc,a),  a  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  en  déduire 
l'équation  primitive  où  aesl  variable ,  on  prendra  l'équation  prime 
relativement  à  a  seul  ;  et  si  on  désigne  par  ^{x^a)  la  fonction 
prime  de  f(ar,  a)  ^  prise  relativement  à  a,  on  aura  ^(a:,<i)=:o; 
d'où  l'on  tirera  a,  qu'on  substituera  dans  i{x^  ^)9  et  Toq  aura 
une  valeur  particulière  de  jr ,  qui  satisfera  aussi  à  la  proposée  du 
premier  ordre.  Nous  appellerons ;?  cette  valeur  particulière,  comme 
dans  l'article  cité. 

Maintenant ,  puisque  la  valeur  complète  î{Xj  a)  Ae  f  doit 
satisfaire  à  l'équation  y  ;=  F  (ar,/),  quelle  que  soit  la  constante 
fl,  il  s'ensuit  qu'en  faisant  la  substitution,  l'équation  résultante 
r(x,  û)=:F[jr,  f(jc,  u)]  devra,  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  a.  Par  conséquent  son  équation  prime,  prise  relativement 
à  <i,  regardée  comme  seule  variable,  devra  avoir  lieu  aussi,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  a  (  art.  17). 

Puisque  f  (x,  a)  est  la  fonction  prime  de  f  (a: ,  «  ) ,  prise  relative- 
ment à  a: ,  la  fonction  prime  de  celle  -  ci ,  prise  relativement 
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à  a^  sera  donc  la  fonction  seconde  de  f(a:,  a),  prise  d'abord 
relativement  à  x ,  et  ensuite  relativement  à  a ,  laquelle  est  la 
même  chose ,  comme  nous  le  démontrerons  plus  bas ,  que  la 
fonction  seconde  de  f{x^  a),  prise  d'abord  relativement  à  a,  et 
ensuite  relativement  à  x.  Ainsi ,  ayant  désigné  par  ^  {xj  a)  la 
fonction  prime  de  f(jc,  a)  par  rapport  à  a,  on  aura  ^'  ( jt,  a)  pour 
la  fonction  prime  de  f '  (x ,  a  ) ,  prise  également  par  rapport  à  a , 
les  traits  appliqués  aux  caractéristiques  f  et  4)  ne  se  rapportant 
qu'à  la  variable  x. 

A  l'égard  de  la  fonction  F  [a:,  f(a:,^)],  comme  elle  résulte  de 
la  substitution  de  f  (x ,  «)  à  la  place  de  jr  dans  F  (or,  ^) ,  sa  fonc- 
tion prime  relativement  à  a,  sera  exprimée  par  F'(^)  x  (p  (xj  a)  j 
(  art.  16) ,  puisque  nous  avons  désigné  par  F'  {jr  )  la  fonction  prime 
de  F  (  j: ,^  )  relativement  à  j>^  ;  et  par  ^  ( x ,  a)  la  fonction  prime  de 
f(<r ,  a)  owyy  relativement  à  a. 

Donc  l'équation  prime  de  l'équation  r(a:, a)=F(x,/'),prise 
relativement  à  a ,  sera 

.  ^'(•^;^)  =  F'(7)X^(^,^)i 

a  OU  Ion  tu:e 

Or ,  nous  venons  de  trouver  que  pour  avoir  la  valeur  particu- 
lière /?,  il  faut  substituer  dans  {(xja)  la  valeur  de  a,  tirée  de 
l'équation  q>  (  x ,  a)= o.  Dénotons  par  X  cette  valeur  de  «,  qui  sera 
une  fonction  de  ce,  la  fonction  fl)  (a:,  aj  aura  cette  forme 

m  étant  >  o,  et  V  étant  une  fonction  de  Xy  qui  ne  deviendra  ni 
nulle  ni  infinie  lorsque  a  =z=  X  j  on  tirera  de  là 

(p'(x,a)=V'(X  — /i)-+wVX'(X— ^)«-". 

Ponc  on  aura 

Mais  jK  devient  p  lorsque  a  5=  X  j  donc  F'  (^  )  deviendra  infini 

lorsque 
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lorsque  j^=s;i,  comme  dans  le  cas  de  rarticle  69.  Ainsi  les  deux 
méthodes  des  articles  58  et  60  conduisent  aux  mêmes  résultats 
et  donnent  les  mêmes  valeurs  singulières  ;  mais  la  seconde  a  l'ayan- 
tage  d'être  plus  directe  et  de  doimer  la  yraie  métaphysique  de 
cette  espèce  de  paradoxe. 

6a.  Supposons ,  pour  donner  un  exemple ,  que  Téquation  pri- 
mitive soit 

en  prenant  les  fonctions  primes ,  on  aura  l'équation  prime 

éliminant  a  par  le  moyen  de  l'équation  primitive ,  on  aura  l'équa- 
tion du  premier  ordre 

a 

dont  celle-là  sera  l'équation  primitive  complète,  a  étant  la  cons- 
tante arbitraire. 

Maintenant ,  si  on  prend  la  fonction  prime  de  la  même  équation 
«•—  ^aj  —  a*  —  *•  =  o,  relativement  à  la  quantité  a  regardée 
comme  une  fonction  de  x ,  on  aura 

ce  qui  donne 

et  substituant  cette  valeur  dans  la  même  équation  primitive ,  on 
aura 

Cette  équation  satisfera  par  conséquent  aussi  à  la  même  équa- 
tion du  premier  ordre ,  ce  qui  est  aisé  à  vérifier  ;  car  elle  donne 

^  =  6*  — a:*    et   ^'s=  — jc, 

valeurs  qui  étant  substituées  dans  la  quantité 

i5 
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la  rendent  identiquement  nulle.  Ce  sera  donc  l'équation  primitiTe 
singulière. 

En  effet ,  suivant  la  théorie  de  Fart.  61 ,  on  aura  dans  k  >caa 
présent  5 

donc  en  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  jr  seul ,  on 
trouvera 

quantité  qui  devient  infinie,  comme  Ton  voil ,  par  la  supposition  de 

63.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  Téquation  du  premier 
ordre  ^'  =  F;-,  et  que  la  fonction  Yjr  de  j-  soit  telle  qu'elle  devienne 
nulle  lorsque  j  est  égal  à  une  constante  donnée  b  ;  il  est  visible 
•que  cette  valeur  de  7*  satisfera  à  l'équation  ;  car  ^=  b  donne  aussi 
y  z=z  G.  On  demande  si  cette  valeur  de  j'  est  une  valeur  particu- 
lière comprise  dans  la  valeur  complète ,  ou  bien  si  ce  n'est  qu'une 
valeur  singulière.  On  prendra  la  fonction  prime  de  Ff ,  et  si  Fy 
devient  infini  lorsque/ =ô ,  la  valeur  i  ne  sera  qu'une  valeur  sin- 
gulière,  sinon  elle  sera  une  valeur  particulière. 

Soit  Fj  =  K  (  j  —  b  )•",  m  étant  >  o  et  K  une  constante  y  on 
aura 

Fy  =  /wK  (  j  —  i  )"-"% 

quantité  qui  devient  infinie  lorsque  m  <  1  j  donc  la  valeur  j=:  b 
sera  une  valeur  singulière,  si  m  >  oet  <  1  ,  et  une  simple  valeur 
particulière ,  si  771  =  ou  >  1.  En  effet,  réquationy5=K(j— i)" 
étant  divisée  par  (/—*)"  et  mise  sous  la  forme 

(j^-^r-^y-K^o, 

a  pour  équation  primitive 


X  —  ni  ^ 
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a  étant  la  constante  arbitraire  ;  d'où  Ton  tire 
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—  I» 


—  W» 


Donc  pour  que  Ton  ait  jrss  b ,  il  Êiudra  que  la  quantité  (o-j-Kr)* 
devienne  nulle.  Or ,  si  m  >  o  et  <  i ,  Texposant  — ^ —  sera  po- 
sitif, par  conséquent  il  sera  impossible  de  donner  à  a  une  valeur 
qui  Êisse  évanouir  la  quantité  dont  il  s'agit.  Mais  si  m  >  i ,  alors 


l'exposant  -— —  devenant  négatif,  la  quantité  (  a  +  Kr  )''"'^  de- 
viendra nulle  lorsque  a  sera  infinie  ^  car  Ëdsant  a=:-,  cette 
quantité  deviendra 


jn — I 


(i  +Kcx)'^""' 

laquelle  devient  zéro  lorsque  c=so. 

La  même  chose  a  lieu  lorsque  m  =  i ,  alors  l'équation  primi**' 
tive  contient  des  logarithmes  ou  des  exponentielles ,  car  on  a 

et  divisant  par  ^  —  * , 

dont  l'équation  primitive  est 

\{jr-^b)  —  Ka?  =  la,    d'où  l'on  tire    /=A+aa^, 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité ,.  et 
a  la  constante  arbitraire.  Ici  il  est  évident  qu'en  Ëdsant  a  égal  à 
zéro,  on  aura/=i. 

Supposons  encore  Yj  =  v^ Y ,  Y  étant  une  fonction  de  jr  qui 
devienne  nulle  lorsque  7=  i ,  on  aura 

Y' 
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donc ,  puisque  Y  devient  nul  lorsque  ^=  b^  si  Y'  ne  devient  pas 
nul  en  même  temps ,  Y'j  deviendra  alors  infini ,  et  la  valeur^  =  * 
ne  sera  qu'une  valeur  singulière.  Donc,  pour  que  cette  valeur  soit 
une  simple  valeur  particulière ,  il  faudra  que  Y'  devienne  nul  en 
même  temps  que  Y,  en  faisant  Y  =  i. 

Cette  théorie  des  équations  primitives  singulières ,  est  présentée 
d'une  manière  plus  générale  et  avec  de  nouveaux  détails,  dans  les 
leçons  XIV ,  XV,  XVI  et  XVII  sur  le   Calcul  des   Fonctions  , 

auxquelles  nous  renvoyons  les  lecteurs  qui  désireraient  appror 
fondir  davantage  ce  point  d'analyse. 
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'  t    «  f  « 


m 


Z?^  remploi  des  fonctions  dérivées,  dans  J* analyse ^  et  de  Jn^ 

*  t        H  L    J     « 

détermination  des  constantes  arbitraires. ^ppli\ifition  ^à  Jg^\ 

•  sommation  des  suites  et  à  la   résolution  des  éqiMtionSndui 

troisième  degré.  •  •  l'^J^    '  f  ^  '^ 


AR  les  principes  que  nous  venons  d'él;^lir  à  Végard  des., 
constantes  arbitraires,  on  voit  que  ces  constantes  forment  la: 
liaison  entre  les  équations  primitives  et  les  équations  dérivées  : 
celles-ci  sont  par  elles-mêmes  plus  générales  que  les  équations 
d'où  elles  dérivent,  à  raison  des  constantes  qui  oiit  disparu  ou 
qui  peuvent  avoir  disparu  ;  elles  équivalentpropreiïient  à 'toutes 
les  équations  primitives  qui  ne  digéreraient  entre  elles  que  par  les 
valeurs  de  ces  constantes.  * '''^'* 

On  peut  donc  toujours  passer  d'une  équation  t^egardée  com&e 
primitive,  a  une  de  ses  dérivées  d'un  ordre  quelconque,  el  fé^-* 
ciproquement  revenir  de  celle-ci  à  celle-là ,  poiu:vu  que  cette  der- 
nière opération  introduise  toujours  des  constantes  arbitraires  ,  et 
qu'on  ait  soin  de  déterminer  ces  constantes  d'une  manière  con- 
ibrme  à  l'équation  pr&nitive ,  comme  nous  en  avons  déjà  donné 
des  exemples  (art.  49  et  suiv.).  Avec  cette  attention,  on  pourra 
employer  dans  l'analyse  les  opérations  relatives  aux  fonctions,,* 
<omme  on  y  emploie  les  opérations  ordinaires  d'algèbre* 

Ainsi ,  ayant  une  équation  en  a:  et  j-,  on  pourra  immédiate- 
ment en  déduire  des  équations  dérivées  d'un  ordre  quelconque  ; 
mais  pour  revenir  de  celles-ci  à  une  équation  en  or  et  j' ,  il  foudrar 
tenir  compte  des  constantes  arbitraires,  et  les  déterminer  de  ma- 
jnère  que  les  valeurs  de 7*  et  de  ses  dérivées  j',/'''?  etc,. soient  les 
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mêmes  pour  une  valeur  donnée  de  jc,  comme  jî  =  o ,  que  celles 
qui  résultent  de  Téquation  donnée. 

Si  réquation  proposée  n'était  que  du  premier  ordre  en  x ,  ^,7^, 
alors  cette  équation  ne  pouvant  fournir  que  les  valeurs  de^',y ,  etc. 
en  a:  et  7^,  ces  valem's,  pour  x=o,  contiendraient  la  valeur  in- 
déterminée de  j  \  par  conséquent  les  constantes  arbitraires  dépen- 
draient alors  de  cette  valeur ,  qui  serait  elle-même  xme  constante 
arbiti^aire;  de  sorte  que  dans  ce  cas,  toutes  les  constantes  arbi- 
tMdrës  se  réduiraient  à  une  seule.  Elles  se  réduiraient  à  deux,  par 
la  même  xaison^  si  Féquation  proposée  était  du  second  ordre  en 
x ,  / ,  7'  ^t  y  j  et  ainsi  de  suite. 

65.  Pour  faire  mieux  sentir  l'esprit  et  l'usage  de  ces  opérations, 
nous  aUons  les  appliquer  encore  à  quelques  exemples  qui  servi- 
ront en  même  temps  d'exercice  de  calcul. 

Sojt  proposée  la  série 

dont  on  demande  la  somme. 

Supposonsr-la.  égale  à  j ,  ensorte  qu'on  ait  une  équation  en  âc 
et  jf  i  )e  multiplie  cette  équation  par  a:""^',  ce  qui  donne 


I , 


Je  prends  les  fonctions  primes  de  tous  les  termes  ,  j'ai 

y^c»-' 4.  (rt  —  1  )^ar'-'  =g(  1»-^  1  )  xr-'-'^mxxr-^  +  "*  ^"^^  ^ ^  jtf 

m(m-f.O(m+a)  ^        ^^^ 

où  Ton  voit  qu'il  a  disparu  un  facteur  du  dénominateur  de  chaque 
terme. 


Jô'  multiplie  maintenant  Inéquation  précédente   par  of*-»,  j'ai 
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io3 


celle-ci , 

• .  ■  ...  •  -  'k 


c 


Je  Êiîs  le  premier  membre  =  ;?',  p^  étant  la  fonction  prime  de  j7,  et 
je  prends  l'équation  primitive,  j'ai 


T"   « 


— r  - 


Je  n'ajoute  point  de  constante  arbitraire  ici ,  parce  qu'elle  peut. être 
jcenséevenfeiliiiée  âains:;p.       >  ,     ^î      "rr:;! 

Maintenant ,  en  comparant  cette  nouvelle  série  avec  la  proposée 
qu'on  a  supposée  égale  à  j-,  il  est  visible  qu'on  aura  Téqijatiop 


*irJII'""I 


m 


jrJi»— I  ^  jcr^  j 


'-^. 


•  .      %   ^ 


^     K 


i\ 


prenant  les  fonctions  prânes ,  et  substîluaiit  pour  f/  sa  valeur 
y^c*""  +  (  /î—  1  )  J3(f^^^  on  aura  cette  équation  du  premier  ordre 
linéaire  en^,  '  /; 


,    ii    ,\)^     .■) 


...U- 


laquelle  se  réduit  à  cefte  forme, 


\.i 


I   1^  n  —  1  —  ma:      ^^      n  «^  i 

i"....  -  .'.II.' 


Cette  équation  étant  suao^ibl^^  la  méthode  de  l'art.  55,  on 
pourra  donc  trouver  la  valeur  ^  en  ar ,  qui  sera  par  conséquent 
la  somme  de  la  série  proposée.  Mais  cette  valeur  devra  conter 
mie  constante  arbitraire ,  tftf on  tléterminera  de  manièpe'  <|ue  ^ 
soit=:i  lorsque  a^==o,  comme  il  Téàillte  de  la  série  donnée; 

Si  la  série  n'avait  contenu  que  des  facteurs  simples,  'coname 


;  »  ;  j 


,    m         ,    Tîi -f- 1      ^    ,    Tîi  +  3     fl    I      M. 

i  +  ~ir4-— ^  jc^*  +  "-^- ;c^ 4- etc. , 
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OD  eût  trouvé,  par  les  mêmes  opérations, 

p  =  ^""^  af^}  f+-  a;" + a:^'*"'-  +  a:«"*'*+  etc. 

Or,  on  sait  que 

1  4-  «^  +  «^^  +  etc.  :?5:  — r—  ; 

donc  on  aurait ,  dans  ce  cas , 

.■/■•'...  •         ■  1  ■      ^  - 

27  =  JC*""*  H- ; 

prenant  les  fonctions  primes ,  et  substituant  la  valeur  de  pf^  on 
âuiriât 

■  *  ■ 

savoir,  .  •    ■  » 

»  ■  .  ■ 

équation  également  linéaire  du  premier  ordre. 

Cette  méthode  s'applique  à  des  séries  plus  compliquées ,  et  peut 
conduire  à  des'^éqUations  linéaires  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 
J'ai  cru  devoir  au  moins  l'indiquer ,  étant  presque  la  seule  méthode 
générale  pour  la  sommation  des  suites. 

66.  Soit  maintenant  proposée  l'équation 

éans  laquelle  on  demande  l'expression  de  x  et  y.^  Cette  expression 
peut  s'obtenir  par  la  formule  connue  pour  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  degré.  Voici  comment  on  y  peut  parvenir  par 
la  théorie  des  fonctions. 

En  prenant  les  fonctions  primes  et  secondes  ,  on  aura 
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si  donc  je  forme  la  quantité 


oh  m^n^Py  ç ,r  sont  des  coefficiens  arbitraires ,  j'aurai  un  qua- 
trinôme  qui  contiendra  les  puissances  x,  x^  2t  x^j  et  je*  pourrai 
Élire  évanouir  les  termes  multipliés  par  chacune  de  ces  puissances  ; 
j'aurai  ainsi  une  équation  du  second  ordre  de  la  forme 

J'  +  {m+nx)y+(p+qx+.rx*)y'=:Cy 


où  C  sera  une  quantité  constante  ;  et  cette  équation  renfermera 
encore  deux  coefficiens  indéterminés. 

Je  pourrai  donc  encore  feire  ensorte  qu'étant  multipliée  par  ay', 
elle  ait  une  équation  primitive  ;  car  pour  cela ,  il  suffira  de  &ire 
7  =:  a/n,  r =n;  et  l'équation  primitive  sera 

-        •    ■  '  *  *         -  .  * 

a  étant  tme  constante  arbitraire  qu'on  déterminera ,  comme  nous 
l'avons  dit,  en  supposant  a:s=o,  et  mettant  pour^  €t7*'>  lents 
valeurs  tirées  de  l'équation  proposée.  Or  elle  donne  dans  ce  cas  , 
7  =  G ,  ^'  =  A;  donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  pré- 
cédente, elle  donnera  pk^zss^a. 
Ainsi  on  aura  cette  équation  en  j ,  du! premier  ordre, 

où  X  ne  monte  qu'au  second  degré  ;  circonstance  sans  laquelle  on 
n'aurait  rien  gagné  pour  la  détermination  de  x  eajr. 

Mais  avant  d'aller  plus  loin ,  il  faut  satisfeire  aux  conditions  néces- 
saires pour  que  la  quantité  j^+(/ii+nar)j^+(A^-t^sraa?-+-iij:*) y', 
après  la  substitution  des  valeur^  dej^,  y, y,  devienne  égale  à  une 
constante  C.  Cette  substitution  donne  la  quantité 

Ax+Rr»  +  jt^+(/?i+  ;ix)(A  +  2Ba'+3jc*'j' 
-f-  ( ;?  4- a/wx-f-wJ^)  ( aB  +  &r  ) ; 

développant ,  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  x^ 
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et  égalant  à  C  le  terme  sans  a: ,  et  les  autres  à  zéro  f  on  aura 

otA  4- «/»*?=  ^  >    (i-f-ft)  A+6oiBHf-%s=o, 

:d'où  l'on  tire  ' 

»  =  — i       «  =  — i      y  —  ^  -^^    et    c  —  °"'  ~  9AB 

Retenocie,p6ur  plus  de  simplicité,  les  quantités J9  et  C,  et  substi- 
tuons celles  de  771  et  n  dans  réquation  cir-dessu3)  die  devieadra, 
CDÎ  tirant  la  valeur  de  y, 

II  faut  maintenant  en  déduire  l'équation  primitive  en  x  etjr;  mais 
pour  éviter  les  îihaginaires ,  on  doit  distinguer  deux  cas ,  Tun  où  les 
/radicaux  sont  réels,  Tûotre  où  ils  sont  imaginwr-es;  car  puisque 
toute  valeur  reeUe  de  x  donne  p^ur^ /et  jr^  des  valeurs  réelle , 
il  est  visible  que  les  deux  radicaux  <}e  réquatiom  précédente  dwoQt 
réels  ou  imaginaires  «o^einble. 

Supposons  donc  en  premier  lieu  qoe  v^Cj^A'H-iC^-^j*)  scrit 
une  quantité  ahéelle,  iîl  &udra  donc  que  /rA^H^  C*  >  (7'~'C)*  j  par 
conséquent  on  pourra  supposer 

7  — 0= /(^A^H-C*)  sin  z, 
ce  qui  donnera 

j/(^A«  +  2Cjr  —r)  =  *^(  M*  4-  c*)  ces  z , 
et  prenait  les  ioactioM  prûnMs  ^ 

/  =  V/(M*  + C*  )  z' cosz 

substituaI^  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  j  elle  deviendra , 
en  divisant  par  3 , 

{9P  —  -3-^-^')      =3. 
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dont  Vécpûtitm  primitive  peat  être  mise  sous  la  forme 


,  B 


v/(9^+?)^Ki+*)* 


tOf 


.  •(  ' 


a  étant  une  construite  arbitraire  qu'il  Ëiudra  déterminer .  ensorte 
que  X  =  G  donne  jr  =  o ,  conformément  à  la  proposée.  Soit  a  la 
valeur  de  s^  lorMfucr  fssz  o,  ou  aura  dmie  les  doux  équatiods 


et 


C=»/(;?A*+CV)sina, 

par  lesquelles  on  déterminera  â^abotd  a\  ensuite  et.  Après  quoi  on 
déterminera  z  par  l'équation 


i/ 


sm;8 


et  l'on  aura 


|/(pA*+C*) 


X 


|  +  \/(9;^+|yi^(|+«)^ 


B 
3 


£t  comme  au  même  sinus  de  z^  répénd  aussi  l^qgles,  augmente 
d'une  ou  de  deux  circonférences,  on  aura  les  trois  valeurs  deo?, 
en  prenant  pour  z  ces  troia  vateul*â^  z ,  a  +  c ,  z-^2c^  c  dénotant 
la  circonférence  du  cercle. 

C'est  le  cas. qu'on  appelle  irréductible^  et  où  les  trois  racines  sont 
téeUes. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  radical  y/(pA*  +  aCy— ^')  soft 
imaginaire  ,  il  n'j  aura  ,qu'à,niultipliei^  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  l'expression  de  f'  par  j/—  i ,  et  Ton  aura 


quantité  toute  réelle. 
Ici  j'observe*  qtie  si  tm  Êat 


'  •  il 


X  =1+ oc  ^-y/(— gp  +  Ç  ^  + •3:')  • 


i  •  > 
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et  qu'on  prenne  les  fonctions  primes,  en  regardant  toujours  y 
comme  fonction  de  :r,  on  aura 

I  •  .  '  •'  ■      ■  ■ 

de  sorte  qu'on  pourra  réduire  Féquatioii  précédente  à  cette  forme 

X  ^3Y' 

dont  les  deux  membres  ont  pour  fonctions  primitives  IX  et  |  lY 
On  aura  donc  cette  équation  primitive    . 

1X  =  |1Y  +  1*, 

l  étant  une  constante  arbitraire  \  et  passant  des  logarîtbmes  aux 
nombres,  on  aura 

X  =  A»^Y. 

Pour  déterminer  * ,  on  fera   de  nouveau  ;r  s=  o  et  ^  =  o.  Or , 

X  devient  /g--+-  j/—  jg|/9 ,  et  Y  devient  •—  C-f-  j/— /?A*  j  donc  on 
aura 

/_C+v/-pA- 

■  .       . .       •  ■         » 

Maintenant,  ayant  la  valeur  de  X  en  a:,  il  est  aisé  d'en  tirer  jrj 
car  en  en  quarrant  l'équation 

on  en  déduira  sur-lerchamp 

par  conséquent ,  en  mettant  pour  X  la  valeur  trouvée  en  y ,  savoir 
Jv/(Y),  on  aura 

ahy/\     .. 
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Cette  expression  ne  peut  donner ,  comme  Ton  voit,  qu'une  seule 
valeur  réelle  de  x  j  c'est  le  cas  où  l'équation  a  deux  racines  ima- 
ginaires. 

Si  on  fait  B  =  o ,  les  formules  qu'on  vient  de  trouver  dans  les 
deux  cas,  se  simplifient  beaucoup,  et  se  réduisent  aux  formules 
connues  pour  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré , 
privées  du  second  terme  j  mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  da- 
vantage sur  ce  problème ,  qui  appaitient  proprement  à  l'algèbre , 
et  que  nous  n'avons  traité  ici  qu'en  passant ,  et  pour  montrer , 
par  diflFér entes  applications,  la  maniçre  d'employer  l'algorithme  des 
fonctions. 


.  t 
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CHAPITRE  XI, 

Ok  Von  donne  ¥  équation  primitive  d^une  équation  du  premier 
ordre  ^  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées  ,  mais  où 
Von  ne  peut  point  obtenir  directement  les  fonctions  primi- 
tives de  chacun  des  deux  membres.  Propriétés  remarquables 
de  ces  fonctions  primitives. 

67.  Jl  RENONS  pour  dernier  exemple  réquation  du  premier  ordre 

•^         V/(A+Bx+Cr*-fDx»+E^)  ' 

en  la  divisant  par  le  radical  en  j ,  on  aurait  une  équation  où  les 
variables  a:  et  j  seraient  séparées  ;  mais  il  serait  impossible  d'obte- 
nir ainsi  Téquation  primitive ,  parce  que  les  deux  membres  ne  sont 
point  réductibles  en  particulier  à  des  fonctions  primes. 

Voici  néanmoins  comment  on  y  peut  parvenir  par  le  moyen  des 
fonctions  dérivées. 

Je  suppose  d'abord  que  x  ^ijr  soient  fonctions  d'une  autre  va- 
riable /,  il  faudra  pour  cela  substituer  "^  à  la  place  dey  (art.  5o); 

a/  et  jr'  seront  alors  les  fonctions  primes  de  a:  et  j^ ,  regardées 
comme  fonctions  de  t.  En  supposant  que  x  soit  ime  fonction 
quelconque  de  t ,  l'équation  donnera  pour^  une  fonction  déterminée 
de  ^;  ainsi  je  puis  supposer  que  x  soit  une  telle  fonction  de  ^,  que 
l'on  ait  l'équation 

l'équation  précédente,  où  l'on  a  mis-^pour  j',  donnera  pareil- 


lement 
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y=:  v/(A+B/+Çr*+Dy+Ej*): 


lii 


Qu'on  fasse  disparaître  les  radicaux  dans  ces  deux  équations , 
qu'ensuite  on  prenne  les  fonctions  primes,  on  aura,  après  ayoir 
divisé  Tune  par  y,  l'autre  par  jr\ 

2a:"= B  +  aCx  +  SDo:*  +  4Eje, 
ay'  =  B  +  aC^  +  3Dj*  +  4Ej^. 

Faisons  x+jr=ipy  x^^jrz=sç ,  ce  qui  donne 


X 


P±l  y— P—  ^. 


les  deux  équations  précédentes  ajoutées  et  retranchées ,  donneront 

De  plus ,  comme  p'q'  =  x'*—y%  si  on  substitue  les  valeurs  de  x' 
et  de  y^  tirées  des  premières  équations ,  on  aura 


pW 


Bq+Cpq+^{5p*q^ç')+^(p'q'hp<^y 


Maintenant  je  fais  cette  combinaison  : 


^p"^p'ç':=.^f^Epq', 

multipliant  les  deux  membres  par  ^ ,  ils  deviennent  les  fonctions 

primes  de  ^  et  de  Dp  4-  E/?*  j  de  sorte  que  j'aurai  d'abord  cette 
équation  primitive  du  premier  ordre 

|r  =  D/?  4- £/?•+«, 

où  a  est  une  constante  arbitraire. 
Pour  la  déterminer  9  soit  m  la  valeur  de  j"  lorsque  x=  o,  on  aura 
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dans  ce  cas ,  par  les  équations  ci-dessus , 

^==V/A,    /=  k^(A+B/n+C/w*  +  D/w5+Em^), 

je  fais  cette  dernière  quantité  ==/i,  pour  abréger. 

Ainsi,  puisque  p  £=  or+j- ,  ^  =;  jc  — jr ,  p'  =  x'+j',  y'=^ — j\ 
on  aura ,  lorsque  a: = o , 

p=im^    7=  —  771,    ;?'=v/A4-7z,     /=v/A — n. 

Faisant  ces  substitutions  dans  Téquation  qu'on  vient  de  trouver , 
on  aura 

OÙ  Ton  voit  que  puisque  m  est  une  quantité  indéterminée,  la 
constante  a  demeure  aussi  indéterminée  ;  mais  les  dét<>rminations 
précédentes  seraient  utiles ,  si  par  d'autres  combinaisons  on  trou- 
vait de  nouvelles  çquations  primitives  avec  des  constantes  arbi- 
traires. 

Nous  avons  donc  l'équation 

p^^q\/{a  +  Dp  +  lÊ.p-), 

qui,  quoique  du  premier  ordre,  peut  néanmoins  donner  tout  de 
suite  l'équation  primitive  en  a:  et  j  de  la  proposée,  puisque  la 
valeur  de  p\  qui  est  x^'\'j\  est  déjà  connue  en  x  et  j.  En  eflfet , 
substituant  les  valeurs  de  ;?,  y  et/?',  on  aura 

V^(A+Ba:H-Ca:*+Da^+Ex*) +/(A+B7  H- Cj^*-^Ib^-f-E;^) 
=  (^— 7)t/[«+D(a:-f.j)  +  E(a:+j)^, 

où  a  est  la  constante  arbitraire. 

Cette  équation  en  jc  et^  est,  coname  l'on  voit,  sous  ime  forme 
assez  simple ,  et  la  méthode  par  laquelle  nous  y  sommes  parvenus 
est  fort  remarquable  ;  mais  cette  équation  n'est  pas  la  seule  qu'on 
puisse  obtenir  par  les  formules  que  nous  venons  de  trouver. 

En  effet,  si  on  substitue  la  valeur  précédente  de  p^  dans  l'ëqua- 

tioii 
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tion  trouvée  plus  haut ,  qui  donne  la  valeur  de  p'q\  on  eh  tirera 


-•         I  » 


.  » 


Ici  remettant  pour  p  ^i  q  leurs  valeurs  x  -f-j^  et  x  rrrjr ,  et  pour  <f 
sa  valeur  a/— /3;=  v/(A+Rr  +  C^*  +  Dx3  +  Da:<)~  ^/(A  +  By 
4- C;*  +  I)j^-f- ^iT^^ 5  <>o  ^^^  )i^®  nouvelle  équation  en  x  ^i y 
avec  la  constante  arbitraire  a,  qui  sera  également  l'équation 
primitive  de  la  proposée ,  mais  qui  ne  sera  qu'une  transformée 
de  l'équation  précédente. 


;.  i 


68.  L'équation  du  premier  ordre  dont  nous  venons  de  trouver 
l'équation  primitive ,  peut  toujours ,  par  des  transfortnatioffàcànve- 
nables,  se  réduire  à  la  forme 


<  I 


/ l/(A  +  Bco8z)  , 

z  étant  ici  une  fonction  de  u.  Comme  cette  équation ,  traitée  direc^ 
tement  de  la  même  manière,  est  susceptible  d'ime  analyse  beaucoup 
plus  simple  et  plus  élégante ,  j'ai  cru  qu'on  ne  serait  pas  fâché  dç^ 
la  trouver  ici. 
On  regardera  m  et  z  comme  fonction  tf«ne  autre  variable  ^;  et 

après  avoir  substitué  en  conséquence,  -^  à  la  place  de  j/  (art^Sp)^ 
on  fera  ces  deux  équations  séparées , 

tt'=^/(A+B  cosz/) ,    z'=  v/(A.  +  Bcos2); 

après  les  avoir  carrées,  on  en  prendra  les  fonctions  primé?,  on 
aura,  en  divisant  l'une  par  m'  et  Fâùtre  par  z'i  ces  dèuxr-cî  du 
second  ordre  ,  '    .  '  ,.    '  * 


n 


— Bsin  M,    3z"= — Bsina. 


au 

Soit  maintenant  z  + 1/  =  a;? ,  z  —  m  =  ay ,  lee  deux  équations 
précédentes ,  ajoutées  et  retranchées ,  de  viendront  par  les  lliéoVèmes. 
i^^nnus, 

3/>"  ;s  -->  B  sin  /?  eos  7 ,    ay"  a*  -i-^B  cos  p  sto  q. 

i5 
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• 

U  est  d^abord  visible  que  «i  oq  ajoute  ces  deux  équations  aprè^ 
avoir  multiplié  la  première  par  q\  et  la  seconde  par  /?',  le  premier 
membre  deviendra  la  fonction  prime  de  a;?'^',  et  le  second  la  fonc- 
tion prime  de  —  B  sîn  ;?  sin  y  j  de  sorte  qu'on  aura  d'abord  cette 
^équation  primitive  du  premier  ordre , 

sxp'q'zss: — Bsm^sinf+â^ 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  supposons  que  u:=zo  donne  ;3=m,  on  aum 
«donc  dans  ce  cas , 

i*'=y(A+B),    z'=t/(A4-Bco8ni),    ^=y=J^ 

,       z'-\-u'         ,       z'—u' 

fi  — 

donc 


;»=— T-'    ^=^     ' 


jj, tf^--u'*  ___  B  (  cos  m  —  1  ) 


^P'i' a 3 . 


sm;?smy=  (^6m-^= ^ ; 

^e  sorte  que  Ton  aura 

A  sz  ^y ^* B sin ;)  sinyr^sOr 

On  aura  donc  simplement  Téquation 

3/7'y'  =  —  B  sin  /?  sin  7  ; 

d'où  l'on  peut  conclure  que  cette  équation  primitive  ne  renfer- 
mant point  de  constante  arbitraire ,  doit  être  comprise  dans  les 
équations  du  premier  ordre  en  z  et  zi  ,  d'où  nous  sommes  partis. 
En  effet ,  ces  équations  donnent ,  en  substituant  les  valeurs 
de  /?  et  ^  , 

SLp'fj^ss,  — T =  -  (  COS  z  —  cos  w)  =  — B  sîn/?  sin  q. 

Divisons  jaoaintenant  p^  cette  équation  du  premier  ordre ,  les 
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deux  équatîoDS  ci-dessus  da  second  enpetq,  on  aora  c«6  deux- ci > 

I 

p*   C08  q         q^  cos  p 

pq         sm  q     .  pq!         bin p 

dont  la  première  étant  multipKée  par  /,  et  la  seconde  par  ;>',  dbimiB^ 
ront  ces  équations  primitives , 

1;;'  =  1  sin y  +  Ui ,    1^'  =1  sinp-i-Mj 

ou  bien  ,  en  passant  ded  logarithmes  aux  nombres , 

* 
p'vnza  sin  q,    q':^bsmpy 

a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires ,  qu'on  déterminera  par 
les  mêmes  suppositions  que  d- dessus  ;  d'où  Toû  aura 


a 


^(A  +  Pcosm)+v/(A  +  B)  , 


.    m 


• V/( A  +  B  cosm)  — t/(A  +  B) 


.    m 
a  sm  — 


Les  deux  équations  qu'on  vient  de  trouver ,  pourraient  donner 
chacune  une  équation  primitive  en  i^  et  z  par  la  substitution  de» 
yaleurs  dep^Çy  p\  q'  ;  oi^  aurait  ainsi, 

z  —  u 


j/(A  +  Bco8«)H-  ^/(A-f-B  cos  ii)==  oasîn 
l/(A+B  cosz)  —  ^/(A+B  costt)  =  aisin 


A 


Comme  les  valeurs  de  a  et  i  renfernient  l'indéterminée  m ,  chacune 
de  ces  valeurs  pourra  être  regardée  aussi  conmie  indéterminée  en 
particulier  ;  ainsi  dans  chacune  de  ces  équations  à; part,  on  pourrai 
regarder  «  ou  ô  comme  constante  arbitraire;  mais  si  on  voulait 
&ire  une  combinaison  quelconque  de  ces  équ^ions,  il  fiiudrait 
employer  les  valeurs  de  a  et  b  trouvées  ci-dessus ,  et  alors  la  quan- 
ûtém  serait  la  seule  constante  arbitraire. 

Ces  dernières  équations  étant  compliquées  dé  radicaux ,  il  Sera 
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à  propos  de  chercher  encore  une  autre  équation  primitive  d'après 
les  mêmes  équations  du  premier  ordre 

y  =  tf  sin  çp ,  if'  =:  b  sin  p} 
QX^  en  diyisaxtt  l'une  par  l'autre,  on  a 

q^  "**"  b  sin  p  ' 

et  multipliant  en  croix  ^ 

ip'  sin  p:=iuf'  sin  ç  y 
d'où  Ton  tire  tout  de  suite  Téquation  primitive 

b  cosp  =  a  cos  7  H-  c , 

c  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire  qu'il  faudra  détenmBer 
comme  ci- dessus.  Or,  en  Élisant  uz=o  etz=/;2,ona 

c 

m 
^=7  =  75 

donc  l'équation  précédente  donnera 

V/(A+B)cos^ 

/  w  \  TU  2 

C  =  (6  —  a  )  cos  —  =  — ^ 

^  '         a  .m 

8in  — 
a 


'  Substituant  les  valeurs  de  a^  b,  c,  ainsi  que  celles  de;)=î 

et  ^  =  lUif  dans  la  même  équation ,  et  faisant  les  réduction» 
des  sinus  et  cosinus ,  elle  prendra  celte  forme  très-simple, 


••  .■ 


z  u    ,      .    z         .     u         t/(A  +  Bco8m) 

cos  -  X  co8-  +  8m-  X  sm-  x  ^ç^-:^^Y 


m 
COS  —  ; 
a 


'c'est  l'équation  primitive  de  la  proposée  du  premier  ordre  en  u^ 
z  et  z',  et  l'angle  m  en  est  la  constante  arbitraire. 

69.  On  peut  regarder  les  angles  * ,  -  et  ~  comme  les  trois  côtés 
d'un  triangle  sphérique  ;  il  est  visible  qu'alors ,  dans  l'équation  pré- 
cédente ,  la  quantité     -^  .7^  ,^p!  ■  sera  le  cosinus  de  l'angle  corn- 
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?i7 


pris  entre  les  côtés  -  et  - ,  et  par  conséquent  opposé  au  côté 


m 


— ,  par  les  formules  connues  de  la  trigonométrie  sphérique  ;  c'est 
la  valeur  de  z'  lorsque  w  =  o  et  z  =  //i.  Ainsi  cet  angle  sera  cons- 
tant en  même  temps  que  le  côté  — ,  tandis  que  les  deux  autrea 

varient. 
Soit  M  cet  angle  constant ,  on  aura  donc 


d'où  l'on  tire 


A 

B 


\/'(  A  -|-  B  cos  m  ) 


COS  M*  —  cos  m 

smlSr 


COS  M, 


Si  on  fait  cette  substitution  dans  Téqualion  proposée  en  w ,  2  et  z% 

et  qu'on  suppose ,  pour  abréger ,  ^^^^-zr  =  M  >  ^^^  se  réduira  à  cette 
forme 


.    m 
siii  — 


dont  l'équation  primitive  sera  la  relation  entre  les  côtés  -,  -  et  2 

d'un  triangle  sphérique,  dans  lequel  /ju  sera  le  rapport  des  sinus 
des  angles  aux  sinus  des  côtés  opposés,  rapport  qu'on  sait  être 
le  même  pour  tous  les  angles  et  les  côtés  opposés;  de  sorte 
que  ce  rapport  seul  étant  donné ,  il  restera  l'angle  ou  le  côté  pour 
arbitraire. 

La  considération  du  triangle  sphérique  peut  servir  à  faire  voir 
plus  facilement  comment  l'équation  entre  ses  trois  côtés  satisfait 
à  l'équation  précédente  du  premier  ordre.  Cette  équation  étant 

cos  -  COS  -  +  cos  M  sm  -  sm  -  =  cos  - . 
si  on  prend  les  fonctions  primes ,  en  regardant  z  comme  fonctiojp^ 
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ûc  u,  ot  nij  M  comme  constantes ,  on  aura 

cos  M  cos  -  sm sm  -  cos  -  )  z' 

2  2  2  9/ 

cos  M  sm  -  cos  -  —  cos  -  sm  - =o: 

2  2  2  2' 

substituons  à  la  place  de  cos  M,  sa  valeur  tirée  de  la  même  équa- 
tion ,  il  viendra  celle-ci , 

Z        m  U  u        m  z 

cos  -  cos  —  —  cos  -    '        cos  -  cos  —  —  cos  - 

2  2  A      /     .  2  2  2 

z'  H =  O. 

,      Z  *  .     U 

8in  -  sm  - 

2  2 


Maintenant ,  si  dans  le  même  triangle  sphériquc,  dont    ,  -  ;  —  sont 

2        3         2 

les  trois  côtés ,  et  M  l'angle  opposé  au  côté  ~ ,  on  désigne  par  V 
et  Z  les  angles  opposés  aux  côtés  ^  et  | ,  on  aura  également 


COS  -  =  cos  -  cos  — hcosVsm-sm  — , 

2  2  2*  22' 

et  cos  -  =  cos  -  cos  — ^  cos  Z  sm  -  sm  —  ; 


je  donne  à  cos  Z  le  signe  — ,  parce  que  je  suppose  l'angle  Z  obtus. 
Donc,  faisant  ces  substitutions,  et  divisant  toute  l'équation  par 

sin  ~ ,  elle  deviendra 

2  ' 

2' cosV  — COS  Z  =  o,     d'où     z*=:—^. 

'  dos  Y 

Mais  par  la  propriété  générale  des  triangles  sphériques,  on  a 

sin  y        sin  Z        sin  M 


.    u  .    z  ,    m 

8in  -         sm  -        sm  -— 
a  a  â 


H'i 


donc 


u  •        rr  •       Z 


sin  V=  /A  sin  -  ,     sin  Z  =  ft  sin  - , 
«t  de  là , 
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substituant  ces  yaleure ,  <m  aura  la  même  équatîoa  du  premier  ordre 
en  u  et  z. 

Si  l'angle  Z  que  nous  a^oàs  supposé  obtus ,  était  aigu ,  ainsi  que 
fanglc  V ,  alors  au  lieu  de  T'éqaatioB  s'  =  —^ ,  on  aurait  celle-ci 


cos  z 


— ^  -=  o ,  qui  ne  dilïere  que  par  le  signe  de  z',  et  dont  Téqua- 
tion  primitive  sera  la  même. 

•   70.  Voici  encore  une  considération  essentielle  sur  ces  sortes* 
d'équations  :  Téquation  de  Fart.  68  étant  mise  sous  cette  forme 


fe  sera  pareillement  la  fonction  primitive  de  TTTjzrWcZsz^ 


supposons  que  fw  soit  la  fonction  primitive  de      .  ^  ^^  ^^^    ■■  , 

,  z  étant 

regardé  comme  une  fonction  de  u  dont  z'  est  la  fonction  prime- 
Ainsi ,  en  repassant  aux  fonctions  primitives ,  on  aura  6ur-le-champ> 
cette  équation  primitive 

fe  =  ftt  +  A:, 

k  étant  la  constante  arbitraire. 

Cette  équation  devra  donc  coïncider  avec  l'équation  primitive  que 
nous  avons  trouvée  dans  l'article  68,  et  où  la  constante  arbitraire 
est  m  y  par  conséquent  sa  constante  arbitraire  ne  pourra  être  qu'une 
fonction  de  la  constante  arbitraire  m.  Soit  donc  ks=zTm,  ou  aura 

Ê;  z=:  fo  4-  ¥m  ; 

mais  m  est  la  valeur  de  z  lorsque  u  =  o,  supposant  donc,  pour 
plus  de  simplicité ,  que  la  fonction  {u  soit  prise  de  manière  qu'elle 
soit  nulle  lorsque  u=:o,  il  faudra  qu'en  faisant  1^=0,  on  ait  aussi 
z=i:/7i,  par  conséquent  on  aura  j&7ï=F//i}  donc  l'équation  primitive 
qu'on  vient  de  trouver  deviendra 


Ê;    =    fa     +     Ùfiy 
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à  laquelle  satisfera  cette  relation  algébrique  , 


cos  -  cos  -+sm-sm-  \/[ 


A  +  B  cos  m\        __    m 

A+ B-; = ^^^  â- 


Ainsi ,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  trouver  la  forme  algébrique  des 
fonctions  &,  &,  671,  on  peut  néanmoins  trouver  une  relation  algé-^ 
brique  entre  trois  quantités  z^u^  m,  telle  que  l'on  ait 

£5  =  fw  -|-  fiw. 

Donc  aussi ,  si  dans  l'équation  précédente  on  change  ;5  en  ^ ,  et  m 
en  z^  on  aura 


y  2    ,     .    y     .     2      //A  +  B  cos  mX 

cos-^  COS  -  +sm-^  sm  •- 1/(      .  .  p—  ) 

a  a    '  a  a  y  \      A4-B     / 

et     f)^  ==  fz  +  fol. 


COS  —  ; 


En  changeant  encore  7-  en  \r,  z  en  y,  ce  qui  donnera 

•a:  y    ,      .     ar    .     y      //A.  +  Bcosm\  m 

cos-  cos^  +  sm- sm-2.  •/(— L— — — )  =  cos^. 

a  a'  a         av\A  +  B/  a* 

on  aura  de  même 

et  ainsi  de  suite. 
On  aura  donc  successivement 

fe5=f«+C7ï,    ^  =  ftt  +  afi?i,    £c=:fi^+3foi,    etc.j 

et  les  relations  entre ^,  m  et  m;  entre  x ,  «  et  m ,  etc.  se  tireront 
des  relations  précédentes ,  en  éliminant  d'abord  z ,  ensuite  j^,  etc. 

On  peut  appliquer  cette  théorie  à  la  forme  générale  de  l'équation 
que  nous  avons  considérée  dans  l'art.  67 ,  et  en  tirer  des  conclu- 
sions semblables  j  mais  si  on  rapporte ,  comme  dans  l'art.  69 ,  les 
formules  précédentes  aux  triangles  sphériques ,  il  en  résulte  une 
construction  élégante  que  voici  : 

Soit  formé  un  triangle  sphérique,  dont  les  trois  côtés  soient 
ZyUj  m  (pour  éviter  les  fractions,  je  substitue  les  quantités  az, 
fiUy  2mk  la  place  de  z ,  w,  /w  dans  les  formules  de  l'article  cité)  , 

et 
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et  où  l^angle  entre  u  et  m  soit  obtus  ;  Pangle  compris  entre  les 
deux  côtés  «  et  z  demeurant  constant ,  qu'on  transporte  alternatî- 
rertient  la  base  m  le  long  de  ces  mêmes  côtés  prolongés ,  de  ma- 
nière qu'il  en  résulte  une  suite  de  triangles ,  dont  chacun  ait  tou- 
jours un  côté  conmiun  avec  le  triangle  précédent ,  et  qui  aient  tous 
la  même  base  m ,  et  Tangle  commun  M  au  sommet  ;  alors ,  si  les 
côtés  qui  comprennent  cet  angle  sont  successivement  pour  ces 
différons  triangles  uetz^zetjryj^ctx^  etc. ,  on  aura 

Ë;  =  fu4-^9    §^  =  £M4-3f//i ,    £r  =  ftt+3fi?i,    etc., 
fi*  étant  la  fonction  primitive  de  la  fonction  -77 V-: — ~ ,  dans 

V/(i — /**  sin  M*)' 

laquelle  fiz=:^ — ,  et  ainsi  des   autres  fonctions  semblables  en 

z,jr,  etc. 

Par  cette  construction ,  on  peut  trouver  facilement  Içs  valeurs 
des  côtés  ^,  X,  etc.  des  nouveaux  triangles  ;  car  en  considérant 
les  triangles  isoscèles  qui  ont  pour  côtés  la  base  m  transpor- 
tée alternativement,  les  perpendiculaires  abaissées  de  leurs  som- 
mets sur  leurs  bases  respectives,  couperont  ces  bases  en  deux 
parties  égales ,  et  les  triangles  rectangles  formés  par  ces  perpendi- 
culaires et  par  les  côtés  qui  comprennent  l'angle  commun  M, 
donneront  tout  de  suite ,  par  l'analogie  connue  pour  les  triangles^ 
rectangles ,  ces  équations 

tang  îi-i«2f = cos  M  tang  z, 

tang  ^^i^  5=  cos  M  tang 7-, 
ctc- 

Et  si  on  Élit  u=my  ensorte  que  le  premier  triangle  soit  isoscèle  , 
ayant  z  pour  base ,  on  aura  de  plus  l'équation 

tang  -  =  cos  M  tang  m  ^ 
et  l'on  aura  alors 

■ 

&=:a&7i,    §^=3C7i,    Cr=:467i,    etc. 

Nous  remarquerons  ici  que  cette   construction  est  pour  les 

16 
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triangles  sphériques ,  ce  que  la  construction  du  probfème  29  des 
questions  gcomctriques  de  l'Arithmétique  de  Newton,  est  pour  les 
triangles  rectilignes. 

En  effet ,  si  on  rend  rectilignes  les  triangles  sphériques  dont  les 
côtés  sont  Uy  Zy  ^y  etc.  y  et  les  bases  //i,  les  équations  cirdesdus 
deviennent 

2  =  2/7icosM,    tt+^  =  2zcosM,    j:  +  z=2^cosM,    etc.; 

et  il  est  facile  de  prouver  qu'alors  la  fonction  fw  devient  propor- 

tionnelle  à  l'angle  dont  le  sinus  est  ^^^ — ,  parce  que  sin  i^  et  sinm 

se  changent  en  u  et  /n  ^  de  sorte  qu'en  prenant  la  base  m  pour  le 
sinus  de  l'angle  opposé  M,  on  aura  ,  à  cause  de  u=:  m  y 

a  =  sin2M,   ^s=sin5M,    etc. 

71.  Nous  nous  sommes  un  peu  étendus  sur  les  propriétés  des 
fonctions  de  la  forme  fw,  parce  que  les  géomètres  s'en  sont  beau- 
coup occupés ,  et  que  ces  fonctions  se  présentent  dans  la  solution 
de  plusieurs  problèmes. 

Si  on  demande ,  par  exemple ,  le  mouvement  d'un  pendule  qui 
oscille  d'une  manière  quelconque  ,  et  qu'on  nomme  r  la  longueur  du 
pendule ,  4  l'^ï^gl^  dont  il  est  éloigné  de  la  verticale  dans  un  instant 
quelconque ,  ol  la  plus  grande  valeur  de  4  >  i®  la  plus  petite,  en 
prenant  l'unité  pour  la  gravité  ,  et  faisant 

//COS  fi  —  C08  4\    ' 

sm  u  =  t /( — ^ ^ } , 

V    \C08  fi COS  fit/ 

;  //  C08)8*— COS  tf*  \  . 

^'""  V  \(cos/8  +  COS  a  y+sïn  «tV  ^ 
X  —      //      fl(cos/6  +  co8<>)      \ 
V  \(co8  ^  4-  COS  Ay+  fin  «V  ' 

on  aura  Xy^r  x  fw  pour  l'expression  du  temps  depuis  le  point  le 
plus  bas 9  dans  laquelle  on  suppose  comme  ci-dessus, 


rw  =  ^ 


La  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  la  verticale ,  sera 
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exprimée  par 

l/s.sine&sin /8 


•  r 


l/r X  «in  4* X  k^(cos  <  H- co5^)  • 


et  sera  par  conséquent  nulle  lorsque  le  pendule  passera  par  la  yerti- 
ticale,  dans  lequel  cas  on  a  /3=:o;  c'est  le  cas  des  oscillations 
ordinaires. 

7a.  On  peut  a:ppéleT  analjrsê  directe  des  fonctions,  la  manière 
de  trouver  les  fonctions  et  les  équations  dérivées,  parce  qu'elle 
n'est  fondée  en  effet  que  sur  des  méthodes  directes,  et  qu'elle 
n'emploie  que  des  opérations  qu'on  peut  toujours  exécuter  par  les 
règles  que  nous  avons  exposées.  Mais  la  manière  de  revenir  de 
ces  fonctions  et  de  ces  équations  à  celles  d'où  elles  peuvent 
être  dérivées ,  et  qu'on  peut  regarder  comme  leurs  primitives , 
forme  une  autre  partie  de  l'analyse  des  fonctions,  qu'on  peut 
appeler  analyse  inverse ,  parce  qu'elle  dépend  des  mêmes  méthodes 
et  des  mêmes  règles,  mais  prises  inversement,  et  qui,  par  cette' 
raison ,  ne  s'appliquent  pas  toujours  avec  la  même  facilité  ni  le 
même  succès.  Il  en  est  de  ces  deux  parties  de  l'analyse  des  fonc- 
tions ,  comme  de  celles  de  l'arithmétique  et  de  l'algèbre  qui  ont 
pour  objet  les  opérations  directes  de  la  multiplication  et  de  l'élé- 
vation aux  puissances ,  et  les  opérations  inverses  de  la  division 
et  de  l'extraction  des  racines.  Les  opérations  de  la  première  es- 
pèce sont  toujours  possibles  par  les  règles  connues,  et  donnent 
toujours  des  résultats  exacts  j  celles  de  la  seconde  espèce ,  au  con* 
traire ,  ne  le  sont  que  dans  certains  cas ,  au  moins  rigoureusement  p 
et  dans  tous  les  autres ,  elles  ne  peuvent  donner  que  des  résultats 
approchés. 

L'analyse  directe  des  fonctions  est  donc  renfermée  dans  les 
règles  que  nous  avons  données  pour  trouver  les  fonctions  déri- 
vées ,  du  moins  pour  ce  qui  regarde  les  fonctions  d'une  seule 
variable.  Quant  à  l'analyse  inverse  ,  elle  dépend  aussi  des  mêmes 
règles  ;  mais  la  difficulté  consiste  dans  leur  application  aux  diffe- 
rens  cas. 

Nous  avons  indiqué  les  méthodes  connues  pour  les  principales 
formes  de  fonctions  ou  d'équations,  et  nous  nous  sommes  sur- 
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tout  appliqués  à  bien  établir  les  principes  généraux  de  cette  analyse 
inverse. 

Comme  notre  dessein  n'est  pas  d'en  donner  un  traité  complet , 
nous  n'ajouterons  point  ici  d'autres  détails  j  mais  ceux  qui  savent 
le  calcul  différentiel ,  ne  peuvent  manquer  d'apercevoir  la  confor- 
mité de  l'analyse  des  fonctions  avec  ce  calcul ,  et  la  correspon- 
dance des  analyses  directes  et  inverses  avec  les  deux  parties  de 
ce  calcul  qu'on  appelle  calculs  différentiel  et  intégral.  Ainsi,  il 
leur  sera  aisé,  s'ils  le  jugent  à  propos,  de  transporter  aux 
fonctions  les  différentes  méthodes  d'intégration  trouvées  jusqu'à 
présent. 
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CHAPITRE  Xn. 


Du  développement  des  fonctions  de  deux  variables.  De  leurs 
fonctions  dérivées.  Notation  de  ces  fonctions  et  conditions 
auxquelles  elles  doivent  satisfaire.  Loi  générale  qui  règne 
entre  les  termes  du  développement  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables^  et  ceux  qui  résultent  du  développement  de  ces 
termes  eux-mêmes. 


73.  ÏS  ous  n'avons  encore  traité  que  des  fonctions  d'une  seule 
variable  ;  il  n'est  pas  difficile  d'étendre  la  théorie  de  ces  fonctions 
aux  fonctions  de  deux  ou  de  plusieurs  variables. 

Soit  f  (jr ,  ^)  luie  fonction  quelconque  de  deux  variables  x  ct^, 
qu'on  regarde  comme  indépendantes  l'une  de  l'autre.  Si ,  dans 
cette  fonction,  on  met  à  la  fois  x  +  i  à  la  place  de  or,  et^-f-o 
à  la  place  de^j^i  et  o  étant  deux  quantités  indéterminées ,  qu'en- 
suite on  développe  la  nouvelle  fonction  f  (x  +  « ,  j^  -|-  o  ) ,  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  i  et  o ,  il  est  clair  que  le  premier 
terme,  sans  1  ni  o,  sera  f(a:,  7*);  et  que  les  autres  seront  de 
nouvelles  fonctions  de  x  et  de  7,  multipliées  successivement  par 
i^  o,  i%  ioy  0%  i^y  etc.;  ces  fonctions  dérivent  de  la  fonction  pri- 
mitive f(a:,7),  et  c'est  la  loi  de  cette  dérivation  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

Pour  y  parvenir  de  la  manière  la  plus  simple ,  on  commencera 
par  supposer  qu'il  n'y  ait  que  la  variable  x  qui  devienne  x-^i^ 
la  variable^  demeurant  la  même.  Dans  ce  cas,  désignant ,  comme 
on  l'a  fait  jusqu'ici ,  par  f,  f,  f",  etc.  les  fonctions  primes ,  se- 
condes, tierces ,  etc.  relativement  a  x  seul,  on  aura 
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f(.:+/,j)=f(x,jr)+/P(x,j.)+i'r(x,jr) 

Substituons  maintenant  partout  ^  +  o  à  la  place  de  j^ ,  on  aura 

+  Af'"(^.7+û)  +  etc. 


Or ,  si  on  désigne  par  f, ,  iÇ^ ,  Ç^^ ,  etc.  les  fonctions  primes , 
secondes,  tierces,  etc.  relativement  à  j^,  il  est  clair  que  la  fonc- 
tion f  (jc,  ^  +  o  ) ,  considérée  comme  fonction  de  j^  +  o ,  et  indé- 
pendanunent  de  a:,  deviendra 

De  mcme ,  en  supposant  toujours  que  les  traits  appliqués  au  bas 
de  la  lettre  f ,  indiquent  les  fonctions  primes ,  secondes  ,  etc.  re- 
lativement à  jr,  des  fonctions  déjà  désignées  par  f,  f",  etc.,  on 
aura 


et  ainsi  de  suite 

Faisant  donc  ces  substitutions,  et  ordonnant  les  termes  parrap» 
port  aux  puissances  et  aux  produits  de  i  et  o,  on  aura 

où  la  forme  générale  des  termes  est 


i'"o» 


(i.a.3..../ii)  (i.a.l...ii)    -(^'•^J' 

74.  Dans  le  procédé  que  nous  venons  de  suivre  pour  avoir  le 
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développement  de  f(^+*,^-f-o),  nous  avons  commencé  par 
substituer  dans  f  (x,  j^),  a:-j-i  pour  x^  et  nous  avons  développe 
suivant  «,  nous  avons  ensuite  substitué  dans  tous  les  termes 
de  ce  dévelojçement  ^  y  +  o  pour  y  ,  et  nous  avons  dé- 
loppé  suivant  o.  Or,  il  est  visible  qu'on  aurait  identiquement  Te 
même  résultat ,  si  on  commençait  par  la  substitution  de  ^  +  a 
pour  y^  et  par  le  développement  suivant  o ,  et  qu'on  fît  ensuite 
la  substitution  de  x  -f-  i  pour  x ,  et  le  développement  suivant  L 
De  cette  manière,  on  aurait  d'abord  les  fonctions  primes,  se- 
condes, etc.  relativement  à^,  savoir,  ^X^^y)  y^i^x  ,^),etc.  ; 
ensuite  on  aurait  les  fonctions  primes ,  secondes  ,  etc.  de  celles-ci 
relativement  à  o:,  qui,  suivant  la  notation  que  nous  venons 
d'établir,  seraient  représentées  par  ï\{x^y)^  r(x,^),  etc., 
f^(a:,^),f][(a:,j^),  etc.;  et  on  obtiendrait  ainsi  la  même  for- 
mule que  ci  -  dessus ,  connue  cela  doit  être.  Or ,  dans  le  premier 
procédé,  la  fonction  {[  (x^y)  s'obtient  en  prenant  d'abord  la  fonction 
prime  de  f(x,j)  relativement  à  x,  ce  qui  donne  ï'{xjy)^  et 
ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci  relativement  à  j^  ;  et  dans  le 
second  procédé ,  la  même  fonction  s'obtient  en  prenant  d'abord  la 
fonction  prime  def  (jc,j^)  relativement  àj^,  ce  qui  donne  ï^{xyy\ 
et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci  relativement  à  x. 

D'où  il  suit  qu'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  se  fasse  la 
double  opération  nécessaire  pour  passer  de  la  fonction  primitive 
î{x^  y)  à  la  fonction  dérivée  f^'(x,^);  et  comme  on  doit 
£re  la  même  chose  des  autres  fonctions  marquées  par  des  traits 
placés  au  haut  ou  au  bas  de  la  caractéristique  f,  on  en  peut  con- 
clure en  général  que  les  opérations  indiquées  par  ces  traits , 
sont  absolument  indépendantes  entre  elles  et  qu'elles  conduisent 
aux  mêmes  résultats,  quelqu'prdre  qu'on  suive  en  prenant  les 
foûétions  primes  relativement  à  x  et  à  j^,  indiquées  par  chacun  des 
traits  supérieurs  ou  inférieurs.  Ainsi ,  par  exemple ,  on  aura  éga- 
lement la  valeur  de  î]{Xyy)^  en  prenant  la  fonction  seconde 
de  f(j^,^)  relativement  à  j?,  et  ensuite  la  fonction  prime  de 
celle-ci  relativement  à  j^,  ou  en  prenant  d'abord  la  fonction  prime 
de  f(a:,  j^)  relativement  à  j^,  et  ensuite  la  fonction  seconde  de 
celle-ci  relativement  à  or,  ou  bien  en  prenant  la  fonction  prime 
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de  f(x,  jk)  relativement  à  a:,  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci 
relativement  à  j',  et  enfin  la  fonction  prime  de  cette  dernière  re- 
lativement à  X  ;  et  ainsi  des  autres. 

Il  est  évident  que  cette  conclusion  a  lieu  en  général ,  quelles  que 
soient  les  variables  x^y^  indépendantes  ou  non. 

75.  Soit,  par  exemple, 
on  aura  la  fonction  prime,  relativement  à  x^ 

m 

et  9a  fonction  prime  relativement  à  y  sera 

ensuite  la  fonction  prime  de  r(a:,  j^)  relativement  à^,  sera 

_      ^+y  ^y 


et  la  fonction  prime  de  ^lioc^y)  relativement  à  x  sera 

Quoique  ces  deux  expressions  de  î[{x^y)  paraissent  différentes, 
elles  sont  cependant  identiques;  car  elles  se  réduisent  Tune  et 
Tautre  à 

(axy  +y  )• 

Ensuite,  en  prenant  la  fonction  prime  de  i* {x^y)  relativement 
hx^  c'est-à-dire  la  fonction  seconde  de  îix^y)  relativement 
il  a;,  on  aura 

tl  prenant  maintenant  la  fonction  prime  de  celle-ci  relativement 
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^  yfOn  aura ,  après  les  rédactions , 


i»9 


f'A^yy) 


De  même,  en  prenant  la  fonction  prime  der(a:,  j^)  relativement 
kxy  on  trouvera 

^A^yy)=—^ ^î 

et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  do  là  qu'afin  que  des  fonctions  données  de  or  et  ^ 
puissent  être  prises  pour  des  fonctions  dérivées  d'une  même  fonc- 
tion primitive ,  il  faut  qu'elles  satis&ssent  à  certaines  conditions» 

Ainsi,  si  F(j:,jk)  et  9{xjy)  représentent  des  fonctions  don- 
nées de  X, ^;  pour  qu'on  puisse  supposer  F(x,  y)s=:P(a:,y)f 
et  <Pi^f  y)=if,{xjy)y  ilÊiudra  que  l'on  ait 

f:(x,^)=F,(a:,>^)=(p'(x,^). 
Et  en  général,  pour  qu'on  puisse  supposer  F  (x, ^)  =  f J^  (a: , ^ ) 
et  ^  (jc ,  j^)  =  f^  (x,  y)y  il  &udra  que  l'on  ait 

Par  exemple,  si  FCx,^)  =  5:^,,  ?>  (J?,^)  =  — j~p,  on 

pourra  supposer  F(,r,^)  =  r(,r, y),  ^(jc,  j^)  =  fX^,^)î  car 

on  trouve  F^  ( jc ,  j^)  =  .^  ^^ y = ?'  (^  1  Jk)  î  m^s  on  ne  pourrait 

pas  supposer  F(x,jK)  =  f!(^>J^)  et  <p{x,  y)z=:r'  (x^y);  car 
alors  il  faudrait  que  F'  (  j:  ,  ^)  =  ^^  -^j  J^)  »  ee  qui  n'est  pas. 

76.  En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  qui  entrent 
dans  une  fonction ,  si  on  donne  un  accroissement  à  chacune  de 
CCS  variables ,  et  qu'on  développe  la  fonction  suivant  les  dimensions 
formées  par  ces  ^fférens  accroissemens ,  qu'on  développe  ensuite 
de  la  même  manière  les  fonctions  produites  par  le  premier  déve- 
loppement^ et  ainsi  de  suite ,  il  règne  entre  ces  dififérens  dévelop- 
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f(a.+/,7)=f(^,jr)+/P(^,j)+i'r(x,jr) 

+  ^r(x,j.)+etc. 
Substituons  maintenant  partout  j+  o  à  la  place  de^,  on  aura 


f(^+',J  +  o)  =  f(^,7+o)+if'(x,^+o)+ir(a:,jr+o) 

+  Af'"(^.7+o)  +  etc. 


Or ,  si  on  désigne  par  f^ ,  f)^ ,  Ç^^ ,  etc.  les  fonctions  primes  , 
secondes,  tierces,  etc.  relativement  à  j^,  il  est  clair  que  la  fonc- 
tion f  («2:,  ^  +  o  ) ,  considérée  comme  fonction  de  j^  +  o ,  et  indé- 
pendamment de  Xy  deviendra 

De  même ,  en  supposant  toujours  que  les  traits  appliqués  au  bas 
de  la  lettre  f ,  indiquent  les  fonctions  primes ,  secondes  ,  etc.  re- 
lativement à  jr,  des  fonctions  déjà  désignées  par  f,  f",  etc.,  on 
aura 

r'(^,J+o)  =  r(x,j)+of;(ar,j.)-f.^f:(a:,j^)  +  etc., 

et  ainsi  de  suite 

Faisant  donc  ces  substitutions,  et  ordonnant  les  termes  parrap-^ 
port  aux  puissances  et  aux  produits  de  t  et  o,  on  aura 

+  î^f;(a:,j^)H-'^f:(^,j.)  +  ^f,,(a:,j.)  +  elC., 
où  la  forme  générale  des  termes  est 


i«o» 


(i.a.3..../ii)  (i.a.l...ii)    -V-^'-^J* 

74.  Dans  le  procédé  que  nous  venons  de  suivre  pour  avoir  le 
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my  y  etc.  à  la  place  de  a:,j,  z  y  il  est  clair  qu'elle  deviendra 

f(jc,j^,z...)+  f(  1  )+     f(2)+     f(3)+etc., 

-|-/«f(  1  )  +  m'f(  a  )  +m'f(  3  )  +etc., 
+/wf  (i,  i)-j- /w*f  (i,a)  + /?»'f(i,3)  H- etc., 
4- wf (a,  i)  +  /?«*f (a, a)  -|-  /w^f  (a,  5)  -4- etc^ 
+  /?if  (3,  i)  +  m»f  (3,  a)  -f-  m^f (3, 3)  +  etc., 
+  etc. 

D'un  autre  coté ,  il  est  visible  que  ces  deux  substitutions  succes- 
sives équivalent  à  une  substitution  nnique  qu'on  ferait  dans  la  fonc- 
tion fC^r,/*,  z...)y  en  mettant 

x  +  {i  +m)  <ty    J+ii+m)  fiy    2-^(i-^,n)y,     etc- 


à  la  place  de  x ,  / ,  2 ,  etc. ,  et  qui  donnerait ,  par  le  déveloj^ment, 

{{xyfyZ. ..)  +  (i+w)  f  (1)  +  {i+my  f  (2)+  {i+my  f  (3)  +  etc. 

Ainsi,  il  faudra  que  ces  deux  développemens  soient  identiques, 

et  que  par  conséquent  les  termes  qui  renferment  les  mêmes  di- 

.mensions  a,  j3,  5.,  etc.  soient  égaux  de  part  et  d'autre,  quelle 

que  soit  d'ailleurs  la  quantité  m.  On  aura  donc  les  comparaisons 

suivantes  : 

f(i)+/iif(i)=(i4-m)f(i), 
'     f(a)  +  m^f(a)+mf(i,i)  =  (i+m)T(a), 

f(3)  +  w^f(3)+A«*f(i,a)+/nf(a,i)  =  (.i-f-/w)^f(3),    . 

f  (4)^m4f  (4)  +./w3f  (1,3)  +  /7i*f.(a,a)  H-iwf  (3,1)  =;  (i+/w)4f(4)  j 

et  ainsi  de  suite. 

Et  comparant  encore  les  termes  afiëctés  des  mêmes  puisstoces 
de  /7i ,  on  tirera  ces  valeurs 


f(l,l)z=»f(3), 
f(l,3)=5f(3),      f(3,l.) 
f(l,3)  =  éf(4),      f(3,3) 

etc. 


3f(3) , 

6f{^l  f(3,i)«éf(4), 
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pemenSjtine  loi  que  nous  allons  exposer  d'une  mamèrc générale, 
parce  qu'elle  peut  être  utile  dans  quelques  occasions. 

Soit  {(jCj^y  z...)  une  fonction  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes Xj  y  ,  Zj  etc.  j  supposons  que  par  la  subslilulion  de  x  +  ety 
y  +  fiy  z  +  y,  etc. ,  à  la  place  dex^y^Zy  etc. ,  et  par  le  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  et  les  produits  de  a,  i3,  >,  etc.^ 
cette  fonction  devienne 

f(^,  j^,  z...)  +  f(i)+f(2)+f(3)  +  etc. 

Je  dénote  par  f  (i)  la  somme  de  tous  les  termes  où  les  quantités 
^  î  /2  ?  >  j  etc.  seront  à  la  première  dimension,  par  f  (2),  la  sonmie 
de  tous  les  termes  où  ces  mêmes  quantités  formeront  deux  dimen- 
sions y  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  de  plus  qu'en  faisant  la  même  substitution  et  le 
même  développement  dans  les  fonctions  f(i),  f  (2) ,  f(5),  etc.  j 
elles  deviennent 

f(i)  +  f  (1,1)  +  f  (1,2)  +  f  (1,3)  -f.  etc., 
f(2)  +  f  (2,1)  +  f  (2,2)  +  f  (2,3)  +  etc. , 
f(5)  +  f  (3,0  +  f  (3,2)  +  f  (3,3)  +  etc. , 
etc. , 

où  je  dénote  par  f(i,i),  f(i,2),  etc.,  les  rangs  successifs  des 
termes  du  développement  de  f  (1) ,  de  manière  que  ,  puisque  les 
quantités  a,  jS,  5.,  etc.  sont  à  la  première  dimension  dansf(i)^ 
elles  formeront  deux  dimensions  dans  f(i,i) ,  trois  dimensions  dans 
f  (1,2)  ;  et  ainsi  des  autres.  Par  cette  notation ,  on  voit  qu'en  général 
la  quantité  désignée  par  f  (m,»)  renfermera  tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  f  C  '^  )  >  où  les  quantités  et ,  /3 ,  5. ,  etc.  formeront 
m  +  n  dimensions. 

Cela  posé,  si  on  substitue  d'abord  x^^^etyj^fiyZ^y^  etc. 
dans  la  fonction  {{Xyjy  z. ..),  elle  deviendra 

f(^,Jr,z-..)  +  f(i)  +  f(2)-4-f(3)  +  etc.; 
et  si  on  substitue  ensuite  dans  celte  quantité,  x^mx.r+mfi , 
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rieurs  qui  se  rapportent  à  Fune  des  yarîables  Xy  et  par  des  traits  ûifé- 
rieurs  qui  se  rapportent  à  l'autre  variable  ^^  nous  nommerons  fono 
lions  primes ,  secondes ,  etc.,  selon  a:  ou  / ,  les  fonctions  marquées 
par  de  seuls  traits  supérieurs  ou  inférieurs ,  et  nous  nommerons 
simplement  fonctions  primo  ^ primes  ^  secundo  ^ primes ,  primo  ^se^ 
condes  y  les  fonctions  marquées  à  la  fois  par  des  traits  supérieurs 
et  inférieurs,  en  énonçant  le  trait  supérieur  le  premier  et  l'inférieur 
le  second. 

On  trouvera  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  dans  la  leçon  XIX  du 
Calcul  des  Fonctions. 
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Donc  par  les  termes  du  premier  développement  général,  on  pomra 
avoir  inmiédiatement  ceux  de  tous  les  développemens  partiel» 
suivana. 

77.  A  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  pratiqué  pour  les  fonc- 
tions d'une  seule  variable ,  si  on  regarde  z  comme  une  fonction 
de  X  et  y ,  on  pourra  dénoter  par  z\  z^ ,  z",  «^' ,  z^^ ,  etc.  ces  dîfie- 
rentes  fonctions  dérivées  y  en  appliquant  à  la  lettre  z  les  mêmes 
traits  qu'on  appliquerait  à  la  caractéristique  f  de  la  fonction  f(xy  j^) 
qu'on  suppose  représenter  la  valeur  de  z^  et  on  nonunera  ces 
fonctions  de  la  même  manière. 

Ainsi,  X  devenant  x+i,  et  j-  devenant  ^+  o,  la  quantité  Zj 
fonction  de  x^y^  deviendra  ( art.  73  ), 

^iz'^z^  4.  i*  z''+iaz]+  ^  z,rh  ^  ^'"+'^  <+  T^^+  ^^///+^*^-> 
le  terme  général  de  cette  série  étant  ^  comme  dans  l'endroit  cité  ^ 

î!!£! -3- 

A  Pégard  de  la  manière  de  trouver  ces  différentes  fonctions ,  il 
est  clair  qu'il  n'y  a  qu'à  suivre  les  mêmes  règles  que  pour  les 
fonctions  d'une  seule  variable  ;  les  traits  supérieurs  de  la  carac- 
téristique  indiquant  l'ordre  de  la  fonction  dérivée  relativement  à 
X  seul,  et  les  traits  inférieurs  indiquant  l'ordre  de  la  fonction  déri- 
vée relativement  à  y  seul. 

Ainsi,  en  prenant  les  fonctions  primes  de  2,  selon  xetjr^  on 
aura  les  valeurs  de  z'  et  2,  ;  et  de  là ,  en  prenant  encore  les  fonc- 
tions primes  relativement  kx  etay^  on  aura  les  fonctions 
du  second  ordre  a",  a',z,^;  et  ainsi  de  suite. 

U  est  bon  de  remarquer  ici  que  pour  les  fonctions  de  deux 
riables ,  il  y  a  deux  fonctions  dérivées  du  premier  ordre  z'  et  z, , 
trois  du  second  ordre  s",  z',  2,^,  etc.,  de  sorte  que  pour  l'ordre  m*'*', 
il  y  aura  un  nombre  w  +  1  de  fonctions  dérivées. 

Comme  nous  distinguons  ces  fonctions  dérivées  par  des  traits  supé* 
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ferons 

f(^>r )  =  f(*  — -^^^ ,  j— /a)  +  P, 

F  étant  une  fonction  de  z  qui  devra  être  évidemment  nulle  lors* 
que  z=:o.  Puisque  la  quantité  z  peut  être  quelconque ,  nous  pouvons 
prendre  Tcquation  prime  relativement  à  z ,  et  par  les  principes  et 
la  notation  établis ,  il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  prime  de 

f  (  a:  —  xz ,  j^  - — yz  ) ,  prise  relativement  à  z ,  sera 

donc ,  désignant  par  P'  la  fonction  prime  de  P,  prise  aussi  relati- 
vement à  z  ,  on  aura  ,  pour  la  détermination  de  P,  Téquation  du 
premier  ordre 

*  Considérons ,  en  second  lieu ,  les  trois  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  f(a:,  j),  et  disons 

H^yy)  =^^x^xz^y  —  yz)  +  xzï'{x'^xzyy—yz) 
+  jzÇ(x— xz,^— jz)-f-Q, 

Q  sera  une  fonction  de  z  qui  devra,  par  la  nature  même  de  cette 
équation ,  devenir  nulle  lorsque  z  =  o.  A  cause  de  l'indétermina- 
tion de  z ,  on  pourra  prendre  Téquation  prime  relativement  à  z  ; 
et  désignant  par  Q'  la  fonction  prime  de  Q,  on  trouvera,  après 
avoir  effacé  les  termes  qui  se  détruisent  dans  l'équation  prime , 
cette  équation  du  premier  ordre  pour  la  détermination  de  Q, 

Q'  =  x*zf'(x  —  xz,  y — yz)  '^^  2xyzï\{x '—  xz,  y  — yz) 

et  ainsi  de  suite. 

Pour  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  de  P,  0 ,  etc. ,  il  Êiudrait 
chercher  les  fonctions  primitives  des  quantités  P',  Q',  etc.  relati- 
vement à  z,  et  les  prendre  telles  qu'elles  soient  nulles  lorsque 
s=o.  Mais  comme  nous  n'avons  pas  besoin  des  expressions  gé- 
nérales de  ces  quantités,  mais  seulement  de  leurs  valeurs  relatives 
à  z  =  1 ,  que  même  il  suffit  d'avoir  des  limites  de  ces  valeurs ,  on 
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CHAPITRE  Xm, 

OÙ  Von  donne  la  manière  de  déi^elopper  les  fonctions  d^un 
nombre  quelconque  de  variables  en  séries  terminées  j  compo- 
sées  d*autant  de  termes  qu^on  voudra  j  et  d^avoir  la  valeur 
des  restes. 

78.  i  A  R  une  méthode  analogue  à  celle  du  chapitre  VI,  on  peut 
aussi  avoir  le  développement  d'une  fonction  quelconque  de  xet^ 
suivant  les  puissances  de  a:  et  j^ ,  et  déterminer  les  restes  de  la 
série  lorsqu'on  veut  l'arrêter  à  des  termes  quelconques.  £n  chan- 
geant dans  la  formule  de  l'article  73,  a:  et  j^  en  «a^— •^,^— ^î  en- 
suite i  et  o  eu  xzy  jZy  on  aura 

î{xyy)  —  f(x  —  xZyy'--'yz)  +  xzP{x'^xZyy—yz) 

-hyzf.ix-^  xz,y  —  yz)  +  -^  r{x—xz,y--yz) 


a 

A«.ft 


où  z  sera  une  quantité  quelconque  indéterminée  qui  étant  supposée 
égale  à  zéro ,  rendra  l'équation  identique ,  et  qui  étant  faite  =  1  y 
donnera 

f(ar,j.)  =  f.+  ^f/+J^f.,  +  ff/'+^J^f.:+-Çfv.  +  elc.^ 

formule  générale  du  développement  de  la  fonction  ((Xjjr)^  sui- 
vant les  puissances  de  j:  et^,  dans  laquelle  les  quantités  désignées 
par  f . ,  £',  C^ ,  etc.  dénotent  les  valeurs  des  fonctions  dérivées  sui- 
vant X  etjj^,  en  faisant  x  =  o  et  y=o. 

Supposons  maintenant  qu'on  ne  veuille  faire  ce  développement 
que  par  parties  ,  et  arrêtons-nous  d'abord  au  premier  terme ,  nous 


lÙf 
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etc. 


La  quantité  \i  répond ,  comme  Ton  voit,  à  la  quantité  que  noua 
ayons  désignée  par  j  dans  l'article  4o  j  nous  préférons  ici  l'expres- 
sion Al ,  parce  que  le  même  coefficient  A  se  trouve  dans  la  quantité 
Ao.  De  ces  formules  qu'il  serait  maintenant  aisé  d'étendre  aux 
fonctions  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables ,  on  peut 
déduire  la  conclusion  suivante  : 

Lorsque  dans  le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puis- 
sances et  les  produits  de  certaines  quantités ,  on  veut  s'arrêter  aux 
termes  d'un  ordre  donné,  c'est-à-dire,  dans  lesquels  ces  quantités 
forment  des  dimensions  d'un  degré  égal  à  l'exposant  de  cet  ordre , 
on  peut  supposer  le  reste  du  développement  égal  aux  seuls  termes 
de  l'ordre  suivant,  mais  en  y  conservant  ces  mêmes  quantités 
sous  les  fonctions ,  et  les  multipliant  toutes  par  un  coefficient  A 
dont  la  valeur  sera  entre  les  limites  o  et  i ,  et  qui  sera  la  même 
dans  la  même  fonction,  mais  qui  pourra  être  différente  dans  les 
différentes  fonctions. 


79»  Au  reste  ,  on  pourrait  aussi  appliquer  au  développement  de 
la  fonction  ï{x^i^  7  +  0)  la  méthode  de  l'article  37,  en  pr^ 
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pourra  faire  usage  de  la  méthode  employée  dans  le  chapitre  cité , 
pour  parvenir  à  des  conclusions  semblables  à  celles  de  l'article  3g. 

Ainsi,  en  désignant  par  X  un  nombre  indéterminé,  ou  plutôt 
iDconnu,  toujours  compris  entre  o  et  i ,  et  qui  devra  être  par- 
tout le  même  dans  la  même  fonction ,  mais  qui  pourra  être 
différent  dans  les  dififêrentes  fonctions ,  on  trouvera  les  expressions 
suivantes  : 

P=::rr(Aa:,  A7)+jf,(Aa:,  Xj), 

et  ainsi  des  autres. 

Donc ,  enfin ,  substituant  ces  valeurs  de  P ,  Q ,  etc.  dans  les  déve- 
loppemcns  de  f  (  or ,  ^  ) ,  et  faisant  z  =  i ,  on  aura  ces  formules 
générales  qui  renferment  une  extension  du  théorème  de  l'art.  4o: 

f(.r,j')  =  f.  +  xf  (Ax,  Ar  ) -Hj'fXAx,  Xr)  , 

4-^-f :  (Ao:,  Xjr)  +-Ç  f,  (  XX ,  Xr  )  ; 

+  ^f"'(Aa:,Ar)4-^f:(Aa:,Xj) 

s=etç. 

Donc ,  si  l'on  a  la  fonction  f (^  +  «,  j^  +  o)  à  développer  sui- 
vant les  puissances  de  i  et  de  o ,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  i  et  o 
à  la  place  de  x  et  ^  dans  les  formules  précédentes ,  et  les  quantités 
f.,f/,  f.,,  etc.  deviendront  f(x,^),  f  (^,  j),  f,(jt:,j^),  etc.,  où 
les  fonctions  dérivées  peuvent  être  prises  relativement  à  a:  et  j-, 
puisque  la  fonction  f(x  +  i,  j+o)  est  telle  que  ses  dérivées 
relativement  k  x  et  j^ ,  sont  les  mêmes  que  les  dérivées  relatif 
vement  à  i  et  o.  Ainsi ,  on  aura 
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fonctions  d'une  seule  variable ,  peut  s'appliquer  de  même  aux  fonc- 
tions de  deux  variables. 

Ainsi,  il  sera  facile  d'étendre  aux  fonctions  de  deux  variables , 
les  remarques  que  nous  avons  faites  dans  le  chapitre  V,  sur  le 
développement  des  fonctions ,  lorsqu'on  donne  aux  variables  des 
valeurs  déterminées ,  et  d'en  déduire  des  conséquences  et  des  ré- 
sultats semblables. 

Enfin ,  il  est  visible  qu'on  pourra  traiter  aussi  par  les  mêmes 
principes ,  les  fonctions  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  va- 
riables ,  puisqu'il  ne  s'agira  que  de  répéter  les  mêmes  opérations 
séparément  pour  chaque  variable. 
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nant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  i  et  o.  En  effet,  soit 

i{oc+i,y+o)  =  i{x,j)  +  i^  +  oQ. 

En  prenant  d'abord  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  a:  et^, 
on  aura 

Ensuite  si  on  prend  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  i  et  o ,  et 
qu'on  les  désigne  par  des  traits  placés  au  haut  et  au  bas,  mais  en 
arrière  des  lettres ,  on  aura  aussi 

P(jr:  +  j-,  j^+ o)  =  P+ iT+ o'Q, 
fy(^+**,^+û)  =  Q+i',P+o,Q; 

puisqu'il  est  évident  que  les  fonctions  dérivées  de  f(Jtr  +  i,^-l-o) 
sont  les  mêmes  par  rapport  à  j:  et  i,  et  par  rapport  à/  et  o.  De 
là  on  aura  % 

Q  =  ^(x,j)+^(P.-.P)  +  o(Q-,Q). 

Donc  si  on  fait 

R=F-T,    S=(r-^Q  +  P,-,P,    T  =  Q,~,Q, 

on  aura ,  en  substituant  oes  valeurs , 

f('^  +  ^7  +  o)  =  f(a:,j)  +  /f'(j:,7)  +  of^(j:,j) 

+  i*R  H-  /oS  +  o*T , 

et  l'on  pourra  de  la  même  manière  pousser  le  développement 
aussi  loin  qu'on  voudra  ;  de  sorte  qu'en  connaissant  les  expres- 
sions analytiques  des  premiers  restes  P,  Q,  on  trouvera  tous  les 
suivans  par  les  simples  fonctions  dérivées  de  ces  restes. 

80.  Puisque  les  fonctions  dérivées  de  deux  variables  se  forment 
de  la  même  manière ,  et  par  les  mêmes  règles  que  celles  d'une  seule 
variable ,  en  considérant  chaque  variable  séparément  et  successi- 
vement, il  s'ensuit  que  tout  ce  que  nous  avons  démontré  sur  les 


PREMIÈRE  PARTIE ,  CHAP.  XIV.  i4i 

ment  à  x^y^z^  considérées  séparément ,  et  comme  des  variables 
indépendantes  ,  il  est  aisé  de  voir ,  par  les  principes  établis 
pour  les  fonctions  d'une  seule  variable,  que  *  [ F' (x)  +  is'F' (;5)] 
^ra  le  terme  affecté  de  i",  et  o  [F' (7)  +  z^^  (  2)]  le  terme  aflfecté 
de  o  dans  le  développement  de  F  (  jt  ,  7,  is) ,  après  la  substitution 
de  a:  +  *  et  7  +  o  pour  x  et  7 ,  z  étant  regardé  comme  fonctioa 
de  X  et  j. 

Ainsi ,  F'  {x)  4-  2'F'  (z)  sera  la  fonction  prime  relative  à  a: ,  et 
F'  (7)+z^F'(z)  la  fonction  prime  relative  kj  de  F  {x^jr^  z)  \  de  sorte 
qu'on  aura  ces  deux  équations  primes 

F(x)+2'F(«)  =  o,    F(7)  +  z,F(z)=oi 


d'où  l'on  tire 


Ayant  ainsi  les  valeurs  de  7!  et  z^^  on  en  déduira  celles  de  d'y 
z\^  Zf^j  etc. ,  en  prenant  de  nouveau  les  fonctions  primes  de  celles*-ci 
relatives  à  x  etj  j  et  ainsi  de  suite. 

8a.  On  peut  aussi  rappeler  immédiatement  cette  théorie  à  celle 
des  fonctions  d'une  variable,  en  regardant  z  comme. donné  en  x 
et  ^ ,  et  ^  comme  une  foiiction  indéterminée  de  x.  Ainsi ,  en  re- 
gardant d'abord  jr  etz  comme  fonctions  de  or ,  la  fonction  prime 

de  F  (a:, 7",  z)  aéra, 

F(x)+yF'(7)+.z'F(z)î 

mais  z  étant  considéré  comme  fonctioài  de  x  et  ^ ,  et  ^  comme 
fonction  de  x ,  la  fonction  prime  de  z  sera  représentée  par  «'H-J^«/; 
mettant  cette  valeur  à  la  place  de  z',  on  aura 

rxx)+zT{z)  +y  [F  (jr)  +  z,r{z)} 

pour  la  fonction  prime  de  F  {x^jr,  z). 

Donc ,  ayant  l'équation  ¥(x^jr^  z)  =  o,on  aura  l'équation 
prime 

F  (or)  +  ^'F  (z) +/ [F' (7) -f.  *,F  (z)]= o. 
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CHAPITRE  XIV. 

Des  équations  dérivées  d'une  équation  entre  trois  variables. 
Des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  équations 
primitives  complètes  entre  trois  variables. 

8i.  JLoRSQu'uNE  fonction  z  n'est  donnée  que  par  une  équation 
entre  x ^j y  z^  on  considérera  que  comme  celte  équation  doit 
avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  jc  et  j^,  il  s'ensuit 
qu'elle  aura  lieu  aussi  en  y  mettant  j:+i  et^^  +  o  à  la  place 
de  jc  et  ^ ,  quelles  que  soient  les  quantités  i  et  o  j  de  sorte  qu'en 
développant,  après  cette  substitution,  l'équation  suivant  les  puis- 
sances et  les  produits  de  i  et  o ,  il  faudra  que  les  termes  multî* 
plies  par  une  même  puissance  ou  produits  de  i  et  o ,  forment  des 
équations  séparées.  Mais  nous  venons  de  voir  que  dans  le  déve- 
loppement d'une  fonction  de  x  et^,  les  termes  multipliés  par  i 
donnent  la  fonction  prime  selon  x^  ceux  multipliés  par  o  donnent 

la  fonction  prime  selon  ^,  ceux  multipliés  par  -  donnent  la  fonction 

seconde  selon  x ,  etc.  Donc ,  ayant  une  équation  quelconque  entre 
X ,  j^ ,  z ,  et  regardant  z  comme  une  fonction  de  x  et  ^  donnée  par 
cette  équation,  on  pourra,  en  prenant  les  différentes  fonctions  dé- 
rivées de  tous  ses  termes ,  en  déduire  autant  d'équations  dérivées 
de  différens  ordres,  qu'on  appellera  de  même ,  équations  primes,  se- 
condesy  etc.  selon  x  ou j^,  équations  primo-primes ,  secundo-primes,  etc., 
et  en  général,  équations  dérivées  du  premier  ordre  y  du  second  ordre ^  etc. 
Ces  équations  serviront  à  trouver  les  valeurs  de  z',  z^,  z",  z^',  z^^,  etc. 

Si  donc  on  représente  par  F(x,^,  z)=:o  l'équation  proposée 
pour  la  détermination  de  z,et  qu'on  désigne  simplement  parF'(x), 
F '  (  j^) ,  F'  (  z)  les  fonctions  primes  de  F  (x  ,7* ,  z) ,  prises  relative- 
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aura  encore  la  même  équation  du  premier  ordre  par  Télimina* 
tion  des  deux  arbitraires  a  et  bj  quoiqu'elles  ne  soient  pas  cons« 
tantes ,  pourvu  que  les  deux  équations  primes  soient  encore  de  la 
même  forme. 

Désignons  simplement  par  F'  (a)  et  F'  (A)  les  fonctions  primes 
de  F  (  X  5  ^,  z  ) ,  prises  relativement  aux  quantités  a  et  b  conte^- 
nueâ  dans  cette  dernière  fonction  ;  il  est  aisé  de  voir  par  les  prin- 
cipes établis ,  que  si  a  et  ^  sont  regardés  comme  des  fonctions 
de  jc  et  7,  la  fonction  prime  de  F(x,/,  z)  relative  à  Xj  devra 
être  augmentée ,  à  raison  des  deux  nouvelles  variables  a  et  &,de 
la  quantité  a'F'(a)  +  i'F'  (i),  et  que  la  fonction  prime ,  relative  kj-^ 
devra  être  augmentée  pareillement  de  «^F'(a)  H-i,F'(i). 

Supposons  &  =  fa,  on  aura,  en  prenant  les  fonctions  primes 
relativement  axetjr^ 

b^  =  aTa      *,=  «/«; 

donc  les  quantités  à  ajouter  aux  deux  fonctions  primes  seront 

a'[F{a)  +  PaXF'{b)]     et    ^,  [F(a)+ fa  X  F(A)]; 

par  conséquent,  elles  disparaîtront  à  la  fois  en  prenant  a  telle 
qu'elle  satisfasse  à  Téquation 

la  fonction  &  de  ^^  qu'on  a  prise  pour  &,  demeurant  absolument 
arbitraire. 
De  là  résultent  donc  ces  conclusions  importantes  : 
!•.  Que  Péquation  primitive  qui  satisfait  en  général  à  une  équa- 
tion du  premier  ordre ,  doit  renfermer  une  fonction  arbitraire  j 

a*.  Que  si  pour  une  équation  donnée  du  premier  ordre,  on 
trouve  une  équation  primitive  F(j:,^,  2)=o,  qui  renferme  deux 
constantes  arbitraires  a  et  é,  il  n'y  aura  qu'à  faire  £=& ,  et  prendre 
a  de  manière  qu'elle  satisfasse  à  l'équation 

F(a)  +  raxF(*)  =  o; 
la  fonction  désignée  par  fa  sera  la  fonction  arbitraire  ; 
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Mais  y  étant  regardé  comme  une  fonction  indéterminée  de  jt  y 
l'équation  précédente  doit  avoir  lieu ,  quelle  que  soit  la  fonctioQ 
^'j  elle  s4  décomposera  donc  en  ces  deux-ci, 

F(x)  +  zT(z)=o,    F(j)  +  z,F(z)=o, 

comme  plus  haut. 

On  pourrait  trouver  de  la  même  manière  les  équations  dérivée» 
des  ordres  supérieurs. 

85.  Cela  posé,  considérons  en  général  l'équation 

elle  donne  les  deux  équations  primes 

F(jc)+zT'(z)=o    et    F'(^)  +  2,F(z)  =  o, 

qui  auront  par  conséquent  lieu  en  même  temps  que  la  proposée. 
Donc  une  combinaison  quelconque  de  ces  trois  équations  aura 
lieu  aussi,  et  pourra  par  conséquent  tenir  lieu  de  l'équation 
primitive. 

^  Soient  a  ^\h  deux  constantes  quelconques  contenues  dans  la 
fonction  F(jc,7^,j3),  ces  constantes  seront  les  mêmes  dans  les 
fonctions  dérivées  F'  {x) ,  F'  {y) ,  F'  {z)  j  ainsi  on  pourra ,  au  moyen 
des  tcois  équations  dont  il  s'agit,  éliminer  ces  deux  constantes , 
et  l'équation  résultante  sera  une  équation  du  premier  ordre  entre 
a:,^,  z,  z'  et  z^  qui  renfermera  deux  constantes  de  moins  que 
l'équation  primitive.  Donc,  réciproquement,  si  on  n'a  pour  la 
détermination  de  a  en  a:  et  ^  qu'une  équation  du  premier  ordre 
çntre  x^jr^z^z'  et  2, ,  l'équation  primitive  entre  x  ^j  et  z  devra 
contenir  deux  constantes  arbitraires. 

Ceci  est  analogue  à  ce  que  nous  avons  vu  relativement  aux 
fonctions  d'une  seule  variable  (  art.  46)  j  mais  nous  avons  vu  aussi 
(art.  60)  que  la  quantité  arbitraire  qui  doit  se  trouver  dans  l'équa- 
tion primitive,  peut  n'être  pas  constante,  et  donner  cependant 
par  l'élimination  9  la  même  équation  du  premier  ordre.  La  même 
chose  peut. donc  avoir  lieu  ici  j  et  il  est  aisé  de  concevoir  qu'on 
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aura  encore  la  même  équation  du  premier  ordre  par  Félimina* 
tion  des  deux  arbitraires  a  et  bj  quoiqu'elles  ne  soient  pas  cons^ 
tantes ,  pourvu  que  les  deux  équations  primes  soient  encore  de  la 
même  forme» 

Désignons  simplement  par  F'  (a)  et  F'  (b)  les  fonctions  primes 
de  F  (x,^,  z),  prises  relativement  aux  quantités  a  et  b  conte^ 
nues  dans  cette  dernière  fonction  ;  il  est  aisé  de  voir  par  les  prinr 
cipes  établis ,  que  si  a  et  ^  sont  regardés  comme  des  fonctions 
de  jc  et/,  la  fonction  prime  de  F(x,/,  z)  relative  à  jc,  devra 
être  augmentée ,  à  raison  des  deux  nouvelles  variables  a  et  ^,  de 
la  quantité  aT'(a)  +  b'F'  (i),  et  que  la  fonction  prime ,  relative  kj-^ 
devra  être  augmentée  pareillement  de  ^^(a)  H-A^F'(i). 

Supposons  i=:fa,  on  aura,  en  prenant  les  fonctions  primes 
relativement  a  xet  jy 

b^  =  aTa       b^=^a^Pai 
donc  les  quantités  à  ajouter  aux  deux  fonctions  primes  seront 

a'[r{a)  +  Paxr{b)]     et    û,  [F'(a)+ fa  X  F(A)]; 

par  conséquent ,  elles  disparaîtront  à  la  fois  en  prenant  a  telle 
qu'elle  satisfasse  à  Téquation 

F(.i)  +  raxF(*)  =  o; 

la  fonction  fa  de  a  y  qu'on  a  prise  pour  &,  demeurant  absolument 
arbitraire. 
De  là  résultent  donc  ces  conclusions  importantes  : 
!•.  Que  l'équation  primitive  qui  satisfait  en  général  à  une  équa- 
tion du  premier  ordre  ,  doit  renfermer  une  fonction  arbitraire  j 

a*.  Que  si  pour  une  équation  donnée  du  premier  ordre,  on 
trouve  une  équation  primitive  F  (j:,^,  z)=o,  qui  renferme  deux 
constantes  arbitraires  a  et  é,  il  n'y  aura  qu'à  faire  bz=zfà ,  et  prendre 
a  de  manière  qu'elle  satisfasse  à  l'équation 

F(a)  +  raXF(*)  =  o; 

la  fonction  désignée  par  fa  sera  la  fonction  arbitraire  ; 
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3*.  Qu'ayant  une  équation  quelconque  entre  x^  y^  z  qui  ren- 
ferme une  fonction  donnée ,  on  en  peut  déduire  une  équation  dtt 
premier  ordre  où  cette  fonction  ne  se  trouve  plus.  En  efiet ,  si 
<^p  est  la  fonction  qu'on  veut  faire  disparaître ,  p  étant  une  fonc* 
tion  donnée  de  x^y  ^z^  il  n'y  aura  qu'à  prendre  les  deux  équa- 
tions primes ,  suivant  x  et  suivant  j^,  de  l'équation  proposée  ,  on 
aura  trois  équations  qui  renfermeront  (pp  et  ^';?,  en  désignant  par 
<p^p  la  fonction  prime  de  ^p  prise  relativement  à  p  ;  d'où,  éliminant 
ces  deux  fonctions ,  il  résultera  une  équation  du  premier  ordre  où 
la  fonction^;?  ne  se  trouvera  plus- 

84.  Soit,  par  exemple ,  z — ax  —  Aj  —  cs=o  une  équation  doiv 
née;  les  deux  équations  primes  seront 

;s'  —  a  =  o,     z^-— i=:Oj 

éliminant  a  et  A  de  ces  trois  équations,  on  aura  l'équation  dii 
premier  ordre 

dont  z  —  ax — bjr — c  =  o  sera  l'équation  primitive,  a  et  ^  étant 
les  constantes  arbitraires. 

Maintenant ,  en  supposant  z  —  ax  —  */  —  c=  F  (  a: ,  ^ ,  z)y 

on  aura 

FW  =  -a:,    F(5)=-.jr. 

Donc,  faisant  i  =  fa ,  l'équation  poiur  déterminer  a  sera 


X  — jrï'a  =;  o  j    d'où  l'on  tire    fa  =  - 

y 


X 


ce  qui  donne 

P  désignant  la  fonction  inverse  de  f .  Ainsi  la  fonction  f  étant  in- 
déterminée ,  la  fonction  ^  le  sera  aussi  ;  donc  a  eX  b  seront  deux 

fonctions  indéterminées  de  -,  ou  plutôt  dépendantes  d'une  même 

fonction  indéterminée  de  ^  ;  et  A  +  —  sera  par  conséquent  une 

fonction 
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fonction  indéterminée  de  -.  Désignant  donc  cette  fonction  simple-: 
ment  par  (p  f -J  ,  rëquatîon  primitive  deviendra 

Si  on  prend  les  deux  <^quations  primes  de  celIeK^i,  on  aura 
2'-<p(j)=o,    et    s,-(p(|)+^  (|)x^  =  o. 

Eliminant  de  ces  trois  équations  les  deux  inconnues  ?(-)  et^'  {-\ 
on  aura  y  comme  plus  haut , 

z— a:z' — /z^ — c  =:  o 

pour  l'équation  dérivée  du  premier  ordre,  délivrée  de  la  fonc-. 
tion^Q. 
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CHAPITRE  XV. 

Formule  remarquable  pour  'le  développement  en  série  d^une 
Jonction  quelconque  de  l'inconnue  z  de  V équation  z=x+yf.z. 

85.  Cjette  propriété  des  équations  primes  de  pouvoir  servir  à 
faire  disparaître  une  fonction  quelconque ,  est  très-utile  dans  beau- 
coup d'occasions ,  et  surtout  pour  les  développemens  en  série. 
Pour  en  donner  un  exemple ,  soit  proposée  l'équation 

pour  la  détermination  de  z,  £5  étant  une  fonction  quelconque  de  «, 
et  supposons  qu'on  demande  la  valeur  de  z  en  série  suivant  les 
puissances  de  j*  ;  il  est  visible  que  les  deux  premiers  termes  seront 
a:+j£r;  et  si,  pour  trouver  les  termes  suivans  ,  on  suppose 
2:  =  jc  +JÎX  +  A/*  +  Bt*^  -}•  ^tc. ,  il  faudra  développer  la  fonction 
îz  suivant  les  puissances  de  y ,  et  comparer  ensuite  les  termes 
pour  pouvoir  déterminer  les  valeurs  de  A ,  B ,  etc.  ;  mais,  de  cette 
manière ,  on  n'aurait  pas  la  loi  de  ces  valeurs  ;  il  y  aura  donc  de 
l'avantage  à  employer,  au  lieu  de  l'équation  proposée  ,  une  équation 
du  premier  ordre  où  la  fonction  îz  ne  se  trouve  pas. 

Prenant  donc  les  équations  primes  suivant  x  et  suivant  j ,  on 
aura 

z'=i+7f'sX2',    et    Zj  —  ÏZ'\'j'VzXz,, 

en  dénotant  par  {'z  la  fonction  prime  de  ïz  relativement  à  %  j  d'où 
éliminant  ï'z ,  on  tire  d'abord 

z^  —  z'îz  =  0. 

Mais  l'équation  primitive  donne 

n  Z X 
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donc,  substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  équation,  on  aura 
cette  équation  du  premier  ordre ,  délivrée  de  ùi , 

Comme  le  premier  terme  de  l'expression  de  z  en  série  de  /  est 
évidemment  j:,  nous  supposerons  en  général , 

A  y  B ,  C ,  etc.  étant  des  fonctions  de  x ,  nous  aurons 

z'  =  1  +  Ay  +  B>*+c:r'  +  etc., 

A',  B',  etc.  étant  les  fonctions  primes  de  A ,  B ,  etc. ,  regardées 
comme  fonctions  de  x;  ensuite 

z,  =  A  +  2B;^+3C^+ 4D;^H-etc.); 

donc  on  aura ,  en  substituant  ces  valeurs , 

(i+A>-  +  B>"+Cy+ctc.)(A  +  B7  +  Cr+etc.) 

— A — 23/- — 3(^* — etc.=oj 
»aYoir, 

CAA'— B)^+(BA'  +  AB'~aC)7* 

+(  CA'  +  BB'  +  AC—  3D  )y  +  etc.  =  o; 
d'où  l'on  tire  tout  de  suite 

B  =  AAS    C  =  i(AB'4-BA'), 

D=g(AC  +  BB'  +  CAO,    etc. 

Ici  la  quantité  A  demeure  indéterminée  ;  mais  nous  avons  déjà 
vu  que  les  deux  premiers  termes  de  z  dans  l'équation  proposée 
sont  x+jlx,  par  conséquent,  on  aura  A=  £r  ,  et  de  là 

A==fa:,    B=:£rrx,    B'=£rf"a:  +  (ra:)"  j 
donc 

C  =  i(a£ï;rx*H-Ci:Ta:),    etc. 
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Tout  se  réduit  donc  à  trouver  ces  fonctions  dérivées ,  et  à  les 
mettre  sous  une  forme  simple  et  régulière.  Pour  cela,  nous  repren- 
drons les  deux  équations  primes  trouvées  ci-dessus  (art.  85,  86) , 

z,  — z'te  =  o     et    —  =  — , 
lesquelles  donnent  celles-ci , 

u^  ==  a'fi    et    z^  =  a'fe. 

On  aura  donc,  i*, 

Uy  =  v!Sz  ; 

a*,  en  prenant  les  fonctions  primes  selon  y , 

fz  dénote  la  fonction  prime  de  z  relativement  à  js  ^  or ,  de  la  pre^- 
miérc  équation ,  on  tire  aussi  cette  équation  prime  relative  à  x , 

donc ,  substituant ,  on  aura 

5**.  en  prenant  encore  les  fonctions  primes  relatives  à  jr^  on  aura 

> 

«,„=(tt'fz*);j    or    (tt'fe«X=:a;fe*  +  2«'2>^;'-X 
substituant  les  valeurs  de  u[  et  de  z^ ,  données  ci-dessus ,  on  aura 

(  u'ïz*  ),  =  li'h^  4-  'hu'z'î'zîz.'  =  (  u'is^  y  ; 

donc  ,  prenant  les  fonctions  primes  relatives  à  ji; ,  on  aura 

(«'fe»):=(«'f^' )"=«„.; 

et  ainsi  de  suite. 
Donc ,  puisque  w=  cpz,  on  aura  u!  =  z'^'z ,  par  conséquent , 

u^=z'(p'ziz,     xi^^=:{z'<p'zSz'y,     w,,,=  {z'<p'z[z^f,     etc. , 

^'z  étant  la  fonction  prime  de  <pz  relativement  à  z  seul,  et  les 
exposans  de  z  indiquant  les  puissances  de  h. 
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Faisons  maintenant  ^=o,  l'équation  proposée   z 
donnera  z  =  or  ;  donc 


j 


1,     <pz  =  ^a:,    ^'zz=L^^x    et    &  =  £r; 


donc  enfin 


P=^a:,     Q=(p'a:er,     R=^(^'xfa:%     S  =  ^  ((p'jcfjt:^)",     etc. 

comme  ci-dessus. 

Pour  montrer ,  par  une  application ,  l'usage  de  cette  formule , 
sôît  proposée  l'équation 

Z=:X  +^^"', 

a;  et^  étant  des  quantités  données,  et  qu'on  demande  la  valeur 
de  i5"  en  série  suivant  les  puissances  dej^jonfera  donc 


donc  aussi 


-fe^as",  çz=  2"; 


et  l'on  aura  sur-le-champ 

Q=rnJC-+— ', 

R= 


«  r 


â.3 
etc.  ; 


)' 


».       I 


2.3 


•  •       ' 


!  !••:  rtl^ 


de  sorte  qu'on  aura 


\'-  t  ^i 


.    •) 


*     '   I 


>  j  ( 


^  n(3m-Hn-^iK5m+n-a)  ^^.-^j,,^.  çtC. 


>       ) 


,  >  f 


Voyez  aussi  sur  ce  sujet ,  la  note  XI  du  Traité  de  la  résolution 
^es  équations  numériques ,  seconde  éditron. 
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«E 
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3Iéthode  générale  pour  trouver  Véquation  primitive  d^une 
équation  du  premier  ordre  entre  plusieurs  variables ,  lors- 
que les  fonctions  dérivées  sont  linéaires];  et  pour  trouver 
Véquation  primitive  d'une  équation  quelconque  du  premier 
ordre  entre  trois  variables, 

88.  JM  ous  avons  vu  comment  on  peut  faire  disparaître  une 
fonction  arbitraire  contenue  dans  une  équation  donnée,  au  moyen 
de  ses  équations  primes  j  mais  iiy  a,  pour  y  parvenir,  un  moyen 
plus  simple  à  quelques  égards,  fondé  sur  la  considération  que 
nous  avons  employée  plus  haut  (art.  82). 

Considérons  en  général  l'équation  F(ir  ,^,  z,  ^^7)  =  o,  dans 
laquelle;?  soit  égale  à  f(a:,^,z),  les  deux  fonctions  désignées 
par  les  caractéristiques  F  et  f  étant  données  ,  et  la  fonction  mar- 
quçe  par  la  caractéristique  ^  étant  arbitraire  j  on  peut  supposer 7-  une 
fonction  de  x ,  telle  que  la  fonction  prime  de  p  soit  nulle  5  alors  p 
pourra  être  traitée  comme  constante  dans  la  fonction  F  (or, ^^  ;5,  ^/?) , 
pourvu  qu'on  détermine  y  par  la  condition  que  la  fonction  prime 
de  f(a:,  ^,  z)  soit  nulle. 

Désignons  simplement  par  F'  (a?),  F'( j  ),  F'  (z),  et  de  même  par 
f '  (x) ,  f  (  j) ,  f  {z)  les  fonctions  primes  de  F(a: ,  7 ,  z,  ^p)^  et  de 
f(jc,j,  z),  prises  relativement  à  x^  jr^  z  isolées  et  regardées 
comme  indépendantes ,  on  aura ,  comme  dans  l'endroit  cité ,  les 
àQ\x%  équations  primes 

F' (a:)  H-  zT (z)  +/  [F(j^)H-  is.F  (^)]  =  o, 

dont 
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dont  la  première  contiendra  <ppj  et  dont  la  seconde  ne  contiendra 
point/?;  celle-ci  servira  à  éliminer  Tinconnuey;  la  première, 
jointe  à  son  équation  primitive,  servira  à  éliminer  l'inconnue  ^p. 

Cette  méthode  a  Tavantage  de  pouvoir  s'appliquer  aux  équa- 
tions qui  contiendraient  plusieurs  fonctions  arbitraires  de  la  même 
fonction  p. 

En  effet,  si  l'on  avait  l'équation  {x^jTj  ^y^P^  4/')  =  ^>  ^^ 
trouverait  d'abord,  comme  ci-dessus,  une  équation  du  premier 
ordre  sans  la  fonction  ^p^  mais  qui  contiendrait  encore  la  fonction 
4/^;  ensuite,  appliquant  à  cette  équation  le  même  procédé,  et  éli- 
minant de  nouveau  la  fonction^'  qui  paraîtra  dans  son  équation 
prime  par  la  même  équation  ci-dessus,  on  aura  une  équation  du 
second  ordre  qui  contiendra  '\p ,  et  d'où  on  éliminera  cette  fonc- 
tion par  le  moyen  de  l'équation  du  premier  ordre  ;  et  ainsi  de  suite , 
quel  que  puisse  être  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  de  la 
même  quantité/?. 

Mais  si  l'équation  proposée  contenait  les  fonctions  ^p  et  4^9 
p  et  q  étant  des  fonctions  dififêrentes  de  a:, ^,  z,  on  ne  pourrait 
pas  parvenir  à  une  équation  du  second  ordre ,  débarrassée  des 
fonctions  çp  et  4/^  9  ^t  de  leurs  dérivées  ;  il  Ëiudrait  alors  passer  à 
des  équations  d'un  ordre  supérieur. 

89.  Considérons  les  équations  du  premier  ordre  qui  peuvent 
résulter  de  l'élimination  d'une  fonction  arbitraire  ^/?,  et  supposons , 
pour  plus  de  simplicité,  ce  qui  est  toujours  possible ,  que  l'équa- 
tion primitive  soit  de  la  forme 

on  aura  alors  les  deux  équations  primes 

F(.r)  +  z'F'iz)  +/[F(/)  +  2,F(«)]  =0, 
f'(^)  +  z'r(z)4-/[f(7)4-2,f(z)]==o, 

ipi  seront  délivrées  de  (pp-,  et  il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  y. 
Le  résultat  de  cette  élimination  est 

C  W  +  *'**  (»)  ~"  f  (J)  +  */  («)  ' 

30 
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d'où  résulte  cette  équation  de  premier  ordre 

F(^)x  r  {jr)'-r(y)  X  f'(^)+^'[F  w  xf  (j^)-F(7)  xr(«)i 

+  55,[F(x)xf(2)— F(2)xr(a:)]=o, 

qui  ne  contient  que  x^y^z  avec  les  fonctions  primes  z'  et  z^. 
Cette  équation  pourra  donc  être  mise  sous  cette  forme 

en  faisant 

i)r  — F^(^)  Xf  (:^)  -FWX  F(x)  . 
^'■~F'(*)xf(j')-F'(y)xFW 
^_r(x)xF(^)-r(y)Xf(x). 

^^"~r(z)xf(j^)-r(j.)xr  W 

d'où  Ton  peut  conclure  , 

!•.  Que  toutes  les  équations  du  premier  ordre  entre  x^jr  y  z' 
et  z,  qui  ne  seront  pas  réductibles  à  la  forme  précédente ,  ne  pour- 
ront pas  être  dérivées  d'une  équation  primitive  entre  x^j^z  et 
<^p^j)  étant  une  fonction  de  x,  j-,  z; 

2**.  Que  toutes  les  équations  du  premier  ordre  réductibles  à 
la  forme  précédente ,  pourront  toujours  avoir  pour  équation  pri- 
mitive une  équation  de  la  forme  supposée  F  {x^j  y  ^)=^^P7P  étairt 
=:ï{x,jr,z). 

Car  les  valeurs  des  coefficiens  M  et  N  étant  données  en  fonc- 
tions de  X  yjr  y  on  aura  deux  équations  par  lesquelles  on  pourra 
déterminer  les  deux  fonctions  marquées  par  les  caractéristiques  F 
et  f  ;  et  la  fonction  marquée  pour  ^  demeurera  arbitraire. 

Ce  problème  étant  l'un  des  plus  intéressans  de  la  théorie  des 
fonctions,  je  vais  en  donner  ici  une  solution  directe» 

90.  Regardons ,  ce  qui  est  permis ,  j  et  z  connne  des  fonctions 
de  Xy  dont  les  fonctions  primes  soient^'  et  z',  et  considérons  les 
deux  quantités z'-f-N  et  Mz^+N;^';  ces  quantités  deviendront,  par 
la  substitution  des  expressions  précédentes  de  M  et  de  N , 

F'wxf(j^)-r(j^)xf  w 
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Si  on  ajoute  et  qu'on  retranche  en  même  temps  du  numérateur  de 
la  première ,  la  quantité  F'  (/•  )  x  f  {y  )fj  et  du  numérateur  de 
la  seconde ,  la  quantité  F'  {x)  x  T  (x) ,  et  qu'on  fasse  attention 
que  F'(a:)  +  F'(j')y  -f-  F'  (z)  z'  est  la  fonction  prime  de 
F(a:,^,  z),  que  nous  dénoterons  simplement  par  F(ar,7",zy, 
que  de  même  T  {x)  +  ^'{j)f  +  f  (2)  «'  est  la  fonction  prime 
de  f  (or ,  7-,  z  ) ,  que  nous  dénoterons  pareillement  parf(x,/,zy, 
on  aura 


y(j^)  X  F  (a:,  y,  z)'  -  r  (  jr)  X  f  (x,  y>  »/  . 

r'(*)xf(j^)-r(y)"x7w  • 

r(x)xf(x.  y,xy~f(x)xF(x>^,zy 


; 


Donc  si  on  Êdt  les  deux  équations 

z'+N=o,    Mz'+Nr'  =  o, 
ces  équations  seront  équivalentes  à  ces  deux-ci 

"^{XjJTj^y^o,    et    f(j:,^,»y=o, 

dont  les  équations  primitives  sont  évidemment 

F(a:,7,z)  =  A,    f(x,7,z)  =  B, 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires  ;  de  sorte  que  ces  équar 
tions  primitives  seront  complètes  à  cause  des  deux  constantes  arr 
bitraires  A  et  B. 

Mais  il  est  possible  qu'en  cherchant  les  équations  primitives 
des  équations 

z'+N=o,    Mz'  +  Nr'=o, 


où  M  et  N  sont  des  fonctions  données  à^x^jr^Zj  on  ne  les  trouve 
pas  sous  la  forme  précédente.  Cependant  ^  sous  quelque  forme 
qu'elles  puissent  se  présenter,  si  elles  renferment  deux  constantes 
arbitraires  a  et  & ,  elles  doivent  être  comprises  dans  les  précédentes  j 
et  les  constantes  A  et  B  ne  pourront  qu'être  fonctions  des  cons^ 
tantes  a  et  b.  Si  donc  on  tire  de  ces  équations  primitives  les  var 
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leurs  des  constantes  a  et  b  en  a:,  y,  z,  et  que  ces  valeurs  soient 
P  et  Q,  ensorte  que  les  équations  dont  il  s'agit  soient  réduites  à 
la  forme  P;=  a,  Q=4,  il  s'ensuit  que  les  fonctions  F  (^^,7",  a) 
et  f(a:,^,  z)  ne  pourront  être  aussi  que  des  fonctions  de  P  etQ. 
Donc,  puisque  l'équation  primitive  d'où  l'équation  du  premier 
ordre  z'  +  Mz^  -|-  N  =  o  est  dérivée,  est  de  la  forme 

cette  équation  primitive  deviendra 

fonct.  (P ,  Q)  =^(fonct.  P,  Q), 

la  fonction  marquée  par  ^  demeurant  arbitraire  :  d'où  il  résulte  que 
P  sera  une  fonction  quelconque  de  Q  •  de  sorte  que  l'équation  pri-, 
mitive  de  l'équation  du  premier  ordre 

z'+Mz,+  N  =  0; 
pourra  être  réduite  en  général  à  cette  forme  très-simple  , 

la  fonction  marquée  par  la  caractéristique  ^  étant  arbitraire-  Cette 
méthode  réduit ,  comme  Ton  voit ,  la  détermination  de  la  fonction 
de  deux  variables  à  celle  de  deux  fonctions  d'une  seule  variable  ^ 
et  elle  est  surtout  remarquable  par  la  simplicité  et  la  généralité  du 
résultat. 


91.  La  méthode  précédente  peut  s'étendre  aussi  aux  fonctions 
de  plus  de  deux  variables.  Ainsi ,  si  u  est  une  fonction  de  trois 
variables  x^jr^Zj  détermiujée  par  l'équation 

p  et  q  étant  des  fonctions  données  àe  x^y^z^u^ei  ^{p^  ç)  étant 
une  fonction  quelconque  de  ;? ,  y ,  on  trouvera  ,  par  une  analyse 
senoblable  à  celle  de  Fart.  89 ,  et  regardant  j^  et  ^^  comme  des 
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fonctions  de  x ,  dont  on  déterminera  les  fonctions  prîmes  y  et  Ji(, 
par  la  supposition  que  peX  q  demeurent  constantes  ;  on  trouvera  ^ 
dis-je,  une  équation  du  premier  ordre,  dérivée  de  la  fonction  p\ 
de  la  forme  suivante , 

L,  M,  N  étant  des  fonctions  données  de  x^jtjZ^  ùyetu'yU,y  fi 
étant  les  fonctions  primes  de  u  relativement  h.x^j  et  a;  de  sorte 
que  toute  équation  entre  or ,  ^ ,  z ,  li  et  les  fonctions  primes  de  u^, 
tpii  ne  serait  pas  de  cette  forme ,  ne  pourra  pa$  être  dérivée  d'une 
équation  primitive  de  la  forme  ci-dessus. 

Pour  les  équations  du  premier  ordre  réductibles  à  la  forme 
précédente ,  on  trouvera  aussi ,  par  une  analyse  semblable  à 
celle  de  Tarticle  précédent ,  que  si  on  regarde  ;/ ,  2 ,  u  coi^mç 
des  fonctions  de  x  déterminées  par  ces  trois  équations  du  pi^emier 
ordre  ;      ♦ .  ^ 

tt'4-N  =  0,     Lw'  +  Ny;=0^     Mtt'r|-N;5'==0, 

et  qu'on  en  cherche  les  équations  prinjîtives  qui  devront  renfermer 
trois  constantes  arbitraires  a^h^c^  qu'ensuite  on  tire  de  ces  équa- 
tions les  valeurs  de  ces  constantes ,  de  manière  que  l'on  ait 

a=P,    *  =  Q,    c  =  R, 

P,  Q,  R  étant  des  fiDuctions  données  de  x^  y^  z/u,  on  aura 

sur-le-champ 

P  =  (p(Q,R) 

pour  l'équation  primitive  de  l'équation  proposée,  dans  laquelle 
^  (P,  Q)  sera  une  fonction  arbitraire  de  P  et  Q. 

Cette  méthode  est  présentée  d'une  manière  plus  simple  et  plus 
directe  dans  la  leçon  XX  du  Calcul  des  Fonctions ,  à  laquelle  nous 
nous  contentons  de  renvoyer. 

ga.  Mais  si  l'on  avait ,  pour  la  détermination  de  z  en  fonction 
de  or  et^,  une  équation  quelconque  du  premier  ordre  entre  x^jr, 
z^  g!  et  z,  non  réductible  à  la  forme  de  l'article  8q  «  la  même 
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bitrâire ,  satisfera  dans  toute  son  étendue  à  l'équation  du  premier 
ordre  en  u ,  dans  laquelle  u  est  regardée  comme  fonction  de  a: ,  7- ,  jb  j 
mais  M  a  été  supposée  égale  à  2^,  et  2  doit  être,  d'après  l'équatioii 
proposée,  ime  fonction  de  x  et  7;  donc  Féquation  P  =  ^  (Q,  R) 
est  trop  générale ,  et  il  faudra  encore  chercher  les  limitations  qu'on 
doit  donner  à  la  fonction  arbitraire  relativement  aux  deux  quan- 
tités P  et  Q,  pour  que  cette  équation  réponde  exactement  à 
l'équation  proposée. 

Mais,  sans  entrer  dans  cette  recherche,  j'observe  que,  quelle 
que  puisse  être  la  vraie  forme  de  la  fonction  arbitraire,  on  peut 
la  supposer  égale  à  une  constante;  de  sorte  que  P=a,  c'est-à- 
dire  ,  une  des  équations  primitives  des  trois  équations  ci-dessus , 
avec  une  constante  arbitraire ,  donnera  une  valeur  dô  w,  qui  sa- 
tisfera à  l'équation  en  u. 

Maintenant ,  en  remettant  z^  pour  u  dans  cette  équation,  on  aura 
une  équation  du  premier  ordre  entre  o:,^,  is  et  z^ ,  dans  laquelle  z 
devra  être  regardée  comme  fonction  de  a:  et/;  mais  puisque 
cette  équation  ne  contient  que  la  fonction  prime  s^,  relative  à/, 
on  pourra  regarder  x  comme  constante ,  et  z  conmie  une  simple 
fonction  de  /  ;  on  trouvera  donc  son  équation  primitive  par  l'ana- 
lyse des  fonctions  d'une  seule  variable ,  et  puisque  x  est  regardée 
comme  constante,  la  constante  arbitraire  qui  entrera  dans  cette 
équation  primitive  pourra  être  aussi  une  fonction  quelconque  de  x , 
que  nous  nommerons  p. 

On  aura  ainsi  une  valeur  de  is  en  a:  et  /  avec  les  deux  quan- 
tités a  tt  p  ^  qui  satisfera  à  l'équation  proposée.  La  constante  a 
demeurera  arbitraire  ;  mais  la  fonction  p  devra  être  déterminée 
conforniément  à  cette  équation.  Pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  y 
substituer  l'expression  de  z  dont  il  s'agit  ;  tous  les  termes  qui  ren- 
fermeront y  se  détruiront ,  et  il  ne  restera  que  des  termes  qui 
*  contiendront  x^p  et  p'  ;  de  sorte  que  l'on  aura  de  nouveau  une 
équation  du  premier  ordre  entre,  les  variables  x  et  p,  dont  l'équa- 
tiott  primitive  donnera  la  valeur  de  p  en  a: ,  avec  une  nouvelle 
constante  arbitraire  b. 

De  cette ,  manière ,  on  aura  enfin  uhq  valeur  àe  z  en  a:  et  jr^ 

avec 
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tièllément  une  fonction  de  a:  et  / ,  dont  2'  et  z^  sont  les  fonctions 
primes  relativement  à  chacune  de  ces  variables  isolées,  la  valeur 
complète  de  la  fonction  prime  de  u  relativement  à  a:,  sera  v!+juz\ 
et  que  la  valeur  complète  de  la  fonction  prime  de  u  relativement 
à  j^,  sera  w^+^wz^;  ces  valeurs  sont  celles  qui,  dans  l'équation 
ci-dessus,  sont  représentées  simplement  par  u'  et  u^\  mais  on  a 
supposé  z^=u,et par  Féquation  proposée ,  on  a  js'  =  F  ( ar ,  j- ,  a , w) ; 
donc  les  valeurs  à  substituer  à  w'  et  u^  seront  tt'-f-^wF(a:,7-,  ;5,  w) 
et  u^'\-^uu.  Faisant  donc  ces  substitutions ,  dans  la  dernière  équa- 
tion en  u ,  u'^  u^ ,  et  ordonnant  les  termes  suivant  les  quantités  i/, 
u^  et  ^tt,  on  aura 

i*'-^,F'(«)+;«  (T  (^,  j,2,  «)-uF'(«)]-F(j)  -uF  (z)  =0 , 

équation  qui ,  étant  comparée  à  la  formule  générale  de  l'art.  91  » 
donne 

L  =  — F(tt),    M=F(a:,^,z,«)— «F(tt) 

et  N=  — F(/)--«F(a); 

• 

de  sorte  que  les  trois  équations  par  lesquelles  U  feudra  détermi- 
ner^, ;5,  u  en  fonctions  de  ôr,  seront 

i,'_F'(j)  — «F(z)=o, 
ii'[F(^,7,^,w)--.«F(ri)]-.z'[F(7)+«F(z)]=o.    . 


Ainsi  la  difficulté  est  réduite  à  trouver  les  équations  primitives 
d'où  celles-ci  peuvent  être  déduites;  mais  il  suffijra  d'en  trouver 
une ,  et  U  serait  même  inutile  de  trouver  les  deux  autres. 

gS.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  trouvé  les  trois  équations 
primitives  avec  les  trois  constantes  arbitraires  a^b^c^  et  soient* 
P^Q,  R  les  valeurs  de  ces  constantes  qui  en  résultent,  on  aura 
P  =  (p(Q,R)  pour  la  forme   générale  de  l'équation  primitive 
en  u  (art.  91). 

Celte  équation,  où  la  caractéristique  ^désigne  une  fonction  ar- 
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laquelle  ne  contenant  que  la  variable  u^  qu'on  suppose  fonction  de  Xj 
aura  une  équation  primitive  indépendammeut  des  deux  autres.  En 
effet,  si  on  multiplie  cette  équation  par  e-^',  e  étant  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité  ,  son  premier  membre 

deviendra  la  fonction  prime  de  we-ï^'-+' — g — ,  comme  il  est 

aisé  de  s'en  assurer ,  en  cherchant  la  fonction  prime  de  cette 
quantité  par  les  formules  du  chapitre  IIL 
Akisi,  comme  le  secohd  membre  est  nul,  on  aura,  en  passant 

aux  fonctions  primitives  \u  +  g- j  er^ ziza^  a  étant  une  constante 

arbitraire.  Cette  équation  donnera  donc 

et  substituant  pour  u  sa  valeur  z, ,  on  aura  l'équation  prime 

dans  laquelle  z^  étant  la  fonction  prime  de  z  relativement  kjr  seul, 
on  pourra  regarder  x  comme  constante,  et  z  comme  fonction  de^* 
Ainsi,  comme  le  second  membre  ne  contient  nij  ni  js,  sa  fonction 

primitive  dans  cette  supposition  sera  simplement  ^—  jg-  +  ^^jy  j 

donc,  passant  des  fonctions  primes  relatives  kj  seul,  aux  fonc- 
tions primitives ,  on  aura  l'équation  primitive 

p  étant  une  fonction  quelconque  de  x  qui  peut  être  ajoutée  comme 
constante ,  puisque  sa  fonction  prime  relativement  kjr  est  nulle. 

De  cette  expression  de  z  on  tirera  celles  des  deux  fonctions 
primes  z'  et  z^  relatives  à  x  et  ^  j  et  l'on  aura 
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iàyec  detix  constaDtes  arbitraires  aetb^  qui  satisfera  à  la  proposée 
indépendamment  des  constantes.  Cette  valeur  ne  sera  que  par- 
ticulière ;  mais  on  pourra ,  par  la  méthode  de  l'article  85,  trouver 
la  valeur  générale  de  z ,  qui  contiendra  une  fonction  arbitraire. 

En  effet,  si  f^x^jr^z^  a,  *)=o  est  l'équation  trouvée  pour  k 
détermination  de  z ,  on  fera  ^  =  ^a ,  et  on  égalera  à  zéro  là  fonc- 
tion prime  de  f(ar,/,  is,  tf,  (pa),  prise  relativement  à  là  quan-- 
tité  a  y  regardée  comme  seule  variable  ;  on  aura  une  équation  qui 
servira  à  déterminer  a,  et  l'équation  f(a?,  j,  «,  a,  fa)  =  o  sera 
l'équation  primitive  cherchée  de  la  proposée  du  premier  ordre  y  ia 
fonction  marquée  par  la  caractéristique  f  demeurant  arbitraire. 

J'ai  cru  devoir  exposer  cette  méthode  avec  tout  le  détail  né- 
cessaire pour  la  faire  bien  entendre ,  parce  qu'elle  est  nouvelle  et 
qu'elle  réduit  toute  l'analyse  inverse  des  fonctions  de  deux  va*- 
riables  qui  ne  passejit  pas  le  premier  ordre ,  à  Fanaljse  des  fonc* 
tions  d'une  seule  variable. 


94.  Pour  éclaircir  cette  méthode  par  un  exemple  dont  le  calcul 
soit  assez  simple,  supposons  que  l'équation  proposée  soit  de  cette 
forme 

A  et  B  étant  des  constantes,  etf{xyZ^)  une  fonction  quelconque 
donnée  de  x  et  de  z^.  En  rapportant  cette  équation  à  la  formule 
générale  de  Farticle  précédent,  on  aura 


F(^,7>  «>  a)  =  A7  4-B«4-f(^,ii), 


donc 


et  de  la ,  en  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  ^  et  z> 

F(j)  =  A,    F{^)  =  Bî 

de  sorte  qu^en  faisant  ces  substitutions  dans  les  trois  équations 

du  premier  ordre  entre  ^,/,  «,  u^  la  première  d'entre  elles 

deviendra 

u! — A—  B«==  Ci 
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SÊtot  f  (  :r ,  Ax  +  ^  ) = F'^ ,  les  deux  équations 

2= (  Ao:  +  fl) /  + Fx  4- ?^  j 

d'où  il  faudra  éliminer  a. 

95.  Cette  dernière  méthode  est  néanmoins  sujette  à  quelques 
difficultés  que  nous  ayons  résolues  complettement  dans  la  même 
leçon  XX  déjà  citée ,  où  cette  matière  est  envisagée  d'une  manière 
plus  générale  que  nous  ne  l'avons  fait  ici. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ce  qui  regarde  les 
fonctions  de  plusieurs  variables.  Ceux  qui  connaissent  le  calcul 
qu'on  appelle  aux  différences  partielles ,  pourront  aisément  le  rap- 
procher de  Fanal jse  de  ces  fonctions,  et  donner  par  là  à  cette 
analyse  les  développemens  qu'on  y  pourrait  encore  désirer. 

Notre  objet ,  dans  cette  première  partie ,  n'a  été  que  d'établir  la 
théorie  des  fonctions  et  des  équations  dérivées,  d'une  mianière 
purement  analytique  et  indépendante  de  toute  supposition  ou  coq* 
sidération  étrangère. 


'f  ' 


•i 


SECONDE  PARTIE. 


APPUCATION  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  A  LA  GÉOMÉTRIE. 


^^^■p>< 


CHAPITRE  PREMIER. 

Des  différentes  manières  dont  on  a  considéré  les  tangentes. 
Théorie  des  tangentes  et  des  contacts  de  différens  ordres , 
d'après  les  principes  de  la  géométrie  ancienne. 


r.  XjEs  opérations  ordinaires  de  Palgèbre  suflSseût  pour  résoudre 
les  problèmes  de  la  théorie  des  courbes ,  qui  ne  consistent  que 
dans  des  rapports  de  lignes  tirées  d'une  certaine  manière  et  ter- 
minées aux  courbes  ^  mais  la  détermination  des  tangentes ,  des 
rayons  de  courbure ,  des  aires ,  etc.  dépend  essentiellement  des 
opérations  relatives  aux  fonctions. 

Suivant  les  anciens  géomètres,  une  ligne  di*oîte  est  tangente 
d^une  courbe ,  lorsqu'ayant  un  point  conmiun  avec  la  courbe ,  on  ne 
peut  mener  par  ce  point  aucune  droite  entre  elle  et  la  courbe  ; 
c'est  par  ce  pjrincîpe  qu'ils  ont  déterminé  les  tangentes  dans  le 
petit  nombre  des  courbeç  qu'ils  ont  considérées.  Mais  depuis  que , 
par  l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie ,  les  courbes  ont  été 
soumises  à  l'analyse ,  on  a  envisagé  les  tangentes  sous  d'autres 
points  de  vue;  on  les  a  regardées  comme  des  sécantes  dont  les 
deux  points  d'intersection  sont  réunis,  ou  comme  le  prolongement 
des  côtés  infiniment  petits  de  la  courbe  considérée  comme  un 
polygone  d'une  infinité  de  côtés,  ou  comme  la  direction  du  mou- 
vement composé ,  par  lequel  la  courbe  peut  être  décrite  j  et  ces 
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différentes  manières  de  considérer  les  tangentes  ont  donné  lieu 
aux  méthodes  algébriques  fondées  sur  Tégalité  des  racines  des 
équations,  et  aux  méthodes  différentielles  fondées  sur  le  rapport 
des  différences  infiniment  petites ,  ou  des  fluxions  des  coordon- 
nées. Ces  méthodes  ne  laissent  rien  à  désirer  pour  la  généralité 
et  la  simplicité;  mais  ceux  qui  admirent  avec  raison  Pévidence  et 
la  rigueur  d;.s  anciennes  démonstrations,  regrettent  de  ne  pas 
trouver  ces  avantages  dans  les  principes  de  ces  nouvelles  mé^ 
thodes.  La  théorie  des  fonctions  que  nous  avons  développée  dans 
la  première  partie ,  nous  met  en  état  de  traiter  le  problème  des 
tangentes,  et  les  autres  problèmes  du  même  genre,  d'après  les 
notions  et  les  principes  des  anciens ,  et  de  donner  ainsi  aux  résul- 
tats de  l'analyse  le  caractère  qui  distingue  leurs  solutions. 

a.  Pour  considérer  ces  questions  d'une  manière  générale,  soit 
j-  =  £r  réquatipu  d'une  courbe  quelconque  proposée ,  et  ^  =  F/? 
l'équation  d'une  ligne  droite  ou  d'une  autre  courbe  qu'on  veut 
comparer  à  celle-là  -,  x  et  j  sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  la  pre- 
mière courbe ,  p  et  g  sont  aussi  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  l'autre 
courbe ,  rapportées  aux  mêmes  axes  que  x  etj-. 

Four  que  ces  deux  courbes  aient  un  point  conunun  relatif  à 
l'abscisse  x ,  il  faut  qu'en  faisant/?  =  x ,  on  ait  ^  z=:jr  j  donc^=Fx, 
çt  par  conséquent  Vx  =  fr. 

Pour  comparer  maintenant  le.  cours  de  ces  courbes  au-delà  de  ce 
point ,  on  mettra  dans  leurs  équations  x-^i  kla,  place  de  x  et  de  p^ 
et  l'on  aura  {{x  +  i)  et  F(a:+i)  pour  les  ordonnées  répondant 
au  même  point  de  l'axe  des  x ,  et  éloignées  de  la  quantité  i  dç 
l'ordounée  qui  pfisse  par  le  point  commun.  Donc^la  différence  de 
ces  ordonnées  sera  {{x^  0"^^(^+  0  >  savoir,  en  développant 
les  fonctions  et  observant  que  l'on  a  déjà  £r-r^F:r=o, 

i{Px^rx)  +  ?  {P'x-^F^x)  +^  (f^'o:— r'"ar)+etc., 

et  cette  dififérence  exprimera  la  distance  des  points  des  deux  courbes 
qui  répondent  à  la  même  abscisse  x+i. 
On  voit  d'abord  ei^  général  que  cette  dijstance  sera  d'autant  plus 
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petite  et  que  par  conséquent  les  courbes  se  rapprocheront  d'autant 
plus  qu'il  y  aura  plus  de  termes  qui  disparaîtront  au  commence- 
ment de  cette  série. 

Ainsi  le  rapprochement  sera  plus  grand ,  si  Ton  a  Pjc  =  F'x , 
c'est-à-dire ,  si  les  fonctions  primes  des  ordonnées  des  deux  courbes 
deviennent  égales  pour  la  même  abscisse  x  ;  il  sera  plue  grand 
encore  si  de  plus  ks  fonctions  secondes  P'x  et  F"x  des  mêmes 
ordonnées  deviennent  aussi  égales ,  et  ainsi  de  suite. 

5.  Mais  pour  voir  de  plus  prés  en  quoi  consistent  ces  difïerens 
degrés  de  rapprochement,  nous  considérerons  une  troisième  courbe 
quelconque ,  rapportée  aux  mêmes  axes  parles  coordonnées  r  et  ^, 
et  dont  l'équation  soit  s  =  <pr,  et  nous  supposerons  d'abord  qu'elle 
ait  aussi  avec  les  deux  autres  un  point  comoHm  pour  la  même 
abscisse  x ,  ce  qui  exige  que  les  ordonnées  à  cette  abscisse  soient 
égales,  et  par  conséquent  que  l'on  ait  aussi  ^x  =  £r  =  F^. 

Soit  D  la  différence  des  ordonnées  des  deux  premières  courbes 
pour  la  même  abscisse  a:  + 1 ,  et  A  la  différence  des  ordonnées  de 
la  première  courbe  et  de  la  troisième  pour  cette  même  abscisse 
x  +  iyOn  aura 

et  de  même , 

A=  f(ar'+'i) —  p  (0:+/). 

Il  est  clair  qtte  la  troisième  courbe  ne  pourra  passer  entre  les 
deux  premières ,  à  moins  que  pour  une  valeur  quelconque  de  i , 
aussi  petite  qu'on  voudra ,  la  vfideur  de  D  ne  surpasse  celle  de  à , 
abstraction  fhite  des  signes. 

Développons  les  fonctions  ((x  +  0  ?  ^  (  -^  +  0  >  ^  (  -^  +  0  V^^^ 
tiellement ,  suivant  la  formule  de  l'article  4o  de  la  première  Partie , 
et  arrêtons-nous  d'abord  aux  deux  premiers  termes.  Nommant/ 
une  quantité  indéterminée ,  mais  renfermée  entre  les  limites  o  et  i^ 
on  aura  par  cette  formule, 


f{x+i)=.îx^irx+'>\x+j), 
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et  de  même 

où  la  quantité  J  pourra  n'être  pas  la  même  dans  les  trois  fonc- 
tions, pourvu  qu'elle  soit  renfermée  entre  les  mêmes  limites. 

Faisant  ces  substitutions  dans  les  expressions  de  D  et  A ,  on 
aura,  h  cause  de  £r =Fa:  =fx,  en  yertu  du  point  commun  aux 
trois  courbes, 


A=iiPx^(p'x)  +  '^lP'{x+j)^<p'^{x+j)]. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  premières  courbes  soient 
telles  que  Ton  ait  Vx  ss=  F'x ,  la  valeur  D  se  réduira  à 

D«=^*[f'(ar+y)~F"(x4-y)]î 

et  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  tant  que  le  terme  affecté  de  i 
dans  l'expression  de  A  ne  sera  pas  nul ,  on  pourra  toujours  prendre 
i  assez  petit  pour  que  la  quantité  A  devienne  plus  grande  que 
la  quantité  D,  abstraction  &ite  des  signes.  En  effet,  en  divisant  ces 
deux  quantités  par  i ,  il  suffira  que  la  quantité  f 'ô:  —  ^'x  soit  plus 

grande  que  *  [^"  (x  +j)  •—  F''( x H-y ) ] ,  ce  qui  est  évidenmient 

toujours  possible,  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra;  et  il  est 
visible  aussi  qu'aussitôt  que  cette  condition  aura  lieu  pour  une 
valeur  déterminée  de  /,  elle  aura  lieu,  à  plus  forte  raison,  pour 
toutes  les  valeurs  plus  petites  de  i. 

Donc,  la  troisième  courbe  ne  pourra,  dans  ce  cas,  passer  entre 
les  deux  premières ,  à  moins  que  la  quantité  Cx  —  tp'x  ne  devienne 
nulle,  c'est-à-dire, qu'on  n'ait  ^'x=5  fo:,  auquel  cas  la  conclusion 
précédente  cessera  d'avoir  lieu, 
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À.  Supposons  ensuite  que  Ton  ait  à  la  fois  F'jr  =  Px  et  F'ar=  f'x  j 
en  prenant  trois  termes  dans  le  développement  des  fonctions,  nous 
aurons  par  la  même  formule  de  Tart.  4o ,  (  Part  I.) , 

F  (x+ î)  =  Yx+iE'x  +  i'  F'x  +  ^  T"{x  +y  ) ,      • 
(p  (x+ 0  =  «pa: + ip'x  +  ^'  <p"wC  +  ^  <p'"(x  -fy  ). 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  expressions  générales  de  D 
et  A ,  à  cause  de  £c  =:  Far=  ^x ,  et  far = F'x ,  f '«  =  F'j:  ,  don-; 
neront 


A  =  i{Px ■^<p'x)+  i*  (f'^-(p"jr)  +  ^  [f"  (x+y)  -<p'"(x+y)]. 

Ici ,  il  est  aisé  de  voir  que ,  tant  que  les  termes  affectés  de  i  et 
de  i*  dans  l'expression  de  A  ne  seront  pas  nuls ,  on  pourra  prendre 
i  assez  petit  pour  que  la  quantité  A  devienne  plus  grande  que  D , 
abstraction  faite  des  signes.  Car  divisant  ces  deux  quantités  par  z, 

il  suffira  que  la  quantité  Px  —  <p'x+  -  (f'x — ^''o:)  soit  plus  grando 

que  — ^  [  ^'"  ( X  +  y  )  —  F'"{x  + /)  ] ,  ce  qui  est  évidemment  pos-^ 

ôible  lorsque  Px  —  (p'x  n'est  pas  nulle  ;  et  si  Px  —  (p'x  est  nulle , 
alors,  en  divisant  encore  par  /,  il  suffira  que  P'x  —  (p"jc  soit  une 

quantité  plus  grande  que  g  [<p'"  {x+j)  —  F'"  (  x  +7  )]  ;  ce  qui  est 

encore  visiblement  possible ,  en  diminuant  la  valeur  de  i  tant  qu^on 
voudra ,  pourvu  que  P'x  —  (p^'x  ne  soit  pas  nulle. 

Donc ,  dans  ce  cas ,  la  troisième  courbe  ne  pourra  passer  entre 
les  deux  premières ,  à  moins  qu'on  n'ait  à  la  fois  Px  =  (p'x  et 
f"j:  =  P'x. 

On  prouvera  de  la  même  manière ,  que  si  l'on  a  pour  les  deux 
premières  courbes 

fxssFz,    P'xz=:Y'x    et    ra:  =  F''x, 

21 
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la  troisième  courbe  ne  pourra  passer  entre  les  deux  prenaières, 
à  moins  que  Ton  ait  aussi 

€l  ainsi  de  suite. 

5.  On  peut  conclure  de  là  en  général ,  que  si  Ton  a  une  courbe 
quelconque,  et  qu'une  autre  courbe  donnée  ait  un  point  commun 
avec  celle-là ,  ce  qui  exige  que  leurs  ordonnées  poin*  la  même 
abscisse  soient  égales  ;  que ,  de  plus ,  leà  fonctions  primes  de  ces 
ordonnées  pour  la  même  abscisse  commune  soient  aussi  égales  y 
alors  il  sera  impossible  qu'aucune  autre  courbe  qu'on  mènerait 
par  le  même  point  commun ,  passe  entre  les  deux  courbes ,  à 
moins  que  la  fonction  prime  de  son  ordonnée  pour  la  même  abs- 
cisse, ne  soit  aussi  égale  à  la  fonction  prime  de  l'ordonnée  com- 
mune aux  deux  courbes. 

Et  si ,  outre  les  fonctions  primes  de  ces  ordonnées,  leurs  fonc- 
tions  secondes  pour  la  même  abscisse  étaient  aussi  égales ,  alors 
il  serait  impossible  qu'aucune  autre  courbe  qui  passerait  par  le 
point  commun  ,  passât  entre  les  deux  courbes ,  à  moins  que  les 
fonctions  prime  et  seconde  de  son  ordonnée  ne  fussent  respec- 
tivement égales  aux  fonctii)ns  prime  et  seconde  de  l'ordonnée 
commune  aux  deux  courbes  ,  et  ainsi  du  reste. 

A  proprement  parler ,  ces  courbes  ne  coïncident  que  dans  le 
point  où  les  ordonnées  sont  égales,  et  l'égalité  des  fonctions  primes^ 
secondes ,  etc.  de  ces  ordonnées  ne  les  rend  pas  plus  coïncidentes 
dans  d'autres  points,  mais  elle  les  fait  approcher  de  manière  qu'au- 
cune autre  courbe  pour  laquelle  la  même  égalité  n'aurait  pas  lieo  ^ 
ûe  puisse  passer  entre  elles. 

C'est  là  l'idée  nette  qu'on  doit  se  faire  de  ces  difierens  degrés 
de  rapprochement  des  courbes,  que  l'on  appelle  communément 
contact ,  osculation ,  etc. ,  et  que  la  manière  ordinaire  de  concevoir 
le  calcul  différentiel  fait  regarder  comme  des  coïncidences  [dus  ou 
moins  rigoureuses ,  ou  plus  ou  moins  étendues. 
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CHAPITRE  n. 

Dés  lignes  droites  tangentes  j  des  cercles  tangens  et  du  lieu  de 
leurs  contacts.  Des  cercles  osculateurs  et  du  lieu  de  leurs 
contacts.  Analyse  générale  du  contact  des  courbes  planes. 
Du  contact  dans  des  cas  singuliers  j  et  des  lignes  assymptotes. 


6.  ctoiT  proposée  une  courbe  quelconque  représentée  par  Péqua- 
tion  ^ = £r ,  comparons-la  d'abord  avec  une  ligne  droite  quel- 
conque. Puisque  nous  avons  représenté  en  général  par  ^  =  F/i 
l'équation  de  la  courbe  à  laquelle  on  veut  comparer  la  proposée 
(  art.  3  )  9  on  aura ,  pour  la  ligne  droite , 

* 

¥p  ;=  a  +  bp  y 

a  et  b  étant  deux  constantes  qui  déterminent  la  position  de  cette 
droite. 

La  condition  d'un  point  commun  donne  d'abord 

£r  =  F  JC  =  tf  •+•  i jp  ; 

et  on  pourra  y  satisÊiire  au  moyen  d'une  des  indéterminées  a  ou  &• 

Supposons  ensuite  Px  c=  F'jc  ,  il  est  clair  qu'en  changeant  dans 
a^bp^p  en  or,  et  prenant  la  fonction  prime,  on  aura 

T'xzszby    donc    Pçczszb. 

Ainsi  les  valeurs  de  a  et  &  seront  déterminées  par  ces  deux  con- 
ditions )  car  on  aura 

bzsiPx    et    a  =  fie  —  xPx. 


Donc  requation  a  la  ligne  droite  ux. , . 

y=£r  —  jtPx  +  pPxj 

/Kl  et  y  étant  les  deux  coordonnées ,  et  Fabscisse  x  étant  regardée 
comme  constante. 

Je  dis  maintenant  que  cette  droite  a  la  propriété  qu'aucune  autre 
droite  ne  pourra  être  menée  entre  elle  et  la  courbe. 

Car,  soit  s^zcpr^z^g-^-kr  l'équation  d'une  autre  droite  quel- 
conque, pour  qu'elle  passe  par  le  même  point  commun ,  il  &udra 
que  l'on  ait  aussi  ^jc  =  £rj  et  pour  qu'elle  puisse  passer  entre  la 
courbe  et  la  droite  que  nous  venons  de  déterminer,  il  feudra 
de  plus  que  l'on  ait  <p'x  =  {'x  (  art.  5)  j  ces  deux  conditions  donnent 

g  ^Jix=:fx    et    A  =  î'x  J 

d'où  Pon  tire  pour  g^  et  A  les  mêmes  valeurs  que  nous  venons  de 
trouver  pour  a  et  4j  de  sorte  que  cette  dernière  droite  coïncidera 
avec  la  première. 

Donc  la  droite  déterminée  par  Péquatîon  q  z=z  a+  bp  y  où 
€1 = £r  —  xPx  et  4  =  ï'x  sera  tangente  de  la  courbe  représentée 
par  l'équation  ^  =  £r ,  au  point  qui  répond  à  l'abscisse  p=z  x. 

Puisque^  =  £r,  on  aura,  suivant  la  notation  employée  dans  la 
première  partie , 

donc  les  expressions  de  a  et  A  seront  plus  simplement 

a=Ljr^xjr'     et     4  =y. 

Dans  l'équation  de  la  ligne  droite  çz=za  -^bp  y  il  est  aisé  de 
voir  que  b  exprime  la  tangente  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec 

l'axe,  et  que  —  j  est  l'abscisse  qui  répond  au  point  où  la  même 

droite  coupe  l'axe.  Donc  cette  droite  étant  tangente  à  la  courbe 
au  point  où  pz=Xy  y  sera  la  tangente  de  l'angle  qu'elle  fait 

avec  l'axe  ,  et  x  -H  ^  ±=  ^  sera  ce  qu'on  appelle  la  soutangente. 
7-  Représentons  par  s=:a*^fir  une  autre  droite  qui  passe  pai 
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le  même  point  de  la  courbe ,  r  et  ^  étant  les  deux  coordonnées 
de  cette  droite,  on  aura  pour  ce  point, 

donc  fl-|-  ix  =  et  +  /3x. 

Pour  que  cette  droite  coupe  la  première  sous  un  angle  dont  la 
tangente  soit  m,  comme  i  et  /3  sont  les  tangentes  des  angles  que 
ces  deux  droites  font  avec  le  même  axe,  on  aura  par  les  fonnules 
connues  de  la  trigonométrie , 

^=Ail!2j    donc    ct  =  «-.£il±*ll2i; 

où  il  n'y  aura  qu'q  substituer  les  valeurs  de  a  et  b. 
Si  Ton  veut  que  cette  seconde  droite  soit  perpendiculaire  à  la 

tangente  ,  on  fera  ;w  =  00 ,  c'est-à-dire  ,  —  =0,  et  l'on  aura  sim- 
plement 

et  /3  =  _.i=~l. 

Ainsi  —  -^  sera  la  tangente  de  l'angle  que  cette  perpendicu- 

laire  qu'on  appelle  communément  normale ^  fera  avec  l'axe,  et 

a:  +  ^= — jy  sera  la  partie  de  l'axe  comprise  entre  le  point  où 

elle  coupe  l'axe  et  l'ordonnée,  c'est-à-dire,  la  sounormale. 

Si  les  deux  coordonnées  x,  ^  de  la  courbe  étaient  exprimées  en 
fonctions  d'une  troisième  variable  quelconque,  alors  prenant  jcf 
et  y  pour  les  fonctions  primes  de  a:  et  ^  relativement  à  celte 
autre  variable ,  il  n'y  aurait  qu'à  mettre  partout  dans  les  formules 

précédentes  "^  à  la  place  de^'  (art.  5o,  par.  I). 

Il  serait  superflu  d'appliquer  ces  formules  à  des  exemples  j  car 
pour  peu  qu'on  sache  les  premiers  élémens  du  calcul  différentiel , 
on  ne  peut  manquer  d'apercevoir  l'identité  des  formules  précc-; 
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dentés  dvec  les  formules  différentielles  connues.  Il  suffît  de  mettre 

2^  à  la  place  de  la  fonction  dérivée^'. 

8.  Prenons  maintenant  le  cercle  pour  le  comparer  avec  la 
courbe  proposée.  L'équation  générale  du  cercle  rapportée  aux 
coordonnées  rectangles  ^  et  9 ,  est 

où  fl  et  ô  sont  les  coordonnées  qui  répondent  au  centre ,  et  c  est 
le  rayon  du  cercle.  De  là  on  tire 

donc 

Faisons  donc 

Fjc  =  £r  =j^    et    F'x  =  Ta:  =ry , 
et  tirons  de  ces  équations  les  valeurs  de  a  et  ^,  la  seconde  donne 

V/[c»-(a:-a)*]=-^; 
d'où  l'on  tire 

ensuite  la  première  donne 

jr  ^Yl  ^u.        aj^^  ^  1/(1  +y)^ 

donc 


v^(i+y)'       •^■'"i/o+y) 


qu'on  ne  pourrait  mener  entre  lui  et  la  courbe  aucun  autre  arc  do 
même  rayon,  mais  placé  différemment» 
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En  effet ,  ayant  trouvé  ci-dessus 

on  en  déduira 


F'a:=— 


c» 


[c»  —  (x  —  o)']^ 

ainsi,  on  aura  Téquation 

y  = ^; 

or,  on  a  déjà  trouvé  dans  le  même  endroit 


x~~'a 


V/[c*— («-a)»]=~^ 


donc  on  aura 

Substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  a  et  i,  on  aura 

Les  trois  constantes  a^b,  c  qui  entrent  dans  l'équation  générale 
du  cercle  étant  ainsi  déterminées,  on  en  peut  conclure  qu'aucuii 
autre  cercle  ne  pourra  passer  entre  la  courbe  proposée  et  celui 
qui  est  déterminé  par  ces  valeurs  de  a,  i,  c.  En  effet,  pour  qu'une 
autre  courbe  quelconque  rapportée  aux  coordonnées  r,  ^,  et  re- 
présentée par  réquation  ^  =  (pr ,  pût  passer  entre  la  courbe  et  le 
cercle  dont  il  s'agit ,  il  faudrait  que  Ton  eût 

çx  =  £r=^,    (p'x^Px:=y    et    (p"xz=zP'x=:y'    (art 4); 

or,  si  cette  coiurbe  est  un  cercle ,  prenant  les  quantités  g^h^k^k 
la  place  de  a ,  & ,  c ,  on  aura  pour  ^x ,  ^'x  y  ^"x  les  mêmes  ex- 
pressions que  pour  F^,  F'o:,  F'^o:,  en  substituant  seulement  dans 
celles-ci,  g  ^  h^  k  au  lieu  de  « ,  * ,  c ;  donc  les  trois  équations 
que  l'on  aura  pour  la  détermination  de  g^,  A,  A:,  seront  les  mêmes 

que 
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^e  celles  par  lesquelles  on  a  déterminé  a,  i,  c;  donc  les  valeurs 
de  ^ ,  h^k  seront  nécessairement  les  mêmes  que  celles  de  a ,  & ,  c  ; 
par  conséquent  le  nouveau  cercle  qui  devrait  passer  entre  la 
courbe  et  le  cercle  déjà  déterminé,  coïncidera  avec  celui-ci,  et 
n'en  formera  qu'un  avec  lui. 

Donc  ce  cercle  aura ,  relativement  aux  cercles ,  la  même  pro- 
priété que  la  tangente  à  Fégard  des  lignes  droites  ;  ce  sera  ce  que 
les  géomètres  appellent  cercle  osculateur  ou  cercle  de  courbure^ 
parce  qu'il  sert  à  mesurer  la  courbure  de  la  courbe. 

La  quantité  c  sera  le  rayon  de  ce  cercle ,  qu'on  nomme  simple-, 
ment  rajon  de  courbure ,  et  les  quantités  a ,  b  seront  les  coordon- 
nées de  la  courbe  qui  sera  le  lieu  de  tous  les  centres  de  ces 
cercles. 

Si  l'on  veut  transporter  ces  formules  au  calcul  dififérenti«l,  il 

n'y  aura  qu'à  substituer  j^  à  la  place  de/',  et  j4  21  la  place  dey^ 


10.  On  peut  maintenant  présenter  cette  théorie  d'une  manière 
plus  générale. 

Soient  .r ,  /  les  coordonnées  de  la  courbe  proposée ,  qui  peut 
être  quelconque ,  et  ;c?,  y  les  coordonnées  de  la  courbe  qu'on  veut 
lui  comparer ,  et  qui  est  supposée  donnée. 

Supposons  que  l'équation  de  cette  courbe  renferme,  avec  les 
variables  ^  et  ^ ,  des  constantes  indéterminées  a ,  & ,  c ,  etc. ,  et 
représeutons^la  par 

F(/7 ,  9,  a,  by  c. .  •)  =  o. 
Si  dans  cette  équation  on  change  p  ^n  x^  q  txijr  y  on  a 

équation  qui  donne  la  condition  nécessaire  poiu*  que  la  courbe 
donnée  ait  un  point  commun  avec  la  courbe  proposée. 

Dénotons  par  F  (  a:  ,7- ,  a  ^4 ,  c )'  la  fonction  prime ,  par 

F(jc,/,a,  i,  c...)"  la  fonction  seconde,  etc. de  la  fonction F(a:,7-,  a,  i,  c...), 
en  regardant  j^  comme  fonction  de  jp  ;  et  a  ^  6 ,  c ,  etc^  comme  des 
constantes. 

a5 
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Cela  posé ,  s'il  n'y  a  que  deux  coustantcs  indéterminées  -a  ^l  b^ 
et  qu'on  les  détermine  par  les  deux  équations 

alors  la  courbe  donnée ,  dont  l'équation  est  F  (;? ,  9,  a ,  i  )  =  o ,  sera 
tangente  de  la  courbe  proposée ,  au  point  où  p^=^x. 

S'il  y  a  trois  constantes  indéterminées  a^h  ^  c,  et  qu'on  les  dé- 
termine par  les  trois  équations 

F(^,7>^î^^)=o,    F(x,/,û,ô,cy=o,    F(jf,^,a,ô,c)"=o, 

la  courbe  donnée ,  dont  l'équation  est  F(;;,9r,a,ô,c)  =  o,  sera 
osculatoire  de  la  courbe  proposée  ;  c'est  à-dire ,  aura  même  cour- 
bure ,  au  point  qui  répçnd  à  l'abscisse  ;?  =  x  j  et  ainsi  de  suite. 

Cela  suit  immédiatement  des  principes  établis  ci-dessus,  car 
réquation  prime  F(a:,^,  a,  A,  c...)'=:o,  donne  la  valeur  de j^ 
en  x^y^  a,  i,  c...;  l'équation  seconde  F(x,^,a,i,  c. .  .)"  =  o 
donne  celle  dey  en  x^y^f  et  a^h^c...\  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  en  général  appeler  contact  du  premier  ordre  le  rappro- 
chement  de  deux  courbes  qui  se  touchent  dans  un  point  ;  contact 
du  second  ordre ,  lorsqu'elles  ont  de  plus  la  même  courbure  j  et 
ainsi  de  suite. 

On  peut  appeler  aussi  les  constantes  a,  £,  c ,  etc.  qui  déterminent 
le  contact,  élémens  du  contact. 

Ainsi ,  le  contact  d'un  ordre  quelconque  m  dépendra  de  /n  -f- 1 

élémens  a^  b  ^  c^  etc.  ;  et  la  détermination  de  ces  élémens  se  tirera 

de  l'équation 

F(;r,/,  a,  ô,  c,,.)=o 

de  la  courbe  donnée  qui  forme  le  contact,  et  des  équations  déri- 
vées de  celle-ci  jusqu'à  celle  de  l'ordre  m*'"". 

La  propriété  analytique  de  ces  contacts  est  donc  que ,  lorsque 
deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  d'un  ordre  donné,  leurs 
ordonnées  et  les  fonctions  primes,  secondes,  etc.  de  ces  ordonnées 
jusqu'à  l'ordre  du  contact,  sont  les  mêmes;  et  leur  propriété  géo- 
métrique consiste  en  ce  qu'une  autre  courbe ,  qui  n'aura  pas  avec 


t 

I 
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elle  un  contact  du  mcme  ordre ,  ne  pourra  être  menée  entre  Tune 
et  l'autre  (  art.  5  ). 

1 1 .  La  courbe  donnée  qui  forme  le  contact  étant ,  par  exemple , 
une  ligne  droite  dont  l'équation  la  plus  générale  est 

ne  sera  susceptible  que  d'un  contact  du  premier  ordre,  puis- 
qu'il n'y  a  que  deux  élémens  a  et  4  ;  et  l'on  aura  pour  la  déter-, 
mination  de  ces  élémens ,  les  deux  équations 

j  —  a— ij:  =  o,   y  —  £  =  0, 
d'où  l'on  tire 

*=y    et    a=j— ^', 

comme  ci-dessus  (art.  6). 

Prenons  pour  la  courbe  du  contact  un  cercle  dont  l'équation  Id 
plus  générale  est 

(x  —  «)'+  (j^— *)'— c*s=o, 

elle  ne  sera  susceptible  que  d'un  contact  du  second  ordre ,  puis- 
qu'il n'y  a  que  trois  élémens  a^h^  c.  On  déterminera  donc  ces 
élémens  par  les  trois  équations  ; 

(x-i-fl)*  +  (j^— *)•— c*=o,    a:— iiH-(^— i)y=o, 

i  +  (r— *)/'+/*  =  o, 

dont  la  seconde  et  la  troisième  sont  les  équations  prime  et  seconde 
de  la  première.  De  ces  équations  on  tire  tout  de  suite 

j^^o  —  —     y     >     o:— a— . y  •    ">     *^—        p       » 

comme  plus  haut  (art.  g). 

Si  on  prenait  l'équation  à  la  parabole  ^  =  û + Jx  -4-  cx^j  qui  n'a 
aussi  que  trois  constantes  arbitraires,  on  aurait  de  même,  pour  la 
détermination  de  ces  constantes ,  regardées  comme  élémens  d'un 
contact  du  second  ordre ,  les  équations 


hx — cx*=so,   y^^h — acxsro,   j^'— «acssO 


^ 
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lesquelles  donnent 


'm 


Mais  si  on  prenait  Téquation  à  la  parabole  cubique  j=a+  bx + «r* 
+  tte',  elle  pourrait  avoir  un  contact  du  troisième  ordre ,  dont  les 
élémens  seraient  a ,  i ,  c ,  rf,  et  se  détermineraient  par  les  équations 

^— a— io:  — ex*  — dr^=  o,    y — b — 2e?x— 3ctr*=  o, 
y— 2c  — 6^  =  0,   y"—'6d=:Oj 


on  aurait  ainvSi 

d-';,  0- 

■"  a 

-^,  h^f^xy'+^. 

az 

=r- 

,       j^y'         x>y' 

Et  ainsi  de  suite. 

152.  Enfin,  si  on  demande  la  courbe  la  plus  simple  qui  aura  avec 
une  courbe  proposée ,  un  contact  d'un  ordre  quelconque  m ,  pre- 
nant jc  et  ^  pour  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  la  proposée  ,  ;?  et  f 
pour  celles  de  la  courbe  cherchée,  et  regardant 7-  coname  fonc- 
tion de  j:  ,  7  conune  fonction  de  /? ,  on  fera 

y=j+(^-^)/+^^:^y'4-l£i^y'+etc., 

en  prenant  dans  le  second  membre  autant  de  termes  qu'il  y  a 
d'unités  dans  m  + 1 . 

Car  en  prenant  les  fonctions  dérivées  relativement  à  ^ ,  et  fai- 
sant ;?  =  jc ,  on  aura  q  ^=:jr ,  q'  zzzf ,  ^"=y,  etc.  jusqu'à  q^^zjr  ; 
donc  ces  deux  courbes  auront  dans  le  point  commun  qui  répond 
à;>  =  o: ,  les  conditions  nécessaires  pour  un  contact  de  l'ordre  m^. 
(art.  10). 

La  courbe  représentée  par  l'équation  précédente,  et  qui  est, 
comme  l'on  voit ,  du  genre  parabolique ,  aura  ainsi  dans  le  point 
commim  à  la  courbe  proposée ,  le  cours  le  plus  approchant  de 
celui  de  cette  courbe  ^  de  manière  qu'aucune  autre  courbe  du 
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même  genre  ne  pourra  passer  entre  ces  deux ,  si  elle  n'est  pas 
d'un  degré  plus  haut. 

i3.  La  théorie  que  nous  venons  de  donner  sur  le  contact  des 
courbes ,  n'est  qu'une  suite  de  la  théorie  générale  du  développe- 
ment des  fonctions,  exposée  dans  la  première  Partie.  Mais  nous 
avons  vu  (art.  29  et  suiv.,  1"  P.)  qu'il  y  a  des  cas  particuliers  où  ce 
développement  échappe  à  la  forme  générale ,  et  que  ces  cas  sont 
ceux  où  une  valeur  donnée  de  x  rend  infinies  les  fonctions^  déri- 
vées ï'x ,  fa: ,  etc.  Alors  le  développement  de  f  (  jc  +  i  )  contien- 
dra nécessairement ,  pour  cette  valeur  de  x ,  d'autres  puissances 
de  i  que  les  simples  puissances  i ,  /*,  etc. ,  et  l'analyse  des  articles  3 
et  4  se  trouvera  en  défaut.  Quoique  ces  exceptions  ne  portent 
aucune  atteinte  à  la  théorie  générale ,  il  est  nécessaire ,  pour  ne 
rien  laisser  à  désirer ,  de  voir  comment  elle  doit  être  modifiée  dajois 
les  cas  particuliers  dont  il  s'agit. 

Supposons  donc  qu'en  disant  a:  =  /?i ,  la  fonction  f(x+i)  déve- 
loppée en  une  série  ascendante  de  <*,  soit  de  la  forme 

fo,  4.  Ai''  +  Bi^+^  +  Ct^+'*+'  +  etc. , 

/t,  y ,  etc.  étant  toujours  des  nombres  positifer 

Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  trouver  les  coefficiens  A,  B , 
C ,  etc. ,  ainsi  que  les  exposans  X ,  /et ,  y ,  etc. ,  par  une  méthode  sem- 
blable à  celle  de  l'article  3  de  la  première  partie.  On  fera  d'abord 

f(i»4-0  =  ^H*  ^  ^> 

et  on  prendra  pour  i  la  jplus  haute  puissance  de  /  qui  divisera 
f  (m  +  /  )  —  f/w ,  après  les  réductions  convenables ,  de  manière  que 
le  quotient  P  ne  devienne  ni  nul ,  ni  infini  en  faisant  i  =  o.  Lors- 
que /7i  =  o ,  l'exposant  A  pourra  être  négatif^  dans  tout  autre  cas, 
il  sera  évidemment  toujours  positif.  On  fera  ensuite 

A  étant  la  valeur  de  P  lorsque  i  p=  O;  et  00  prendra  pour  ^  la 
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plus  haute  puissance  positive  de  i ,  qui  divisera  P — A ,  de  ma- 
nière que  le  quotient  Q  ne  devienne  ni  nul,  ni  infini  lorsque  «=o. 
On  continuera  en  supposant 

Q=B+rR, 

B  étant  la  valeur  de  Q  lorsque  i*  =  o ,  et  /'  la  plus  haute  puissance 

positive  de  C  qui  divisera  Q  —  B,  ensorte  que  le  quotient  R  ne 
soit  ni  nul ,  ni  infini  lorsque  £s=:oj  et  ainsi  de  suite.  On  aura,  de 
cette  manière^ 

f(w4- /)  =  f/;i  + /^P=  6w  +  i^  A  + /'"'^Q 

=  C7i+.'^A  +  i'+^B  +  .^+^+'R=etc. 

On  a ,  pour  trouver  les  termes  successifs  d'une  série ,  des  mé- 
thodes plus  courtes  ou  d'un  calcul  plus  facile ,  mais  la  précédente 
a  l'avantage  de  ne  développer  la  série  qu'autant  que  l'on  veut,  et 
de  donner  la  valeur  du  reste.  Nous  n'aurons  pas  besoin ,  pour 
notre  objet,  de  connaître  ces  restes,  il  nous  suffira  de  savoir 
qu'ils  peuvent  toujours  s'exprimer  par  des  quantités  de  la  forme 
que  nous  venons  de  trouver. 

Cela  posé ,  considérons  la  courbe  représentée  par  l'équation 
^  :s=  Ëc ,  jc  étant  l'abscisse ,  et  y  l'ordonnée  ;  supposons  qu'elle  ait 
un  point  commun  avec  une  autre  courbe  dont  l'ordonnée  soit  For, 
et  que  ce  point  réponde  à  l'abscisse  m,  ensorte  que  l'on  ait  Y  m = Cw. 
Au-delà  de  ce  point ,  les  ordonnées  de«  deux  courbes  seront 
f (/w  +  /),  F  ( w  + 1 )  pour  une  abscisse . quelconque  m -f- 1 j  etleur 
diflFérencei ,  que  je  désignerai  par  D ,  sera  ï{m  +  i)  —  F  (/w+O- 

Développons  la  fonction  F  ( /»+  0  comme  la  fonction  f(/»+-0> 
^l  soit 

F(/»-f-i)  =  F/w  +  i';i,    ;?=:«+ '<7,    y  =  j3+*r,    etc., 

^ ,  T ,  etc.  étant  des  nombres  positife ,  et  « ,  /3 ,  etc.  étant  les 
râleurs  de  /; ,  7 ,  etc.  lorsque  i  =  o  j  on  aura  d'abord  ,  à  cause  de 

D  =:  l'^A  —  i^ct  +  i^+^Q  —  *^+V  +  etc. 
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Les  deux  premiers  termes  du  développement  de  f(/7i4-0  ®toDt 

fiw  +  /^A ,  et  ceux  du  développement  de  F  (w  +  «  )  étant  F/w-f-  fa^ 
supposons  qu'ils  deviennent  égaux ,  ensorte  qu'on  ait  aussi  p  =:  X , 
et  «  =  A  ;  la  première  de  ces  deux  conditions  dépendra  de  la  nature 
des  fonctions  désignées  par  f  et  F ,  mais  la  seconde  pourra  tou- 
jours être  remplie  comme  la  condition  de  F/w  ==  6w  par  le  moyen 
des  constantes  arbitraires  a,  i,  c,  etc.,  qui  entreront  dans  la 
fonction  Fx.  On  aura  donc ,  dans  ce  cas , 

D=/'+^Q  — i'  +  'y  +  etc.: 

et  il  sera  impossible  qu'aucune  autre  courbe  passe  entre  les  deux 
courbes  dont  il  s'agit,  dans  le  même  point  qui  répond  à  l'abscisse 
m,  à  moins  que  les  deux  premiers  termes  du  développement  de 
f  (/w-H  Ot  ^^  étant  l'ordonnée  de  cette  autre  courbe,  ne  soient 
aussi  les  mêmes  que  ceux  du  développement  de  f  (»i+  /). 

Car  s'ils  sont  difFérens ,  ils  ne  pourront  pas  se  détruire  dans 
Pexpression  de  la  différence  A  des  deux  ordonnées  f  (  //i  -j-  /  )  et 
^  (iw  -f- 1) ,  et  l'on  aura  en  général 

A  =  i^A~/'a4-i^"^^Q— /+'y  +  ètc.  : 

à  cause  de  ^m  =  &71  par  la  condition  supposée  de  là  coïncidence 
des  courbes  dans  le  point  qui  répond  à  ar=:/?i.  Cette  expression 

de  A  étant  comparée  à  celle  D  =  /^"''^Q  —  i  q  ^  il  est  facile 
de  voir  qu'à  cause  que  les  cxposans  ^t,  cr^  tt  sont  nécessairement 
positife  par  la  nature  du  développement ,  il  sera  toujours  possible 
de  prendre  i  assez  petit  pour  que  la  valeur  de  A  surpasse  celle 
de  D,  abstraction  faite  des  signes,  tant  qu'on  n'aura  pas  p  =:=  X  et 
a  =  A ,  comme  dans  les  deux  premières  courbes.  Donc ,  dajis  tout 
autre  cas ,  la  troisième  courbe  passera  nécessairement  en  dehors 
des  deux  autres. 

En  poussant  plus  loin  le  développement  des  fonctions  f(/7i-f-/) 
et  F  (  //i  -|-  z  ) ,  on  prouvera  de  la  même  manière ,  que  si  les  trois 
premiers  termes  du  développement  de  ces  fonctions  sont  les 
mêmes,  aucune  autre  courbe  ne  pourra  passer  entre  elles,  à  moint^ 
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qu^elIe  n'ait  aussi  les  mêmes  termes  communs  avec  celles-là  ;  et 
ainsi  de  suite. 

On  pourra  donc  appeler  aussi ,  comme  dans  Tarticle  lo ,  contact 
du  premier  oindre  y  du  second ,  etc.  ,  le  rapprochement  de  deux 
courbes  pour  lesquelles  les  deux  premiers  termes,  ou  les  trois 
premiers,  ou,  etc.  seront  les  mêmes  dans  les  déyeloppemens  des 
fonctions  qui  représentent  les  ordonnées. 

Ainsi,  la  courbe  dont  Téquation  est  ^=£r  étant  donnée,  la 
courbe  la  plus  simple  qui  aura  avec  elle  un  contact  du  premier 
ordre  au  point  où  a:= /»,  sera  représentée  par  l'équation 

^  =  f)?i  +  A(a:— /n)^j 
et  celle  qui  aura  un  contact  du  second  ordre ,  le  sera  par 

j^  =  6?i  +  A  (jc  —  m/-l- B  (^ — '^)^      î 

et  ainsi  de  suite.  Car  en  substituant  m  +  i  pour  x ,  on  aura  sjoûh 

plement  les  deux  premiers  termes  fm  -f-  A* ,  ou  les  trois  premiers 

0w  +  a/  +  Bi'^y  ou,  etc.  du  développement  de  f(/7i-f-  i).  Ces 
courbes  auront  donc  aussi  dans  le  même  point  le  cours  le  plus 
approchant  de  celui  de  la  courbe  proposée,  et  pourront  par  con- 
séquent servir  à  en  &ire  connaître  les  propriétés  comme  les  points 
singuliers,  les  points  de  rebroussement ,  etc.j  sur  quoi  voyez 
V^naljse  des  lignes  courbes  de  Cramer. 

i4.  Supposons  maintenant  que,  dans  Téquation  j^  =: £r  de  la 
courbe  proposée ,  on  substitue  ^  à  la  place  de  a? ,  et  qu'on  déye*- 

loppe  la  fonction  ï^  en  une  série  ascendante  de  la  forme 

A^^  +  Bi''+^  +  C.^+^+ "^  +  etc. 

Si  on  fait  la  même  chose  pour  l'équation  yz=zVx  d'une  autre 
courbe,  et  que  les  premiers  termes  du  développement  de  F  i 

soient 
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soient  les  mêmes  que  ceux  du  développement  de  f  ^  ,  oh  pourra 

prouver,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui  a  été  fait 
ci-dessus,  qu'on  pourra  toujours  prendre  i  assez  petit  pour  qu'au- 
cune autre  courbe ,  représentée  par  l'équation  j  =z^Xy  Qt  dont  la 

fonction  p  l  développée  de  même  en  série  ascendante ,  n'aurait 

pas  autant  de  termes  identiques  avec  ceux  de  ces  courbes,  ne 
puisse  passer  entre  ces  mêmes  courbes  dans  les  points  qui  répon- 
dront à  l'abscisse  a;  =  ^ ,  et  à  toutes  les  abscisses  plus  grandes  à 

l'infini ,  puisque  dès  que  la  condition  qui  peut  empêcher  que  cette 
courbe  ne  passe  entre  les  deux  autres,  aura  lieu  pour  une  certaine 
valeur  de  /,  elle  aura  lieu,  à  plus  forte  raison,  pour  tputes  les 
valeurs  de  i  plus  petites.  ? 

D'où  l'on  peut  conclure  que  la  courbe  dont  l'équation  sera  sim-» 
plement 


jr=:Ax     \ 


ou   /=:Ax      +  Rr    ^ 


ou 


etc. 


ira  en  s'approchant  continuellement  de  la  couyrbcj .  proposée ,  é|. 
mesure  que  les  abscisses  x  deviendront  plus  grandes ,  mais  sans 
pouvoir  jamais  l'atteindre ,  de  manière  qu'elle  parviendra  à  un  terme 
passé  lequel  aucune  autre^  courbe  du  même  genre  parabolique  ou 
hyperbolique,  qui  ne.ser^^  pas  d'un  degré  plus  Jiaut,  nç  pourra 
passer  entre  les  deux  courbes.  Cette  seconde  courbe  sera  donc  mie 
assjmptote  de  la  première;  et  cette  idée  de  l'assjmptote  me  paraît 
la  plus  simple  et  la  plus  générale  qu'on  en  puisse  donner ,  en  même 
temps  qu'elle  est  aussi  la  plus  propre  à  caractériser  la  nature  dit 
rapprochement  qui  constitue  le  vrai  assymptotisme. 


•  î*r-- 


a4 
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CHAPITRE  m. 


Problèmes  directs  et  inverses  sur  le  contact  des  courbes.  Analyse 
des  cas  où  ron  propose  une  i^lation  entre  les  deux  élémens 
du  contact  du  premier  ordre.  De  la  courbe  représentée  par 
réquaiion  primitive  singulière  d'une  équation  du  premier 
ordre. 


i5.  JLiES  problèmes  qu'on  peut  proposer  sur  les  tangentes ,  les 
rayons  de,  courbure ,  etc. ,  €t  eu  général  sur  les  contacts  des 
courbes,  sont  de  deux  sortes,  directs  ou  inverses.  Les  problèmes 
directs  ise  rédûfeènl  toujours  à  trouver  quelques-uns  des  élémens 
du  contact  aun  certain  ordre  ;  et  comme  ils  ne  dépendent  que 
de  l'analyse  directe  des  ibnctions,  ils  sont  toujours  résolubles 
analytiquement.  Dans  les  problèmes  inverses,  on  suppose  qu'C  y 
a  une  relation  donnée  entre  quelques-uns  de  ces  élémens  et  les 
coordonnées  oc^j^  avecles  fonctions  dérivées^',/",  etc.  ;  et  cette 
relation ,  en  y  substituant  les  expressions  générales  des  élémens 
en  Xy  x^y%  y,  etc. ,  devient  une  équation  dérivée  d'un  certain 
ordre,  dont  il  faut  trouver  l'équation  primitive  pom*  avoir  celle 
de  la  courbe  cherchée  en  x  et  y.  Ces  problèmes  conduisent  donc 
immédiatement  à  des  équations  dérivées,  et  leur  solution  dépendant 
essentiellement  de  l'analyse  inverse  des  fonctions,  se  trouve  sujette 
à  toutes  les  difficultés  de  cette  analyse. 

Il  y  a  cependant  des  cas  où  l'on  peut  les  résoudre  directement 
par  des  considérations  particulières,  qui  méritent  d'autant  plus 
d'attention,  qu'elles  tiennent  à  des  finesses  d'analyse  qu'il  est  inté- 
ressant de  connaître. 
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Ces  cas  sont  ceux  où  la  relation  donnée  n'est  c|u'entre  les 
élémens  mêmes  du  contact^  sans  que  les  coordonnées  x,  y 
j  entrent. 

Pour  donner  d'abord,  par  un  exemple,  une  idée  de  ces  sortes 
de  problèmes  ,  supposons  qu'on  demande  la  courbe  dont  chaque 
tangente  coupera  deux  ordonnées  (prolongées  s'il  est  nécessaire  ) 
répondant  aux  abscisses  données  x=zm  et  a:  =  w,  de  manière  que 
le  produit  des  parties  de  ces  ordonnées  comprises  entre  la  même 
tangente  et  l'axe  dés  abscisses  ,  soit  toujours  constant  et  égal  à  K# 

Puisque  l'équation  à  la  tangente  est 

(jf  =za^bp  (^  art.  6) , 

en  faisant  successivement  p  =:m  et  p^=nj  on  aura  les  deux 
valeurs  de  q,  dont  le  produit  devra  être  égal  à  Kj  ou  aura  donc 
entre  les  élémens  du  contact  a  et  by  l'équation 

(a -|- mi )  (a  +  /îi  )  =  K. 

La  marche  naturelle  et  directe  serait  donc  de  substituer  à  la  place 
de  a  et  ô,  leurs  valeurs  j  — xjr'  et  y  (art.  cité) ,  on  aurait  alors^ 
cette  équation  du  premier  ordre 

dont  il  ne  serait  pas  aisé  de  trouver  l'équation  primitive  par  les 
méthodes  ordinaires. 

Mais  si  on  prend  les  fonctions  primes  de  cette  équation^  il 
vient  celle-ci, 

dont  tous  les  termes  se  trouvent  multipliés  par  y';  de  sorte  qu'elle 
peut  se  décomposer  dans  ces  deux 

y=  0    et    [  J-f-C/i— ^)j']  (/w— sx)+[>+(/ii— j:)y](/i--<r)==5  0. 

La  première ,  qui  est  du  second  ordre ,  donne  sur-le-champ  celle-ci 
du  premier 
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où  A  est  une  constante  arbitraire  ;  ainsi  par  les  princTpes  établis 
dans  l'article  46  et  suivans,  de  la  i^*^«  Partie,  on  aura  l'équation 
primitive  complète   de  lu    proposée ,   en  y  substituant  simpte- 
ment  cette  valeur  de  y. 
Cette  équation  sera  donc  de  la  forme 

savoir ,  en  développant  les  termes 

{y  —  A*r)*+  {y  —  kx)  {m 4- '0  ^  +  'W'^A*—  K  =  o } 
d'où ,  en  extrayant  la  racine ,  on  tire 

y  =  Ar  +  B , 
en  prenant  pour  B  la  racine  de  l'équation 

B»  +  (  Tw  +  7î  )  AB  +  mwA*  —  K  =  0. 

D'où  l'on  voit  que  l'on  n'a  de  cette  manière,  qu'une  équation  à  la 
ligne  droite. 

En  effet,  l'cquatîony  =  o  ayant  donnéj<''=A,  celle-ci  donnera 
réquation  primitive 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  mais  par  la  théorie  des 
articles  cités  ci-dessus,  ces  deux  constantes  ne  peuvent  pas  être 
arbitraii^es  à  la  fois  ;  car  il  faut  que  l'équation  trouvée  coïncide  ayec 
la  proposée ,  poiu:  une  valeur  de  j?j  or,  faisant  jr=o,  on  a 

^  =  B,   y=A; 

donc  on  aura  entre  A  et  B  cette  équation  de  condition 

(B  +  mA)(B  +  «A)  =  K, 

jqm  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus ,  pour 
la  détermination  de  B  en  A, 

Venoils  maintenant  à  l'autre  équation  qui  n'est  que  du  premier 
ordre.  Celle-ci  servira  également  à  trouver  une  équation  primitive 
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yf-—      (ax  — m— «)^ 
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a(7?i— x)  (71  —  a:)' 


taleur  qui  étant  substituée  dans  la  proposée ,  la  réduira  à  celle-ci  ^ 


r+ 


4K  {m"-^  x)  (n  —  x) 


équation  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole,  suivant  que  K  sera  une 
quantité  positive  ou  négative.  Le  grand  axe  sera  m  —  n,  le  petit 
axe  |/K,  et  les  deux  sommets  seront  aux  points  où  x:=m  et 
où  a:  =  n. 

La  propriété  des  tangentes  qui  nous  a  conduits  à  cette  équation , 
est  démontrée  dans  la  proposition  XLII"*  du  troisième  livre  des 
coniques  ^Apollonius  ;  mais  l'analyse  précédente  a  l'avantage  de 
faire  voir  que  cette  propriété  appartient  uniquement  aux  sections 
coniques. 

16.  Si  on  examine  maintenant  les  deux  solutions  qu'on  vient  de 
trouver ,  il  est  facile  de  voir  que  la  première  ne  donne  que  la  ligne 
droite  même  qu'on  a  supposée  tangente,  en  regardant  les  deux 
élémens  a  et  b  comme  constans  ;  car  l'équation  y  ?=  Aar  +  B  ne 
diffère  point  de  l'équation  q^ia-^hp  de  cette  tangente ,  l'équa- 
tion entre  les  deux  constantes  A  et  B  étant  évidemment  la  même 
que  celle  que  l'on  a  supposée  entre  les  quantités  h  et  a. 

En  effet ,  il  est  visible  que  toute  droite  peut  résoudre  le  pro- 
blème ,  pourvu  qu'il  y  ait  entre  ses  deux  constantes ,  la  relation 
donnée  par  les  conditions  du  problème;  et  comme  il  reste  une 
constante  arbitraire,  il  s'ensuit  que  l'équation  de  cette  droite  doit 
être  l'équation  primitive  complète  de  l'équation  du  premier  ordre 
donnée  par  le  problème.  Donc,  analytiquement parlant,  le  problème 
est  résolu  complètement  par  l'équation  même  ^  =  a  +  io:,  a  et  A 
étant  deux  constantes ,  dont  l'une  est  arbitraire ,  et  l'autre  en  dépend 

par  l'équation 

{a  +?nb)  {a  +  nb)z=zK. 

A  l'égard  de  la  seconde  solution ,  comme  elle  ne  contient  point 
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de  constante  arbitraire ,  elle  est  à  la  rigueur  moins  générale  que  la 
première ,  et  ne  peut  être  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci ,  ou  bien 
une  solution  singulière  provenant  de  la  considération  que  nous 
ayons  développée  dans  l'article  60-  de  la  première  Partie. 

Il  est  d'abord  facile  de  se  convaincre  que  cette  dernière  solution 
ne  peut  être  un  cas  particulier  de  la  première  ;  car  il  faudrait  pour 
cela  que  l'équation  jzzza-^  bx  de  la  première ,  pût  satis£àire  à 

l'équation  j*^  +  (^lln^  ~  ^^  ^  ^^  ^*  seconde,  en  détermi- 
nant convenablement  sa  constante  arbitraire ,  et  par  conséquent , 
qu'en  éliminant  j^  de  ces  deux  équations,  la  résultante  ne  contînt 
plus  que  des  constantes ,  ce  qui  n'est  pas. 

Elle  ne  peut  donc  être  qu'une  solution  singulière  ;  et  en  effet ,  nous 
avons  vu  (  1*'*  Partie ,  art.  69  )  que  le  caractère  de  l'équation  pri- 
mitive singulière  de  toute  équation  du  premier  ordre  de  la  forme 
^'=F  (jc ,  y  )  est  de  rendre  infinie  la  fonction  F'  {y) ,  c'est-à-dire , 
la  fonction  prime  de  Y{Xyy)  prise  relativement  à  jr  seuL  Or , 
l'équation  de  notre  problème 

[jr+(/w— ^)y]x[/+(/i-^)y]==;K, 

étant  mise  sous  la  forme  précédente ,  donne 


«/^    ^N y  (fl J— m— yi)  +  V/4K (m^j)  {n—x)  +  {m-^n)^ 

d'où  l'on  tire 

w/     N (m—nYy  +  (aj:— m— n)  v/4R(m^r) (n—x)+{m—n)y^ 

^^^       fl  (m— X)  X  (n— x)  V/[4K  (m— x)  X  {n-'X)  +  (m— /i)y]  • 

OÙ  l'on  voit  que  F'(/)  devient  infini  par  l'équation 

4K(m — x)  (/i  — a?)+(/»— »)^»=so, 

qui  est  celle  de  la  seconde  solution. 

17.  En  examinant  la  manière  dont  nous  sommes  parvenus  à 
cette  solution ,  on  verra  qu'elle  dépend  de  cette  circonstance ,  que 
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les  fonctions  primes  de  a  et  b  regardes  comme  fonctions  de  a?,  f^j'y 
sont  entre  elles  dans  im  rapport  qui  ne  contient  pas  la  fonction 
seconde  y  j  en  effet ,  ayant  b  =y  et  a  =zjr  —,  xjr'^  on  a 


oe  qui  donnç 


*'=:/'    et 


^", 


a' 

V 


X 


de  sorte  que  prenant  la  fonction  prime  de  Téquation 

et  divisant  par  b\  on  a  une  équation  qui  est  également  du  pre- 
mier ordre ,  et  le  résultat  de  l'élimination  de  f  entre  ces  deux 
équations,  donne  l'équation  aux  sections  conique^  trouvées  plus 
haut  Or,  je  considère  que  les  quantités  a  e\  b  sont  données  par 
les  équations 

y-ssia-^bx    el  y  z=zb    ( art  1 1 ). 

Ainsi  réquation  dont  il  s'agit,  est  le  résultat  de  Félimination  de 
a,  b  et  y  entre  les  équations 

yzzza^bxj    y=:b^    {a+mb){m  +  nb)  =  Ky 

et  réquation  prime  de  cette  dernière  divisée  par  b\  On  obtiendra 
donc  aussi  le  même  résultat,  en  éliminant  d'abord  ime  des  deux 
quantités  a  ou  ^  entre  les  deux  équations 

jTTsza  +  bx    et     {u'^mb)(a^nb)i:=zKf 

et  ensuite  éliminant  l'autre  par  le  moyen  de  l'équation  résultante 
et  de  son  équation  prime  prise  en  faisant  varier  cette  dernière 
cpiantité.  Ainsi  éliminant  d'abord  a ,  on  a  l'équation 


\jr+lim^x)b'][jr+(n—x)b]z=:K. 

Prenant  l'équation  prime  relativement  à  i ,  et  divisant  par  b\  on  a 
[j'+(,m—'X)b]{n^x)-\^{j'  +  {n-^x)b]{m—x)=:o, 
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d'où  Ton  tire 

valeur  qui ,  substituée,  dans  l'autre  équation ,  donnera  comme  cî- 
dessus  l'équation 

(w  —  n)y^+  4K(m — a:)  (/*  — a:)  =o, 

qui  renferme  la  seconde  solution. 

On  peut  encore  considérer  que  l'équation  («+ mi)  (a+ni)=:K 
qui  contient  la  relation  entre  a  et  ô,  dans  laquelle  consiste  la 
condition  du  problème ,  donne  ,  par  la  résolution ,  a  =  fô ,  valeur 
qui  étant  substituée  dans  l'équation  ^=a  +  ij:- ,  la  réduit  à  celle^i 
^  5=  fô  +  io: ,  qui  ne  contient  plus  que  la  constante  arbitraire  A, 
qu'on  éliminera  par  l'équation  prime  prise  relativement  à  b ,  savoir, 
fi4-^=o,  ce  qui  donnera  encore  le  même  résultat.  Or,  par  ce 
qu'on  a  vu  ci-dessus ,  l'équation  jrz=z(b^ba:  est  l'équation  primi- 
tive complète  de  l'équation  du  premier  ordre  donnée  par  le  pro- 
blème ;  donc  l'équation  résultante  de  l'élimination  de  b  entre  celle-ci 
et  l'équation  rb  +  xzzzo,  sera  précisément  l'équation  primitive 
singulière ,  d'après  la  théorie  de  l'article  60  de  la  i*f«  Partie. 

D'un  autre  côté,  comme  Féquation  ^  =  fô  +  io:  est  l'équation 
générale  des  tangentes  de  la  courbe  cherchée  (art.  i5),  on  en 
peut  conclure  que  pour  avoir  l'équation  de  cette  coiu^be ,  il  n'y  a 
qu'à  regarder  la  constante  arbitraire  b  qui  difFérenlie  les  tangentes , 
comme  variable ,  et  la  déterminer  par  la  condition  que  l'équation 
prime  relative  à  cette  seule  variable ,  ait  lieu  en  même  temps.  Et 
de  lu  on  voit  aussi  que  l'équation  primitive  singulière  que  nous 
avons  trouvée  pour  l'équation  du  premier  ordre  donnée  par  le 
problème ,  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  la  courbe  formée  par 
l'intersection  continuelle  des  droites  représentées  par  l'équation 
primitive  complète  de  la  même  équation  du  premier  ordre. 

18.  Après  avoir  ainsi  éclairci  la  matière  par  un  exemple ,  nous 
allons  la  traiter  d'une  manière  générale.  Soit,  comme  dans  l'ar- 
ticle 10,  f{xyjy  ayb)=:o  réquation  de  la  courbe  du  contact, 

quô 
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que  nous  ayons  supposée  ci-dessus  une  ligne  droite  y  et  soit 
^(a,  ô)  =  o  l'équation  qui  détermine  la  relation  entre  les  deux 
élémens  a  et  i  ,  donnée  par  la  nature  du  problème  proposé;  sui- 
vant la  théorie  donnée  dans  ce  même  article ,  il  Faudra  déterminer 
If  et  ^  par  les  deux  équations 

F(a:,j,a,  *)  =  o    et    F(x,j,  «,*)'=  o. 

Or,  nous  avons  vu  dans  la  première  Partie  (art.  46)  que  si  on 
élimine  a  et  b  des  trois  équations 

on  a  une  équation  du  second  ordre  entre  x^y^y  et^",  que  nous 
désignerons  par  V=:o,  et  dont  F(ar,^,a,  i)  =  o  sera  l'équa- 
tion primitive  complète ,  a  et  &  étant  les  constantes  arbitraires  \ 
nous  y  avons  vu  aussi  que  si  on  élimine  a  ou  &  des  deux  pre- 
mières, les  deux  résultantes  seront  des  équations  primitives  du 
premier  ordre  de  la  même  équation  V  =  o ,  et  dont  celle-ci  sera 
le  résultat ,  en  prenant  de  nouveau  les  fonctions  primes  et  élimi* 
nant  la  constante  qui  y  était  restée  (  art.  47  ).  Donc ,  si  de  ces 
deux  premières  équations  on  tire  les  valeurs  de  a  et  /^ ,  que  nous 
désignerons  par  P  et  Q ,  ensorte  que  Ton  ait  a  =  P ,  6  =  Q , 
F  et  Q  étant  des  fonctions  de  x^j  et^'j  qu'ensuite  on  prenne 
les  fonctions  primes  de  ces  équations ,  en  y  regardant  toujours  a 
et  h  comme  constantes,  on  aura  les  équations  du  second  ordre 
F  =  0,  0^=0,  qui  devront  coïncider  avec  l'équation  V  =  oj  de 
florte  qu'on  aura  nécessairement 

P'  =  MV,    Q'=NV, 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  a:,  ^  et  7*'  sans  y  ;  car  si ,  par 
exemple ,  M  contenait  encore  y ,  alors  l'équation  P'  =  o  donne- 
rait ,  outre  V  :=  o  ,  cette  autre  équation  du  second  ordre  M  =s;  o , 
qui  ne  serait  pas  comprise  dans  la  même  équation  y=:o;  ce  qui 
ne  se  peut. 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  a  et  &  dans  l'équation  du  pror 
blême  ^  (n,  6)  s=  o,  on  aura 

?(P,Q)=ôj 

^3 
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prenant  ensuite  Téquation  prime ,  on  aura 

en  dénotant  par  <p'(P)  et  ^'(Q)  les  fonctions  primes  de  (p(P,  Q) 
prises  relativement  à  P  et  Q  isoles  j  donc  mettant  pour  P'  et  QT 
les  expressions  ci-dessus,  cette  dernière  équation  deviendra 

v[M?'(P)+rsY(Q)]  =  o, 

laquelle  se  décompose  naturellement  en  ces  deux-ci , 

V=o    et    M(p'(P)H-N<p'(Q)  =  o. 

La  première  Y  =0,  sera  du  second  ordre  et  aura  pour  équatr 
tioQ  primitive  complète  y 

'^{x,j,a,  i)  =  o, 

c'est-à-dire  l'équation  même  de  la  courbe  du  contact,  Jan» 
laquelle  une  seule  des  deux  constantes  a  et  ^  sera  arbitraire  , 
l'autre    étant    déterminée    par   l'équation    même   du    problème 

L'autre  équation  M^'  (  P  )  +  N^'  (  Q  )  =  o  ne  sera  que  du  pre- 
mier ordre  et  sans  constante  arbitraire  ;  mais  étant  combinée 
avec  l'équation  ^  (P,  Q)  =  o,  eflc  donnera,  par  l'élimination  dejr^ 
une  équation  entre  a:  et  ^  qui  sera  l'équation  primitive  singulière 
de  cette  dernière  ^  (  P ,  Q  )  =  o. 

Cette  équation  sera  donc  le  résultat  de  Félimination  des  quaoH 
tités  a,  b  ety  entre  les  quatre  équations 

^{^jjy^^  *)  =  O  >  F("^>^>  ^>  *)'=o ,  <p  (fl,  b)  =0  et  M(p'(«)+N(p'(4)=o. 

Or ,  en  regardant  a  et  b  comme  des  fonctions  de  jr  et  / ,  les  équa- 
tions a  =  P,  i=Q  résultant  des  deux  premières,  donnent  ces  deux 
équations  primes 

o'ssF^sMV    et.  A'=Q'  =  NV^ 
donc 

N  _  i; 
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,'(«)+ ^ 
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qui  n'est  autre  chose  que  Téquation  prime  de  ç  (/i,  5)  =  o,  divisée 
par  a\  D'un  autre  côté  ,  dans  la  supposition  de  /i  et  6  variables , 
il  est  évident  que  la  fonction  prime  de  F(jc,^,  a,  i)  n'est  pas 
simplement  F(x,^,  a,  h)\  mais  qu'il  y  faut  ajouter  les  termes 
dus  à  la  variation  de  a  et  è,  qui  sont  fl'F'(a)+i'F'(i),  en  dési- 
gnant par  F' (a)  et  F'(ô)  les  fonctions  primes  de  F(j:,^, a,6) 
prises  relativement  à  â  et  à  £  regardés  comme  seules  variables. 
Donc  prenant  les  fonctions  primes  de  l'équation  F(j[:,^,a,ô)=o, 
on  aura 

mais  on  a  déjà  l'équatioQ 

on  aura  donc  nécessairement  y  dans  la  supposition  de  a  et  3  va* 
riables ,  l'équation 

d'où  l'on  tire 

a'  ~        r  (i  j  • 

c'est  la  valeur  de  j^ ,  qu'on  peut  trouver  directement  de  cette 

manière ,  et  qu'on  voit  clairement  ne  pouvoir  être  une  fonction 
du  premier  ordre ,  puisqu'elle  ne  contient  que  les  quantités  x^ 
y  et  a,  h. 

Donc  l'équation  dont  il  s'agit  sera,  en  dernière  analyse,  le 


iliminj 


V 


F(a)  +  ^F(4)=o,     ^'(a)  +  ^(p'(*)=o, 

ibût  les  deux  dernières  sont  les  fonctions  primes  des  deux  jpre- 
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iiiières,  prises  relativement  à  a  et  ô,  et  divisées  par  a' ^  Péqua*» 
lion  F(j:,^5  û,i)=:o  n'est  plus  nécessaire  ici;  et  se  trouve 

remplacée  par  l'équation  F'(rï)  + -?  F'(i)  =  o,  qui  en  est  une 

suite.  Donc ,  si  on  réduit  d'abord  les  deux  premières  en  une  seule 
par  l'élimination  de  4 ,  il  ne  s'agira  plus  que  de  prendre  Téquatioa 
prime  de  celle-ci  relativement  à  a  seul,  et  d'éliminer  ensuite  a 
par  le  moyen  de  ces  deux,  le  résultat  sera  nécessairement  le 
jnême  qu'auparavant. 

Si  donc  on  tire  de  l'équation  (p(/z,  i)  =o,  donnée  par  les  con- 
ditions du  problème  entre  les  élémens  du  contact  a ,  ^ ,  la  valeur 
de  &  en  â,  et  qu'on  suppose  i  =  4^  (4  étant  aussi  la  caractéris- 
tique d'une  fonction),  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équatioB 
F  (.r,^,  a,  i)s=  o  de  la  courbe  du  contact ,  qu'ensuite  on  prenne 
la  fonction  prime  de  F  (a:,j,  ^,4^)  relativement  à  a  seul,  fonction 
que  nous  désignerons  par  «'F' (a,  4^)>  «'  étant  la  fonction  prime 
de  a  regardé  comme  fonction  de  or ,  on  aura  ces  deux  équations 

F(a:,^,  a, 4^)  =0    et    F'(rt,4^)  =  o> 

d'où  il  faudra  éliminer  «  ;  et  il  est  visible  que  le  résultat  ne  sera 
autre  chose  que  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  du 
premier  ordre,  dont  F(.r,jr,^,4^)=o  sera  l'équation  primitive 
complète  (art.  60 ,  première  Partie). 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  singulière,  sera  pro- 
prement celle  qui  résout  le  problème,  et  qui  aura  la  propriété 
d'être  touchée  dans  chaque  point  par  une  des  courbes  représen- 
tées par  l'équation 

F(x,j,dt,4rï)=:o, 

a  étant  constant  pour  la  même  courbe ,  mais  variable  d'une  courbe 
à  l'autre. 

j  9.  La  manière  dont  nous  sommes  parvenus  à  cette  dernière  so- 
lution, est  la  plus  directe,  analytiquement  parlant;  mais  on  y  peut 
parvenir  plus  simplement  par  la  considération  suivante.  Puisque 
le  problème  consiste  à  trouver  la  courbe  qui  aura ,  dans  chaque 
point,  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  courbe  représentée 
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par  Féquation 

a  étant  un  paramètre  indéterminé ,  il  s'ensuit  (art,  lo)  que  Féqua- 
tion  de  la  courbe  cherchée  doit  donner  pour  jr  et  pour  y  des 
fonctions  de  x  de  la  même  forme  que  celles  qui  résultent  d«a 
équations 

F(^,^,^,4^)  =  o    et    F(j?,/,  «,  4ay  =  o, 

en  désignant  par  F  {x^jr ,  « ,  «vl/a)'  la  fonction  prime  de  F(aî,/,  a,  4«) 
relative  à  x^ly.  Ot  ^a  étant  une  quantité  indéterminée,  on  peut 
la  supposer  telle  que  la  courbe  cherchée  soit  représentée .  par  la 
même  équation 

F(j:,r>  fl,4û)  =  o, 

pourvu  que  l'équation  prime  de  celle-ci  soit  aussi  de  la  même 
forme 

Mais  si  a  est  une  quantité  variable ,  la  fonction  prime  complète 
de  F(a',j^,  a,  4^)  s^ra ,  comme  nous  l'avons  vu  ci-dessus  , 

Donc  la  condition  dont  il  s'agit  sera  remplie  si  on  détermine  a  paî 

l'équation 

F(a,4«)  =  0} 

ce  qui  donnera  la  dernière  solution  que  nous  venons  de  trouver. 
Toute  équation  entre  x  ^jr  et  tin  paramètre  indéterminé  a^  que 
nous  dénoterons,  pour  plus  de  simplicité,  par  f( a:, j^,  a)  =o  , 
représente ,  en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles ,  une  Êimille  d'une  infinité  de  courbes  qui  varient  de  forme 
ou  de  position ,  ou  de  l'une  et  de  l'autre  à  la  fois ,  à  raison  des 
variations  du  paramètre;  et  si  on  élimine  ce  paramètre  par 
le  moyen  des  fonctions  primes ,  l'équation  résultante  du  premier 
ordre  appartiendra  à  toute  cette  &miile  de  courbes.  Elle  appar- 
tiendra donc  aussi  à  la  courbe  formée  par  toutes  ces  courbes ,  et 
qui  les  enveloppera ,  ayant  avec  chacune  d'elles  un  contact  du 
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premier  ordre.  La  même  équation  î{x^j,  a)=LOj  ainsi  que  son 
équation  prime  f(x,^,  fl)'=o,  prise  relativement  à  a;  et  ;^  seuls , 
devront  donc  avoir  lieu  aussi  pour  chaque  point  de  cette  courbe 
enveloppante ,  eii  regardant  le  paramètre  a  comme  une  quantité 
variable.  Or ,  dans  cette  hypothèse ,  la  fonction  prime  complète 
de  f(^,^,  a)  est  {(jc^jr^  aj  -{-  a'ï'  {a)^  en  dénotant  par  V{a)  la 
fonction  prime  de  f  (or ,  j,  a)  prise  relativement  à  a  seul ,  et  par  a' 
la  fonction  prime  de  a ,  regardée  comme  une  fonction  quelconque 
de  x\  donc  il  faudra  que  la  valeur  de  a  soit  telle  que  Ton  ait 
P  (/i)  =  o ,  ce  qui  donnera  Féquation  primitive  singulière  de  Téqua-^ 
tion  du  premier  ordre  qui  répond  à  Féqualion 

dans  laquelle  a  est  regardée  comme  une  constante  arbitraire 
(  art  60 ,  première  Partie  ). 

D'où  Ton  peut  conclure ,  en  général ,  que  l'équation  primitive 
singulière  d'une  équation  du  premier  ordre  ,  représente  toujours 
la  courbe  enveloppante  de  toutes  les  courbes  qui  peuvent  être 
représentées  par  son  équation  primitive  complète ,  en  donnant  à 
la  constante  arbitraire  toutes  les  yaleurs  possibles* 
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CHAPITRE  I\^. 

Des  contacts  du  second  ordre.  Théorie  et  construction  des 
équations  primitives  singulières  dans  les  ordres  supérieurs* 
Exemple  contenant  la  théorie  analytique  des  développées, 

20.  VJONSTDÉRONS  maintenant  les  contacts  du  second  ordre,  et 
prenant  F  (x,/,  «,J,  c)  =  0  pour  l'équation  de  la  courbe  du 
contact,  supposons  qu'il  y  ait  entre  les  trois  éléraens  a,  A,c  la 
relation  donnée  par  l'équation  iÇ  (  « ,  i,  c  )  =  o.  Conuue  les  valeur» 
de  ces  élémens  doivent  se  tirer  des  trois  équations 

^^yJy^y^^c)—Oj  ¥{ûc,jr,a,b^cy=:o,  F(j:,^, fl, *, cy'=o (art.io), 
si  on  désigne  ces  valeurs  par  P,  Q,  R,  l'équation  du  problème  sera 

ç)(P,Q,R)  =  o, 

qu'on  voît  être  du  second  ordre.  Les  trois  équations  fl  =  P,  i=Q, 
c=R  donneront,  en  prenant  les  fonctions  primes  dans  la  suppo- 
sition de  a^b,  c  constantes ,  la  même  équation  y=o  du  troisième 
ordre,  qui  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a,  &,  c,  au  moyen 
des  trois  équations  précédentes ,  combinées  avec  l'équation  tierce 

^{^jj^^y^y^  )'"'=  o    (  art.  46,  première  Partie  )  j 

par  conséquent  on  aura  nécessairement 

F  =  MV,    Q'  =  ]NV,    R'=:LV, 

M,N,L  étant  des  fonctions  de  x^y  ^f  et  y  sans  ^"';  de  sorte 
qu'en  prenant  les  fonctions  primes  de  l'équation  cp  (P ,  Q,  R)  =o, 
on  aura 

Py(P)  +  QV(Q)+Ry(R)  =  o; 

savoir  : 

V[Mç)'(P)  +  N?>'  (Q)  +L(P'(R)]  =  G, 
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équation  qui  se  partage  naturellement  dans  ces  deux-ci, 

V  =  o    et    M(p'(P)  +  N(p'(Q)  +  L(p'(R)  =  o, 

dont  la  première  est  du  troisième  ordre ,  et  dont  la  seconde  n'est  que 
du  second. 

L'équation  V  =  o  a ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu ,  pour  équa- 
tion primitive  complète ,  l'équation  même 

de  la  courbe  du  contact ,  dans  laquelle  a^b^  c  sont  les  trois  cons- 
tantes arbitraires;  mais  comme  l'équation  du  problème  ^(P,Q,R)=o 
n'est  que  du  second  ordre ,  il  doit  y  avoir  une  relation  entre  ces 
trois  constantes ,  qui  les  réduise  à  deux  arbitraires  ;  et  cette  relation 
est  donnée  par  l'équation  ^(«,  ô,c)=o  qui  résulte  de  la  précé- 
dente ,  en  substituant  les  valeurs  de  P,  Q ,  R ,  tirées  des  équations 
UT^Vy  bz^Qy  c  =  R. 

L'autre  équation  étant  du  second  ordre,  on  pourra,  par  sont 
moyen ,  éliminer  la  fonction  y  de  l'équation  (p(P,  Q,R)  =  o,et 
la  résultante  sera  une  équation  primitive  de  celle-ci  du  premier 
ordre  ,  mais  qui  ne  contiendra  point  de  constante  arbitraire.  Cette 
équation  sera  donc  le  résultat  de  l'élimination  des  quantités  a,  6,  c 
et  y  y  au  moyen  des  équations 

(p(a,  J,  c)  =  o    et    M(p' (a)  +  N(p' (i)  +  L<p' (c)  =  o. 

Or,  en  regardant  a^b^c  comme  des  fonctions  de  or, ^,  la  fonc- 
tion prime  de  F(ar,  j^ ,  a,  J,  c)  sera 

¥  {x.jr^a  ,  b,  cy+aT (a)+  bT  (b)  +  cT  (c), 

9 

en  dénotant  simplement  par  F'  (a) ,  F'  (b) ,  F'  (c)  les  fonctions  primes 
deF(jc,7^,£ï,ô,c)  prises  relativement  à  a ,  & ,  c ,  regardées  comme 
seules  variables;  donc  les  deux  équations 

F(^,7,fl,i,c)  =  o    et    F(a:,7,a,*,cy=o 

emporteront 
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emporteront  celle-ci 

a'¥'  (a)  -h  bT  (b)  +  c'F'  (c')  =  G. 

De  plus,  la  fonction  prime  deF(ar,^,a,&,  c)'  sera ,  par  la  même 
raison, 

¥(x,j^,a,b,c)"  +  aT{ay-^l,T(by+c'F'(c)\    , 

en  dénotaDt  de  même  par  F' (a)',  F' (A/,  F' (c)'  les  fonctions  primes 
de  F(a:,^,  a,i,  c)', prises  relativement  à  a,  i,  c, regardées  comma 
seules  variables  ;  et  comme  dans  la  formation  de  ces  fonctions  dé- 
rivées on  regarde  les  quantités  a^h^  c  comme  indépendantes  de 
X  et  j,  il  est  aisé  de  prouver ,  par  les  principes  établis  dans  la  pre- 
mière Partie  (art.  74) ,  que  les  fonctions  F'  {a)\  F' (A)',  F'  (c)'  seront 
la  même  chose  que  les  fonctions  primes  des  fonctions  F' («),  F'(i)| 
F'  {c) ,  prises  relativement  à  x  ^\j.  Donc  les  deux  équations 

FC^,7,  ^,  *,^y  =  o    et    F(jc,j,fl,*,£?y'=o 
emporteront  encore  nécessairement  cettç  autre-ci 

ûT'(ay+ ô'F  (iy  +  cT'(cy = o. 

Si  donc  on  combine  les  deux  équations 

V 


F(a)  +  ^FC*)+^F'Cc)=o 


c 

F'(«)'+^F'(A)'-|-^F'(cy: 


avec  réquation  , 


V 


qui  résulte  de  ^(fl,ô,c)  =  o,  en  prenant  les  fonctions  primes , 

on  aura ,  par  Télimination  des  quantités  -7  et  -7 ,  une  équation  en 

^,  A,  c  et  x,^,y  sans  y,  laquelle  sera  équivalente  à  celle  qu'on 
aurait  déduite  des  deux  équations 

F{a:,/,a,*,cy'=o    et    M(p' (n)  +  N?' (*)  +  L?' (c)  =  o , 

26 
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par  rélimmation  dey.  Ainsi ,  il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  a^  B^  e 
au  moyen  des  équations 

F(-r,j,fl,*,c)  =  o,     F(ar,7,a,  6,cy=o     et     (p(a,i,o)  =  o^ 

et  le  résultat  final  sera  la  même  équation  primitive  du  premier 
ordre  de  l'équation 

f(P,Q,R)  =  o, 

laquelle  ne  contenant  point ,  par  sa  nature ,  de  constantes  arM-r 
traires ,  ne  pourra  être  qu'une  équation  primitive  singulière. 

En  effet ,  si  pour  simplifier  la  solution  on  commence  par  tirer  la 
yaléur  c  de  Téquation  ^(û,  *)^)  =o,  et  qu'on  la  repré- 
sente par  4(^9^)'  ^lo^s  1^  solution  se  réduira  à  éliminer  a  ,6  et 

-7  entre  les  deux  équations 

et  les  deux  équations  primes  de  celles-ci,  prises  relativement  a 
a  ^\  h  seuls  et  divisées  par  a! ,  procédé  analogue  à  celui  de  l'ar- 
ticle i8- 

2 1 .  En  général ,  si  l'on  a  une  équation  en  jc ,  ^  et  deux  constantes 
arbitraires  a  et  i  ,  que  nous  représenterons  par  f  (  x  ,^ ,  a ,  i)=o  j 
en  éliminant  ces  deux  constantes  par  le  moyen  des  deux  équations 
dérivées  f(^,^,  «,  iy=o  et  f(x,/,  a^  A)"=o,  on  aura  une 
équation  du  second  ordre  V  =  o,  qui  appartiendra  à  toutes, Tes 
courbes  représentées  par  l'équation 

en  donnant  à  a  et  ^  des  valeurs  quelconques ,  et  dont  par  consé- 
quent  celle-ci  sera  l'équation  primitive  complète. 

Donc  elle  appartiendra  aussi  à  la  courbe ,  ou  aux  courbes  for- 
mées par  toutes  ces  courbes ,  et  qui  les  envelopperont  de  manière 
qu'elles  aient  avec  chacune  d'elles  un  contact  du  second  orcke  ;. 
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c'^st-à-dire  dans  lequel  les^,y  et  y  soient  les  mêmes.  Mais  les 
quantités  â  et  ^  étant  constantes  dans  chaque  courbe  enveloppée, 
et  variables  dans  les  courbes  enveloppantes,  pour  que  ,les^,j^' 
et  y  soient  les  mêmes  dans  les  deux  hypothèses,  il  faudra  que 
les  équations  d'où  elles  dépendent  soient  aussi  les  mêmes.  Or ,  dans 
la  supposition  de  a  et  b  variables,  l'équation  î{x^j^  a,6)=;o 
donne  l'équation  prime 

donc,  pour  que  cette  équation  se  réduise  à 

ï{x,y,a,  Ay=o, 
comme  dans  le  cas  de  a  et  &  constantes,  il  faudra  que  Ton  ait 

De  la  même  manière,  l'équation  f(x,j^,fl,  fty  = 
le  cas  de  a  et  £  variables ,  cette  équation  dérivée 


o  donne,  dans 


f(^,^,  0,bf+a^{ay+b'P{by  =  Oi 

laquelle  ne  peut  se  réduire  à  f(x,^,  a,  4)"=  o,  coname  dans  le 
cas  de  a  et  ^  constantes ,  qu'en  supposant 

Ayant  ainsi  les  quatre  équations 

r(a)+^r(i)=:o  et  f'(«y+^f(*y=o, 

3  n'y  aura  qu'à  éliminer  £i ,  i  et  -7 ,  et  l'on  aura  une  équation  dU 

premier  ordre  entre  x^y  et/',  qui  sera  celle  des  courbes  enve- 
loppantes y  et  qui  sera  en  même  temps  l'équation  primitive  six)gu- 
lière  delà  même  équation  V  =  o. 

On  voit  par  là  conunent  la  théorie  des  équations  primitives  sin« 
guUères  peut  s'étendre  au  second  ^  ordi*e  et  aux  ordres  supérieurs. 
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On  voit  en  même  temps  qne  ces  écjuations  représentent  toujours 
clés  courbes  enveloppantes ,  et  qui  ont  des  contacts  d'un  ordre 
donné  avec  les  courbes  enveloppées ,  représentées  par  les  équa- 
tions primitives  Complètes ,  dans  lesquelles  les  constantes  arbitraires 
varient  d\me  fîourbe  à  l'autre.  Ceci  peut  servir  de  supplément  et 
de  complément  à  la  théorie  des  équations  primitives  exposée  dans 
la  première  Partie  (art.  60). 
Au  reste,  de  même  que  les  quatre  équations  ci-dessus 

r(a)+^r(i)=o,  r(ay+^r(Ay=o, 

donnent,  par  l'élimination  de  a^b  et  —,  une  équation  du  premier 

ordre  en  ^ ,  ^  et  jr\  ces  équations  donneront  également ,  par  Téli- 
mination  de  ces  trois  dernières  quantités,  une  équation  en  a,  ft 

et  -7 ,  qui  renfermera  les  relations  que  doivent  avoir  entre  elles  les 

deux  variables  a  et  5  ;  d'où  Ton  voit  que  ces  quantités  qui  sont 
indépendantes  entre  elles  dans  cKacune  des  courbes  enveloppées, 
ne  le  sont  plus  lorsqu'elles  se  rapportent  à  la  courbe  enveloppante. 
On  trouvera  des  résultats  seniblables  pour  les  équations  et  les 
courbes  des  ordres  supérieurs. 


r» 


22.  Supposons  qu'on  demande  la  courbe  qui  aura  dans  chacun 
de  ses  points  un  contact  du  second  ordre  avec  un  cercle  repré- 
senté par  l'équation 

et  dont  les  élémens  du  contact  a  ,  b  ^  c  aient  entre  eux  la  relation 
déterminée  par  Téquatioa 

f  (lï,  ^,  c)  =  0. 

JLa  marche  naturelle  pour  résoudre  ce  problème,  serait  de 
substituer  dans  cette  équation ,  les  valeurs  des  élémens  tf ,  * ,  <? 
trouvés  plus  haut  (  art.  11),  ce  qui  donnerait  une  équation  du 
«econd  ordre,  d'où  À  faudrait  remonter  à  l'équation  primitive. 
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Mais ,  sans  chercher  celte  équation  du  second  ordre ,  on  peut 
d'abord  conclure  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer ,  que  l'on 
aura  son  équation  primitive  complète ,  en  supposant  les  quantités 
a^bjC  constantes ,  ce  qui  redonnera  la  même  équation  au  cercle. 
On  en  conclura  ensuite  que  la  même  équation  admettra  aussi  une 
équation  primitive  singulière  du  premier  ordre ,  qu'on  obtiendra 
en  &isant  varier  les  quantités  £i  ^  £ ,  c ,  de  manière  que  les  équa- 
tions primes  et  secondes  de  l'équation  au  cercle  soient  les  mêmes 
que  si  ces  quantités  étaient  regardées  comme  constantes  ;  et  que 
cette  équation  primitive  représentera  alors  la  courbe  ou  les  courbes 
formées  par  la  réunion  de  tous  les  cercles  représentés  par  la  même 
équation,  c'est-à-dire,  qui  envelopperont  ou  embrasseront  tous 
ces  cercles. 

Cette  équation  sera  donc ,  par  les  principes  établis  ci-dessus ,  le 

résultat  de  l'élimination  des  quantités  a^b^  c  et  -7 >  -7 >  entre  les 
trois  équations 

(x— .ii)*+(jr_i)»— c*,    ar~a4-y(j^— i)=o,     ^(n,*,c)s=o, 

et  les  équations  primes  de  celles-ci ,  prises  relativement  aux  seules 
variables  a^b,€'^  savoir , 

Mais  comme  cette  équation  en  a:  et  ^  pourrait  se  présenter 
sous  une  forme  assez  compliquée ,  il  sera  plus  simple  de  cher- 
cher à  déterminer  les  valeurs  mêmes  de  x  eij  par  ime  troisième 
variable. 

Pour  cela ,  on  éliminera  d'abord  ^^^  au  moyen  des  deux  équations 

v 

<x^a+y  {jr^b)  =  o    et     i+^y=o, 

on  aura  celle-ci , 

or— a  —  —^7 •'=:  o, 
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qui  étant  combinée  avec  la  première 

(a:  _  a)*  +  (/ —  i)*  =  c», 
donnera  sur-le-champ 


c(i  »  cb 


û+TTTTTTT-ÏTrTj     J^  =  * + 


De  plus ,  si  on  substitue  ces  mêmes  valeurs  de  x  ^l  jr  dans 
l'équation 

on  aura  celle-ci 

laquelle  étant  combinée  avec  l'équation  ^  (a,  i,  o)  =  o  donnée 
par  le  problème ,  servira  à  déterminer  deux  des  trois  variables 
a^h  ^  c  par  la  troisième ,  moyennant  quoi ,  les  valeurs  de  x  et^ 
seront  aussi  exprimées  par  cette  seule  variable. 

23.  Comme  les  quantités  ^  et  A  sont  les  coordonnées  de  la  courbé 
qui  est  le  lieu  de  tous  les  centres  des  cercles  osculateurs  (  art.  9  ) , 
si  on  suppose  cette  courbe  donnée ,  on  aura  une  équation  entre  a 
et  A,  par  laquelle  on  pourra  déterminer  h  en  a.  Soit  donc ^=^^1 
on  aura 

V  =  ci(^'a,     et  de  là     c'  =  a V[  ^  +  (^'«)*]  î 

ainsi  en  désignant  par  A  la  fonction  primitive  de  « VE  ^  +  (^'^)*]  > 
on  aura 

c  =  A+  ^, 

Il  étant  une  constante  arbitraire  ;  ces  valeurs  de  i  et  c  étant  subs- 
tituées dans  les  expressions  de  ^ ,  y ,  on  aura  la  courbe  cherchée* 
Nous  remarquerons  maintenant  que ,  quelle  que  soit  la  courbé 
des  centres  ,  l'équation  c'=  v/(  «'••+-  V^)  fait  voir  que  le  rayon  c 
est  égal  à  l'arc  de  cette  courbe  (voyez  ci-après  l'art.  29)5  de  sorte 
quç  si  on  nomme  ^  cet  arc ,  on  aura 

Nous  remarquerons  de  plus  que  le  rayon  c  sera  nécessairement 
tangent  à  la  même  courbe  j  car  l'angle  que  la  tangente  de  cette 
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courbe  fait  avec  l'axe,  a  pour  tangente  la  quantité  -7  (art.  7) ,  et 

comme  le  rayon  du  cercle  osculateur  est  perpendiculaire  à  la 
courbe  dont  les  coordonnées  sont  x  et/  (art.  8),  la  tangente  de 

Tangle  qu'il  fait  avec  l'axe  sera  = 7  (  art.  7  )  =  — ,  en  vertu 

de  l'équation  t  H — ^  =  o ,  et  par  conséquent  la  même  que  celle 

de  la  tangente  à  la  courbe. 

Mais  ,  quoique  cette  propriété  soit  démontrée  de  cette  manière, 
il  est  bon  de  £dre  voir  qu'elle  est  une  conséquence  nécessaire  de 
l'analyse  employée  dans  la  solution  de  la  question.  Pour  cela ,  nous 
reprendrons  les  deux  premières  équations 

(j?— •û)*+ (/  — i*=  c*    et    X — a+/'(/— i)=:  G, 


lesquelles  donnent 


azzza: 


^ 


t/(i  +yo 


et    A=j^  + 


»/(l  +/•)  ' 


et  nous  observerons  que  ces  expressions  de  a  et  b  peuvent  repré- 
senter à  la  fois  les  coordonnées  de  la  perpendiculaire  à  la  courbe 
dont  a:  et  /  sont  les  coordonnées ,  en  regardant  x  et  j  comme 
constantes ,  et  c  comme  une  variable ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans 
l'article  8  ,  et  les  coordonnées  de  la  courbe  des  centres ,  en 
regardant  x  et  jr  comme  variables ,  et  c  conune  donnée  en  x 
et  jr  (  art.  9  ). 

Donc  la  perpendiculaire  dont  il  s'agit  sera  tangente  de  cette 
dernière  courbe ,  si  la  fonction  prime  de  b ,  regardée  comme  fonc- 
tion de  a,  est  la  même  pour  la  droite  et  pour  la  courbe  (art.  10)  ;  ou , 
en  général ,  si  les  valeurs  de  «'  et  de  b',  regardées  comme  fonctions' 
d'une  troisième  variable ,  sont  les  mêmes ,  et  par  conséquent  aussi , 

si  les  valeurs  de  -7  et  -7  sont  les  mêmes ,  soit  que  les  quantités  x 

etjr  soient  traitées  comme  variables  ou  non,  c'est-à-dire,  si  dans 
ces  valeurs  les  parties  dépendantes  des  variations  de  x  etjr  sont 
DuUeS;  or ,  c'est  ce  qui  a  lieu  en  ciFet,  comme  on  le  voit  par  les 
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équations  de  Tarlicle  précédent , 

a'  {x-^a)-^b'{j  —  b)z=icc'     et     a'-f  A'/sso, 

cfui  servent  à  la  détermination  de  -7  et  de  -r,  et  qui  sont  les  équa^ 
tions  primes  de 

[x — ^)*+0'  —  ^)*  =  ^*    et    x^^a^y  {jr^'-^b)  =  o, 

en  y  traitant  x  itX  y  comme  constantes  ,  et  a ,  J  comme  seules 
variables. 

Donc ,  puisque  le  rayon  osculateur  d'une  courbe  est  partout 
tangent  à  la  courbe  des  centres ,  et  est  en  même^emps  égal  à 
l'arc  de  cette  courbe ,  il  s'ensuit  qu'il  peut  être  pris  pour  ce  même 
arc  étendu  en  ligne  droite,  et  qu'ainsi  toute  courbe  peut  être  regar- 
dée comme  formée  par  le  développement  de  celle  qui  est  le  lieu 
des  centres  des  cercjes  osculateurs.  C'est  en  quoi  consiste  la  théor 
rie  des  développées  d^Hujgliens ,  qui  n'avait  été  démontrée  que  par 
des  considérations  géométriques.  L'analyse  précédente  fournit  en 
même  tepips  l'explication  d'un  paradoxe  qui  se  présente ,  lorsqu'on 
cherche ,  par  les  formules  connues ,  la  courbe  formée  par  le  déve- 
loppement d'une  courbe  donnée. 

Si  on  substitue  dans  l'équation  de  cette  courbe  les  expressions 
de  ses  coordonnées  a  et  b  en  x  ,  jr^  y  et  y\  on  a  évidemment 
une  équation  du  second  ordre ,  d'où  il  parait  s'ensuivre  qne  Téqua- 
lion  en  a:  et/  de  la  courbe  cherchée  devrait  contenir  deux  cons- 
tantes arbitraires ,  tandis  que  la  génération  de  cette  courbe ,  par  le 
développement  de  la  courbe  donnée,  n'admet  qu'une  seule  constante 
arbitraire  dépendant  du  point  où  commence  le  développement 

La  raison  de  cette  différence  consiste ,  comme  nous  venons  de  le 
démontrer ,  en  ce  que  l'équation  de  la  courbe  engendrée  par  le  déve- 
loppement ,  est  proprement  l'équation  primitive  complète  d'une 
équation  du  premier  ordre,  qui  n'est  elle-même  que  l'équation 
primitive  singulière  de  l'équation  du  second  ordre ,  donnée  par  les 
conditions  du  problème ,  et  qui ,  par  sa  nature,  ne  peut  point  avoir 
de  constante  arbitraire  ;  de  sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'une  cons- 
tante arbitraire ,  à  raison  de  la  première  équation  primitive. 

CHAR  V. 
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CHAPITRE  V. 

Des  plus  grandes  et  des  moindres  valeurs  des  fonctions 

d'une  variable. 

s4.  Il  y  a  un  genre  de  questions  qui ,  quoiqu'îndépendantcs  de 
la  considération  des  tangentes,  peuvent  néanmoins  s'y  rapporter. 
Ce  sont  celles  qu'on  appelle  de  maxiniis  et  minimis  ,  et  qui  con- 
sistent à  ti'ouver  pour  une  fonction  donnée  d'une  variable,  la 
valeur  de  cette  variable  qui  rend  celle  de  la  fonction  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite.  Comme  les  courbes  ne  sont  que  lare* 
présentation  ou  le  tableau  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  de 
Fabscisse ,  représentée  par  l'ordonnée ,  il  est  visible  que  la  ques* 
tion  de  trouver  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  d'une  ïbnc* 
tion  donnée  d'une  variable ,  revient  à  déterminer  la  plus  grande  ou 
la  plus  petite  ordonnée  de  la  courbe  dont  cette  variable  serait 
l'abscisse ,  et  la  fonction  donnée  serait  l'ordonnée. 

Or,  l'inspection  seule  de  la  courbe  suffit  pour  faire  voir  que  ces 
ordonnées  ne  peuvent  être  que  celles  qui  répondent  aux  points 
dont  les  tangentes  seront  parallèles  à  l'axe  des  abscisses*  Si  la 
eourbe  est  convexe  à  l'axe,  l'ordonnée  sera  alors  évidemment 
un  minimum  ;  et  si  la  courbe  est  concave ,  l'ordonnée  est  un 
maximum. 

Nous  avons  vu  (  art.  7)  que  la  tangente  de  l'angle  que  la  tan- 
gente d'une  courbe  fait  avec  l'axe ,  est  exprimée  en  général  par  y, 
y  étant  l'ordonnée  qu'on  suppose  fonction  de  l'abscisse  or;  donc, 
pour  que  cette  tangente  devienne  parallèle  à  l'axe  ,  il  faut  que  l'on 
ait^=o;  or,  si  l'on  fait  7-' =  0  dans  les  expressions  des  coor- 
données fl  et  J  (  art.  9  ) ,  qui  déterminent  le  lieu  du  centre  du 
cercle  osculateur,  on  a 


ùio  THliORIE  DES  FONCTIONS. 

d'où  Pon  voit  que  si  y  est  une  quantité  positive ,  ce  centre  tom-^ 
bcra  au*delà  de  la  courbe ,  qui  sera  par  conséquent  convexe  vers 
Taxe  j  et  que  si  y  est  une  quantité  négative,  le  même  centre  tom- 
bera en- deçà  de  la  courbe ,  c'est-à-dire  du  côté  de  l'axe ,  et  que 
par  conséquent  la  courbe  sera  alors  concave  vers  l'axe.  Donc  la 
fonction  jr  sera  un  maximum  ou  un  minimum ,  lorsque  sa  fonction 
prime/'  sera  nulle;  et,  en  particulier,  elle  sera  un  minimum ^  lors- 
que la  fonction  seconde  y  sera  en  même  temps  une  quantité 
positive,  et  un  maximum,  lorsque  y  sera  une  quantité  néga- 
tive :  c'est  en  quoi  consiste  la  méthode  connue  de  maxinds  et 
minimis.    . 

25.  Mais  il  n'est  pas  inutile  de  faire  voir  comment  cette  méthode 
peut  se  déduire  directement  de  l'analyse  des  fonctions ,  sans  la 
considération  intermédiaire  des  courbes. 

Soit  £r  la  fonction  de  x ,  dont  on  demande  le  maximum  ou  le 
minimum.  Soit  a  la  valeur  de  Xy  qui  répond  au  maximum  ou  au 
minimum ,  il  faudra  que  la  valeur  de  fa  soit  toujours  plus  grande 
ou  toujours  moindre  que  la  valeur  de  f  (  «  +  «  ) ,  quelle  que  soit 
la  quantité  i ,  positive  ou  négative ,  et  quelque  petite  qu'elle  puisse 
être.  Je  dis  quelque  petite  que  la  quantité  i  puisse  être ,  car  une 
quantité  est  censée  devenir  un  maxitnum  ou  un  minimum ,  lors- 
qu'elle parvient  au  terme  de  son  accroissement  ou  de  sa  diminu- 
tion ;  de  manière  qu'en-deçà  et  au-delà  de  ce  terme ,  elle  se 
trouve  moindre  dans  le  cas  du  maximum,  ou  plus  grande  dans  le 
cas  du  minimum ,  que  dans  le  même  terme.  Concevons  x  à  la  place 
de  Uy  la  condition  du  maximum  sera 

{{x.+  i)<C£x    ou    ({x-^i) — fjr:<o, 

et  celle  du  minimum  sera 

f(x+i)>fr    ou    f(a-+i) — fjc>o, 

quelque  petit  que  soit  i ,  positif  ou  négatif. 

Développons  la  fonction  {{x  +  i)  en  série,  par  nos  formules 
(art.  4o,  première  Part) ,  et  arrêtons-nous  d'abord  aux  deux  premiers 
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J  étant  une  quantité  renfermée  entre  les  limites  o  et  /.  Il  faudra 

donc  que  Fon  ait  iPx  +  -  f  '  (  a:  +y  )  <  o  pour  le  maximum ,  et  >  o 

pour  le  minimum. 

Or,  nous  avons  déjà  vu  (art  3)  qu'on  peut  prendre  i  asseï 
petit  pour  que  la  valeur  absolue  du  terme  i(^x  soit  plus  grande 

que  celle  du  terme  -  f  '  {x  +  /  ) ,  ce  qui  étant  vrai  pour  une 

valeur  de  * ,  aura  lieu  aussi  pour  toutes  les  valeurs  de  i  plus  petites  j 

donc  la  quantité  iPx  -fr  -  F'{x+j)  deviendra  alors  positive  ou 

négative ,  suivant  que  la  quantité  i(^x  le  sera  ;  mais  celle-ci  change 
de  signe  avec  la  quantité  i  ;  donc  il  sera  impossible  que  la  con* 
dition  du  maximum  ou  du  minimum  ait  lieu^  à  moins  que  Ton  n'ait 

ï'x:=zo. 

Prenons  maintenant  dans  le  déreloppement  de  f  (  â:  +  0  ^^ 
terme  de  plus,  nous  aurons 

donc,  à  cause  de  f  a:=o,il  Êiudra  que  l'on  ait  -  f 'jc + -î^  i'\x+jXo 
pour  le  maximum  j  et  >o  pour  le  minimum.  On  peut  aussi  prendre 
i  assez  petit  pour  que  la  valeur  absolue  du  terme  -  f 'x  soit  plus 

£3 

grande  que  celle  de  ^  P  (  jc  +y  )  j  alors  la  quantité 

sera  positive  ou  négative ,  suivant  que  celle  de  -  î^'x  le  sera,  ponc, 

puisque  la  valeur  de  i^  est  toujours  positive ,  il  &udra ,  pour  le 
maximum^  que  l'on  ait  ra:<o,  et  que,  pour  le  minimum^  l'on 
aitf'ar>o. 

si  Ton  fidt  Ta:  ss  o ,  alors  reprenant  le  développement  de 
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f  ( x  H-  t) ,  et  employant  un  terme  de  plus,  on  aurait 

donc,  puisqu'on  suppose  f'x=:o  et  î"x:=i  o,  on  aurait  pour  le 
maximum  y  la  condition 


et  pour  le  minimum ^  la  condition  opposée.  Or,  on  peut  prendre  « 

2.3 


assez  petit  pour  que  la  yaleur  absolue  du  terme  —=  ï'"x  surpasse 


celle  du  terme  — s-iP^C-^+y  );  alors  la  valeur  de 


l'^      ^...  ri 


of"-+ïïi4f''(^+/) 


,y 


sera  positive  ou  négative  suivant  celle  de  ^  Po:;  mais  celle-ci 

change  de  signe  avec  la  quantité  i  ;  donc  il  sera  impossible  que 
la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  ait  Heu,  à  moins  qu'on 
n'ait  F'x  =  o.  ' 

Employons  encore  le  terme  suivant  dans  le  développement  de 
f(x+î),  on  aura 


i'    n,,  .  ? 


{{x+i)  ;=  £r+  iCx  +  i  fa:  +  ^  Po: 


+jh^"^+7j^s^^^-^jy' 


et  les  conditions  du  minimum  ou  du  maximum  deviendront 

'-^f"jc+     cr\rP(^+/)<Q     ou    >o, 
a. 3. 4  a. 0.4. 5     ^       •  y  /  ^^  ^     y 

à  cause  de  f'x  =0,  V'x  =  o  et  P"x=:  o.  On  prouvera  ici,  comme 
plus  haut ,  que  Ton  pourra  prendre  i  assez  petit  pour  que  le  terme 
aôècté ■  de  z^,  pris  absolument,  c'est-à-dire,  abstraction  faite  du 
signe ,  devienne  plus  grand  que  l'autre  terme  affecté  de  /^,  et  que , 
peur  conséquent,  la  somme  des  deux  termes  soit  nécessairement 
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positive  ou  négative  >  selon  que  le  terme  ^-y^  f '^x  le  sera.  D'où 

il  est  aisé  de  conclure,  à  cause  que  i^  est  toujours  une  quantité 
positive ,  qu'il  Ëtudra ,  pour  le  maximum ,  que  l'on  ait  f  *^x  <  o,  et 
pour  le  minimnm ,  î'^x  >  o  ;  et  ainsi  de  suile- 

a6.  Donc ,  en  général ,  si  y  est  une  fonction  quelconque  de  air , 
on  aura  d'abord,  pour  le  maximum  ou  le  minimum^  la  condition 
^'  =  o,  laquelle  donnera  la  valeur  de  jc;  ensuite  y  <  o  ou  >  o, 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  ci-dessus  (art.a4). 
Mais  nous  venons  de  trouver  de  plus  que  si  y  =:  o ,  il  faudra  que 
l'on  ait  aussi  en  même  temps  y;=o,  ensuite  j^'^<o  pour  le 
maximum ,  et  y^  >  o  pour  le  minimum  ;  et  ainsi  de  suite.  En  gé- 
néral, si  une  fonction  dérivée  d'un  ordre  quelconque  pair  dispa-* 
rait ,  il  Êiudra  que  la  fonction  de  l'ordre  impair  suivant  disparaisse 
aussi ,  et  que  la  suivante  de  l'ordre  pair  soit  négative  pour  le 
maximum^  et  positive  pour  le  minimum. 

Si  la  fonction^  n'est  donnée  que  par  une  équation  F  (  o: ,  j^)  =  o, 
il  n'y  aura  qu'à  prendre  l'équation  prime 

T{x)^yr{y)^o, 

et  faire ^'  =  o ,  ce  qui  la  réduira  à  celle-ci 

F(x)=o, 

laquelle  combinée  avec  F(ar,^)=o,  servira  à  déterminer  les 
valeurs  de  x  et  /  répondant  au  maximum  ou  au  minimum.  Ensuite 
on  prendra  l'équation  seconde,  et  faisant  de  même  y  =  o,  on  aura 
la  valeur  de  y,  dans  laquelle  on  substituera  les  valeurs  trouvées 
de  X  et^,  et  on  pourra  juger,  par  cette  valeur,  du  maximum  ou 
du  minimum  ;  et  ainsi  de  suite. 
Si  la  fonction  y  ou  V'x  devenait  infinie,  c'est-à-dire,  si 

4=0,  ce  serait  une  marque  que  le  développement  de  f(jc+i) 

contiendrait ,  pour  la  valeur  trouvée  de  o: ,  un  terme  de  la  forme 
Ai",  /»  étant  entre  i  et  2  (art.  3o,  P'^^  Part.)  j  et  en  considérant  la  courbe 
de  l'équation  ^s=£r;  on  pourrait  connaître  par  la  forme  de  son 
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cours  dans  le  point  donné ,  si  la  fonction  y  est  un  maximum  ou 
un  minimum  (art.  24).  On  pourrait  même  donner  pour  cela  des 
règles  générales ,  mais  qui  nous  écarteraient  trop  de  notre  objet. 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  donner  des  exemples  des  règles 
précédentes  pour  la  détermination  des  maxima  et  minima;  comme 
elles  s'accordent  en  tout  avec  celles  que  Ton  connaît  d'après  le 
calcul  différentiel,  on  pourra  en  &ire  les  mêmes  applications.  Il  n'jr 
aura  qu'à  changer  les  simboles 

y,y',/"  etc.  en  g,  g,  g  etc. 
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CHAPITRE  VI. 

De  la  mesure  des  aires  ,  et  de  la  longueur  des  arcs  dans  les 
courbes  planes.  De  la  mesure  des  solidités  et  de  celle  des 
surfaces  des  conoïdes.  Principe  général  de  la  solution  analy- 
tique de  ces  questions. 

ft7.  J  £  viens  maintenant  à  la  détermination  des  aires  des  courbes, 
qu'on  appelle  communément  quadrature  des  courbes.  Considérons , 
en  général ,  la  courbe  représentée  par  l'équation  ^  =  fo ,  ^  étant 
Fordonnée  rectangulaire  correspondante  à  Tabscisse  x  dont  elle 
est  une  fonction  donnée.  L'espace  terminé  par  cette  courbe ,  par 
Taxe  des  abscisses,  et  par  une  ordonnée  quelconques^,  sera  donc 
aussi  déterminé  par  une  fonction  de  la  même  abscisse  x ,  que  nous 
désignerons  par  Yx.  Supposons  que  x  devienne  x  +  i,  cette  fonc- 
tion deviendra  F  (or  + 1) ,  et  il  est  clair  que  F  (a:  +  «  )  —  Yx  sera 
alors  la  portion  de  l'espace  correspondante  à  la  partie  i  de  l'axe , 
et  terminée  par  les  deux  ordonnées  £r  et  f (x  +  i)  répondantes 
aux  abscisses  :c  et  a:  +  '•  Or  >  quelle  que  soit  la  courbe  proposée , 
il  est  aisé  de  se  convaincre  ,  même  sans  figure ,  que  si  les  ordon- 
nées vont  en  augmentant  ou  en  diminuant,  depuis  ix  jusqu'à 
f  (  j:  -f- 1) ,  l'espace  dont  il  s'agit  sera ,  dans  le  premier  cas ,  plus 
grand  que  l'espace  rectangulaire  i£r,  et  moindre  que  l'espace  rec- 
tangulaire if (j:-t-  {) ,  et  dans  le  second  c^s,  plus  grand  que  ce 
dernier ,  et  moindre  que  le  premier.  Donc  il  sera  toujours  né- 
cessairement renfermé  entre  ces  limites  iïx  et  /f(^+i) ,  lesquelles 
seront  par  conséquent  les  limites  de  la  quantité  F  (a:-f-i)-~Fx 
qui  doit  représenter  ce  même  espace. 

Développons  les  fonctions  f(a:-f-0  et  F(a:-f-  i)  suivant  notre  for- 
mule (art.  4o,  P«^  Part.),  et  arrêtons-nous  au  premier  terme  pour  la 
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première ,  et  aux  deux  premiers  pour  la  seconde,  on  aura 

et 

où  y  est  une  quantité  indéterminée  qui  peut  n'être  pas  la  même 
pour  les  deux  fonctions ,  mais  qui  doit  toujours  être  renfermée 
entre  les  limites  o  et  L  II  faudra  donc  que  la  fonction  Fx  soit  telle , 

que  la  quantité  «F'a:+  -  F''  (a:+y  )  soit  renfermée  entre  les  li- 

mites  iùc  et  /£r-f-  ^^f'C^-f-y),  quelle  que  soit  la  valeur  de  *,  et 
par  conséquent  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra.  Or,  Finter- 
yallc  entre  les  deux  limites  étant  t*f '  ([r  +y  ) ,  la  différence  de  la 
quantité  dont  il  s'agit  et  de  l'une  des  limites ,  savoir , 

devra  être  moindre  que  ^''f'(^+y),  abstraction  faite  des  signes 
de  ces  quantités.  Mais  il  est  aisé  de  prouver  que  cette  condition  ne 
peut  avoir  lieu  pour  une  valeur  de  i  aussi  petite  qu'on  voudra , 
à  moins  que  le  terme  affecté  de  i  ne  disparaisse  ;  car  autrement 
on  pourra  toujours  prendre  i  tel  que  la  première  quantité  soit 
plus  grande  que  la  seconde ,  puisqu'il  suffira  que  i  soit  plus  petit 

fluc  777 — j  •N'^Trf/ — r-^-  On  aura  donc  nécessairement 

et  cette  condition  suffira  pour  la  détermination  de  la  fonction  For , 
puisqu'on  voit  qu'elle  ne  sera  autre  chose  que  la  fonction  primi- 
tive de  ùc. 

Donc ,  en  général ,  la  fonction  prime  de  la  fonction  qui  exprime 
Taire  d'une  courbe  par  l'abscisse,  est  la  fonction  qui  représente 
l'ordonnée  de  cette  courbe;  et  réciproquement,  la  fonction  qui 
exprime  l'aire  ne  peut  être  ^ue  la  fonction  primitive  de  celle  qui 
exprime  l'ordonnée-  Jmsiy  l'équation  d'une  courbe  étant  dpiwée, 

pour 
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pour  avoir  ^expression  de  l'aire ,  c'est-à-dire,  la  quadrature  de  la 
courbe,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  la  fonction  primitive  de  celle 
qui  représente  l'ordonnée ,  et  on  pourra  ajouter  à  cette  fonction 
primitive  une  constante  arbitraire  (  art.  49 ,  première  Part.  ) ,  qu'on 
déterminera  par  la  condition  que  l'expression  de  Faire  devienne 
nulle  au  point  où  Ton  voudra  la  Êdre  Commencer. 

Nous  avons  supposé  dans  l'analyse  précédente,  que  les  ordon- 
nées allaient  en  augmentant  ou  en  diminuant  depuis  fx  jusqu'à 
f{x^i);  cette  condition  n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  entre  ces 
deux  ordonnées  un  maximum  ou  un  minimum  ;  mais  conmie  on 
peut  prendre  l'intervalle  i  aussi  petit  que  l'on  veut ,  il  est  clair 
qu'on  pourra  toujours  feire  tomber  la  seconde  ordonnée  ï{x  •+•  *  ) 
en-deçà  du  maximum  ou  du  minimum  ;  et  que  par  (conséquent  la 
conclusion  que  nous  en  avons  tirée  demeurera  toujours  la  même. 

Si  la  fonction  £r  exprimait  l'aire  de  la  section  d'un  solide,  Ëtite 
perpendiculairement  à  Tabscisse  x ,  on  prouverait  de  la  même 
manière  que  la  solidité  serait  exprimée  par  la  fonction  primitive  de 
fjc.  Car  désignant  par  Fx  la  solidité ,  la  diflerence  F  (  a:  -j-  *  )  —  Yx 
exprimerait  la  portion  du  solide  comprise  entre  les  deux  sections 
f  ( jc  +  «  )  et  £r ,  et  cette  portion  serait  nécessairement  intermé- 
diaire entre  les  deux  solides  prismatiques  iîx  et  tf (a: -+-*)>  ^^ 
prenant  la  quantité  i  aussi  petite  qu'on  voudrait  3  d'où  l'on  con- 
clurait, comme  ci-dessus, 

V^x  =  £r. 

Ainsi,  en  &îsant  tourner  une  courbe  autour  de  Faxe  des  x^ 
on  a  un  conoïde  dont  la  section  perpendiculaire  à  l'axe  et  répon- 
dante à  l'abscisse  x ,  est  un  cercle  du  rayon  y ,  et  dont  Faire  est 

Sl.,  où  ^  est  la  circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  ==:  1.  Or  ^ 

par  la  nature  de  la  courbe,  on  aj^=£r;  donc  Faire  de  la  section 
sera  ^  ?t  (  £r)*;  et  la  solidité  Yx  du  conoïde  sera  donnée  par  la 

fi>nc.tion  prime 

Fx:~{7r{ïx)\ 

a8.  Le  problème  de  la  quadrature  des  courbes  est ,  comme  Pou 
voit ,  le  problème  le  plus  simple  de  l'analyse  inverse,  des  fonctions  > 

2% 
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puisqu'il  ne  consiste  qu'à  trouver  la  fonction  primitive  d'une 
fonction  donnée.  Nous  avons  indique,  dans  la  première  Partie 
(  Chap.  VIII  )  5  les  moyens  par  lesquels  on  peut  faciliter  cette 
recherche  ;  nous  ajouterons  ici  une  observation  essentielle* 

Comme  il  est  souvent  avantageux  de  substituer  dautres  va- 
riables a  la  place  de  celle  qui  entre  dans  la  fonction ,  pour  sim- 
plifier ou  décomposer  cette  fonction  en  d'autres  plus  simples,  il 
ne  faudra  pas  oublier  alors  de  multiplier  la  fonction  dont  il  s'agit 
par  la  fonction  prime  de  sa  variable.  En  effet ,  nommant  u  l'aire 
de  la  courbe  dont^  est  l'ordonnée,  et  regardant  j  el  u  comme 
fonctions  de  x,  nous  venons  de  voir  que  l'on  a  u^zszjr-^  mais  si 
on  suppose  oc  fonction  d'une  autre  variable,  et  qu'on  désigne 
par  x'  et  u'  les  fonctions  primes  de  a:  et  u  prises  relativement 

à  cette  nouvelle  variable ,  il  faudra  substituer  ^  à  la  place  de  u! 

(art.  5o,  première  Part.) ,  ce  qui  donnera  w'  zszjrx^-^  et  ainsi  des 
autres  formules  semblables. 

Au  reste ,  comme  suivant  le  calcul  différentiel ,  uf  est  équiva- 
lent à  T-  )  l'équation  u'=/  donne  du^^j-du^et  intégrant,  uz=zjydxy 
formule  connue  pour  la  quadrature  des  courbes. 

29.  Après  le  problème  de  la  quadrature  des  courbes ,  se  présente 
naturellement  celui  de  leur  rectification ,  c'est-à-dire,  de  la  déter- 
mination de  la  longueur  même  de  la  courbe. 

Nous  partirons ,  pour  la  solution  de  ce  problème ,  du  principe 
^Ai^himède ,  adopté  par  tous  les  géomètres  anciens  et  modernes , 
suivant  lequel  deux  lignes  courbes ,  ou  composées  de  droites , 
ayant  leurs  concavités  tournées  du  même  côté  et  les  mêmes 
extrémités ,  celle  qui  renferme  l'autre  est  la  plus  longue.  D'où  il  suit 
qu'un  arc  de  courbe  tout  concave  du  même  côté ,  est  plus  grand 
que  sa  corde ,  et  en  même  temps  moindre  que  la  somme  des  deux 
tangentes  menées  aux  deux  extrémités  de  l'arc,  et  comprises 
entre  ces  extrémités  et  leur  point  d'intersection.  De  là  on  peut 
tirer  cette  autre  conséquence,  que  la  longueur  du  même  arc  se 
trouvera  comprise  entre  celles  des  deux  tangentes  menées  à  ses 
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deux  extrémités ,  et  terminées  aux  deux  ordonnées  qui  répondent 
à  ses  extrémités,  prolongées,  s'il  le  faut,  au-delà  de  la  courbe. 

En  effet ,  ayant  mené  la  corde  qui  joindra  les  deux  extrémités 
de  Tare ,  il  est  aisé  de  voir  que  Tune  des  deux  tangentes  rencon-: 
trera  les  ordonnées  parallèles  sous  un  angle  plus  aigu  que  la  corde, 
et  que  l'autre  les  rencontrera  sous  un  angle  moins  aigu ,  et  que 
par  conséquent  la  corde  sera  moindre  que  la  première  de  ces  tan- 
gentes, et  plus  longue  que  la  seconde;  donc  celle-ci  sera,  à  plus 
forte  raison ,  moindre  que  l'arc  de  la  courbe.  De  plus ,  si  on  con- 
sidère les  deux  triangles  opposés  au  sommet,  et  formés  par  l'interrj 
section  des  deux  tangentes ,  il  est  visible  que  les  deux  parties  de 
la  première  tangente  seront  respectivement  plus  longues  que  celles 
de  la  seconde,  parce  que  les  côtés  formés  par  ces  parties-là,  se 
trouvent  opposés  à  des  angles  plus  grands  que  les  côtés  formés 
par  celles-ci.  Donc  la  première  tangente  entière  sera  plus  longue 
que  la  sonmie  des  deux  portions  de  tangentes  comprises  entre  leur 
point  d'intersection  et  les  extrémités  de  l'arc.  Donc  elle  sera  aussi 
plus  longue  que  l'arc. 

Cela  posé ,  £r  étant  l'ordonnée  qui  répond  à  l'abscisse  x ,  ï^x 
sera  (art.  7)  la  tangente  de  l'angle  sous  lequel  la  tangente  de  la 
courbe  à  l'extrémité  de  cette  ordonnée ,  est  inclinée  à  l'axe  des 
abscisses;  par  conséquent  iS!x  sera  la  partie  de  l'ordonnée  f  (^  +  «) 
prolongée  s'il  est  nécessaire,  comprise  entre  la  tangente  et  une 
parallèle  à  l'axe ,  menée  par  l'extrémité  de  l'ordonnée  £r  ;  donc 
V^[**+('f'^)*]='V[i+(f'«^)*]  sera  la  partie  de  cette  tangente 
comprise  entre  les  deux  ordonnées ,  éloignées  l'une  de  l'autre  de 
l'intervalle  1.  De  la  même  manière ,  on  aura  f  '  {x-^i)  pour  la  tangCQte 
de  l'ange  sous  lequel  la  tangente  de  la  courbe  à  l'extrémité  de  l'ordon- 
née f(^r4-0 est  inclinée  à  l'axe,  et  on  trouvera  *V{i"Kf'  («^H-Ol*} 
pour  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre,  les  mêmes  ordon-. 
ûées  £r  et  f  (  jc  +  *  ). 

Soit ,  pour  plus  de  simplicité , 


on  aura  i^x  et  /^  (  x  H- 0*  P^*^  ^^s  deux  tangentes  menées  aux 
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^  deux  extrémités  de  Tare  de  la  courbe  compris  entre  les  ordoi 

£r  et  f(a:H-t),  et  terminées  à  ces  mêmes  ordonnées;  do: 

longueur  de  cet  arc  devra  être  renfermée  entre  les  deux  quai 

içx  et  1^  (  Jtr  -4-  i) ,  en  donnant  à  i  une  valeur  aussi  petite  c 

voudra.  Donc  si  ^x  est  la  fonction  de  «r  qui  exprime  Parc  i 

courbe ,  il  faudra  que  la  quantité  *  (  x  +  i  )  —  *a:,  expressio 

Farc  compris  entre  les  ordonnées  fret  f(a:  +  i),  soit  coiù] 

entre  ces  deux-ci  içx  et  i^(x+  t),  quelque  petit  que  ao 

d'^ù,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  de  l'article  27 

conclura  9'x  =  ^x.  Donc ,  pour  avoir  la  longueur  indéfinie  i 

courbe ,  il  &udra  cbercher  la  fonction  primitive  de  la  fonction 

où  v/[i  +(f''»:)*];  et  comme  on  peut  ajouter  une  constante  1 

traire  à  la  fonction  primitive  y  il  faudra  déterminer  cette  const 

de  manière  que  l'expression  de  l'arc  s'évanouisse  au  point  où 

voudra  le  faire  commencer. 

Donc ,  si  on  nomme  s  l'arc  de  la  courbe  dont  les  coordon] 
sont  X  et  ^ ,  on  aura ,  en  regardant  j'  et  s  comme  fonctions  d 
à  cause  de  fx  z=:j: ,  Vx  x=^f ,  l'équation 

Et  si  a:  et  ^  étaient  données  en  fonctions  d'une  autre  variai 
comme  t ,  alors ,  en  désignant  p  ar  x\  j\  s'  les  fonctions  pri 

relativement  à  cette  variable ,  il  faudrait  substituer  ^,  et  -?  à  la  p] 

de^'  et  s'  (  art.  38),  ce  qui  donnerait  cette  équation 

entre  les  coordonnées  et  Parc. 
Suivant  le  calcul  différentiel ,  les  fonctions  dérivées  s'  et  y 

raient  exprimées  par  j-^t^,  et  l'équation  *'  =;  \/i  -f-y • 

viendrait  

dszszy/dx^-^dyy 

formule  connue  des  rectifications* 
3o.  Si  on  imagine  que  la  courbe  proposée  tournant  autour 
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Taxe  des  abscisses  engendre  un  conoïde,  il  est  visible  que  le€|  deu:x 
ordonnées  £r  et  f  (  x-f-  /)  décriront  en  même  temps  deux  cercles 
dont  ces  coordonnées  seront  les  rayons ,  que  l'arc  de  la  courbe 
compris  entre  ces  deux  coordonnées  décrira  une  zone  conoïdjgue , 
et  que  les  deux  tangentes  menées  aux  extrénûtés  de  cet  arc  dé^ 
criront  de^  zones  coniques.  ^. 

Mais  quoique  Tune  de  ces  deux' tangentes  soit  toujours' 'p)u9 
grande,  et  l'autre  plus  petite  que  la  longueur  de  l'arc,  comme  bous 
venons  de  le  démontrer ,  néanmoins  comme  elles  tombent  toutes 
les  deux  du  même  côté  de  l'arc,  il  est  possible  que  les  zones  co- 
niques qu'elles  décrivent  soient  à  la  fois  plus  grandes  ou  plus 
petites  que  la  zone  conoïdique  décrite  par  l'arc.  Pour  éviter  cet 
mconvénient ,  il  n'y  a  qu'à  transporter  parallèlement  à  elle-même 
la  seconde  tangente  qui  répond  à  Pextrémité  de  l'ordonnée  f  (a:+ï}, 
de  n[ianière  que  le  point  où  cette  tangente  est  terminée  par  la 
première  ordonnée  fx ,  tombe  à  l'extrémité  de  cette  ordoiinéé ,  et 
devienne  sécante  de  la  cour)>e.  Alors  cette  ^sécante  et  la  tangente 
au  même  point,  tomberont  l'une  d'un  côté  et  l'autre  dç  l'autre 
côté  de  l'arc,  et  même  la  plus  longue  tombera  toujours  en  dehors 
et  la  plus  courte  en  dedans  de  l'arc ,  comme  il  est  Ëicile  de  s'en 
convaincre  parla  construction;  de  sorte  que  la  zone  conoïdique 
décrite  par  l'arc,  se  trouvera  nécessairement  renfermée  entre 
les  zones  coniques  décrites  par  la  tangente  /^jr,  et  par  la' sécante 


•  •     > 

Or,  on  sait  par  la  géométrie,  que  la  surface  convexe  d'un  cône 
tronqué  est  égale  à  son  côté  multiplié  par  la  demi-sonune  des  cir- 
conférences des  deux  bases.  Donc ,  si  on  désigne  par  ^tc  la  circon- 
férence du  cercle  dont  le  rayon  =:sa  ,.la  sur&cé  4^  la  zôae  co- 
nique décrite  par  la  tangente  i^x  sera 

puisque  les  rayons  des  deux  bases  sont ,  Pan  f^ ,  et  l'autre  Cr-f  ifor  j 
et  la  surface  de  l'autre  zone,  décrite  par  la  tangei^te. ou  sécant« 
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car  il  est  fecilc  de  voir  que  les  rayons  des  bases  de  ce  tronc  de  cônd 
seront  £r  et  £r  +  if'  (  or  +  i). 

Si  donc  on  désigne  par  ^x  la  fonction  de  Pabscisse  x  qui  ex- 
prinae  la  sur&ce  duconoïdevil  est  clair  que  la  zone  conoïde  sera 
exprimée  par  la  différence  ^{x-^i)—'i>js^  et  que  cette  dififérenco 
devra  être  renfermée  entre  les  deux  quantités 

i^(px  (jx  H-  ^  f'jc)    et    i7r(p  (  x+ *  )  rCr-l-  -  f'  (j:^+ OJ» 

en  donnant  à  i  une  valeur  quelconque  aussi  petite  qu'on  voudra. 
D'où  l'on  pourra  conclure  ^  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
de  l'article  27,  que  cette  condition  ne  pourra  avoir  lieu,  à  moin9 
que  l'on  n'ait 

Donc  on  aura  la  surface  du  conoïde  proposé,  en  prenant  la  fonction 
prinaitiv^  de  la  fonction 

-TiÊrv/Ci  +  Cfx)»]    ou    7rrv/(i+y'), 

5i.  En  général,  supposons  que  l'on  cherche,  la  fonction  Vx  par 
cette  condition ,  que  la  diflérence  F  (  x  +  /)  —  Fx  doive  être  ren- 
fermée entre  les  deux  quantités  lïÇx^  i)  et  /^(  j:,  /) ,  f  et  ^  déno- 
tant des  fonctions  données  de  x  et  i  telles  qu'en  disant  «  =  o ,  oïl 
ait  £r  =  ^x ,  et  que  cette  condition  doive  avoir  lieu  en  donnant 
à  î  une  valeur  quelconque  aussi  petite  qu'on  voudra  ^ 

En  employant  notre  théorème,  on  réduira  la  fonction  F(jt:  + 1)  à 

et  les  fonctions  ï{x,  i) ,  ^  (ar,  i)  à 

la  cjuantitéy  étant  in^ctcrmlnée ,  mais  cojnprîsc  entre  les  lunites 


SECONDE  PARTIE,  CHAP.  M.  aaS 

o  el  ij  et  pouvant  être  différente  dans  les  différentes  fonctions; 
les  fonctions  dérivées ,  marquées  par  F',  F",  se  rapportent  à  la 
variable  oc ,  et  les  fonctions  dérivées ,  marquées  par  f ,  ^',  se  rap- 
portent à  la  variable  /.  Donc ,  puisqu'on  suppose  £r  =  ça: ,  la 
condition  dont  il  s'agit  se  réduira  à  faire  ensorte  que  la   quan- 

fa 

tité  i¥^x  H —  F''(jc+y)  soit  comprise  entre  les  deux  quantités 

«£r-f- ^*f' (jcjj)  etiùc  +  *'^' («^ >/) , quelque  petite  que  puisse  être 
la  valeur  de  /.  Donc  il  faudra  que  la  différence 

i(Fa— £r)  +  i*[iF''(x+y)-f'(x,y)] 
ne  soit  jamais  plus  grande  que  la  différence 

mais  tant  que  le  terme  multiplié  par  la  première  puissance  de  f 
ne  sera  pas  nul ,  on  pourra  toujours  prendre  i  assez  petit  pour 
que  la  première  quantité  devienne  plus  grande  que  la  seconde , 
car  il  suffira  pour  cela  de  prendre  i  moindre  que   la  quantité 

:77 — rr — rb—r — T"^)  abstractlou  faite  du  signe  de  cette  quantité. 

f^C^t;)  — iF  (^+;)'        ^  ^  ^ 

Donc,  la  condition  proposée  emporte  nécessairement  celle-ci 

F'jc— £r=:ïo,    et  par  conséquent    F'a:  =  £r; 

c'est-à-dire ,  que  la  fonction  cherchée  ¥x  devra  être  la  fonction 
primitive  de  £r  j  et  pour  avoir  la  valeur  complète  de  Fo:,  il  faudra 
y  ajouter  une  constante  arbitraire,  qu'on  déterminera  par  le« 
conditions  de  la  question. 
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CHAPITRE  Vn. 

Théorie  du  contact  des  courbes  à  double  courbure.  Du  rayon 
osculateur  ,  des  centres  de  courbure  ,  et  du  lieu  de  ces  centres. 
Des  développées  des  courbes  à  double  courbure^  Quadrature 
et  rectification  de  ces  courbes^ 

Sa.  JuES  courbes  planes  appartiennent  à  la  géométrie  de  deux 
dimensions ,  et  ne  dépendent  par  conséquent  que  de  deux  coor«- 
données.  Les  courbes  à  double  courbure  doivent  appartenir  à  la 
géométrie  de  trois  dimensions ,  puisqu'elles  ne  peuvent  être  trar 
cées  que  sur  la  surface  des  corps  solides  ;  aussi  dépendent-eUe3 
de  trois  coordonnées  perpendiculaires  entre  elles ,  dont  deux  sont 
fonctions  de  la  troisième ,  de  sorte  qu'elles  ne  peuvent  être  reprér 
sentées  que  par  deux  équations  entre  trois  indéterminées. 

Soit  doQC  pour  une  courbe  quelconque  à  double  courbure , 

Xj  yy  z  étant  les  trois  coordonnées  rcctangolaires.  Soit  de  même 
pour  une  autre  courbe  donnée , 

p^q^r  étant  pareillement  ses  trois  coordonnées  rapportées  aux 
mêmes  axes  que  les  précédentes.  Si  on  veut  que  ces  deux  courbes 
aient  un  point  commun  pour  l'abscisse  x ,  il  faudra  qu'en  faisant 
pz=zXy  on  ait  aussi 

q  z=zy     et     r  8=  2  ;     donc    jrr=i  Yx     et     z  =  <bx. 

Pi)Uf  un  autre  point  quelconque  répondant  à  l'abscisse  x  +  '  > 
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les  ordonnées^  et  z  seront  f (a:  +  /) ,  ^  ( x-f-  i) ,  elles  ordonnées 
y ,  r  seront  F  (  or  +  /) ,  *  ( x  •+•  i  )  ;  et  faisant  pour  abréger, 

il  est  facile  de  concevoir  que  la  distance  D  entre  les  points  des 
deux  courbes  qui  répondent  a  la  même  abscisse  Jt:  -f-  * ,  sera  ex- 
primée par 

ï>c  là ,  par  une  analyse  semblable  à  celle  qui  a  été  développée  au 
commencement  de  cette  seconde  Partie,  on  prouvera  que  si 
{'x  =  F'or ,  (p'x = *'a: ,  il  sera  impossible  qu'aucune  autre  courbe 
donnée  qui  ne  satisferait  pas  aux  mêmes  conditions  ;  puisse  passer 
entre  les  deux  courbes  dont  il  s'agit, 

,   Si  l'on  avait  de  plus 


>i  1 


r'x=r'x    et    (p"a:=:*V, 


on  prouverait ,  de  la  même  manière ,  qu'aucune  autre  courbe  pour 
laquelle  ces  équations  n'auraient  pas  lieu ,  ne  pourrait  passer  entre 
les  mêmes  courbes  ;  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi ,  en  appliquant  aux  courbes  à  double  courbure  les  mêmes 
notions  des  difiPérens  ordres  de  contact  des  courbes  ordinaires,  on 
en  conclura  que  les  deux  premières  conditions  détermineront  ujx 
contact  du  premier  ordre ,  que  les  deux  suivantes  détermineront 
un  contact  du  second  ordre  ;  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  en  nommant  a:,y,  z  les  coordonnées  d'une  courbe 
proposée,  et  ;i,9r,  r  les  coordonnées  de  la  courbe  donnée,  pouil 
laquelle  on  demande  les  conditions  du  contact  d'un  ordre  donné 
avec  la  courbe  proposée ,  si  F  ()e? ,  y ,  j^)  =  o,  et  *  (;i ,  y,  r).=  o 
^ont  les  deux  équations  de  la  courbe  donnée ,  on  aura  pour  un 
tx>ntact  du  premier  ordre ,  les  quatre  équations 

I  - 

j^ur  un  contact  du  second  ordre,  on  aura  de  plus  les  deux 

29 
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équations 

et  ainsi  de  suite  ^  en  regardant ,  dans  ces  fonctions  dérivées ,  y  et  J 
comme  fonctions  de  x.  On  satisfera  à  ces  équations  par  le  moyen 
des  constantes  arbitraires  a^  i ,  c ,  etc. ,  qui  entreront  dans  les 
fonctions  données  Y^p^q^r^  et  (p{p^qjr)y  et  qu'on  pourra 
appeler ,  comme  ci-dessus  (art.  lo) ^élémens  du co/ztoc^ ,  lorsqu'elles 
seront  déterminées  en  fonctions  de  x^y  ^z^y\  z\  etc.  ^ 

53.  Prenons  pour  la  coiu*be  donnée  ime  ligne  droite  déterminée 
par  les  deux  équations 

pour  qu'elle  ait  un  contact  du  premier  ordre,  c'est-à-dire,  pour 
qu'elle  soit  tangente  d'une  courbe  quelconque  proposée  et  rap- 
portée aux  coordonnées  x^y^  z,  on  aura  ces  quatre  équations 

yzzza^bx  y    'zz=zc+dx  y    y'z=zby     z';=id'y 

d*où  l'on  tire 

De  sorte  que  les  équations  de  la  tangente  rapportée  aux  coordon- 
nées ^ ,  7 ,  r ,  seront 

q=^y  —yx+y'p  ,     r=z  —  a'a:-|-  z^p. 

H  est  fiicîle  de  voir  que  ces  deux  équations  représentent  les  deui 
tangentes  des  courbes  planes  qui  forment  les  projections  de  la 
courbe  proposée  sur  les  deux  plans  des  x  ol  y  et  des  x  ci  z 
(art.  6);  de  sorte  que  pour  mener  une  tangente  à  une  courbe 
à  double  courbure ,  il  suffira  toujours  de  mener  les  tangentes  à  ses 
deux  projections,  et  la  droite  dont  ces  deux  tangentes  seront  les 
projections ,  sera  la  tangente  cherchée. 

34.  Supposons  qu'on  demande  le  cercle  osculatem*  d'une  courbe 
à  double  courbure. 


et  de  là 
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1 


j—   ,      (i+y^+^^^r 


X 


(1  +y-+ z'^)  [_f+z'  {zy—yz"y] 


^    ^       /.+ z"^  +  (  zy  -yô*       • 

La  quantité  d  sera  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  propo- 
sée ,  et  les  quantités  a^  bj  c  seront  les  coordonnées  de  la  courbe 
des  centres  de  tous  les  cercles  osculateurs;  maïs  celle  courbe  ne 
sera  pas  pour  cela  une  développée ,  comme  dans  les  courbes  à 
simple  courbm'e. 

35.  Pour  â*en  assurer  et  trouver  en  même  temps  les  conditions 
nécessaires  pour  qu'elle  devienne  une  développée  de  la  courbe  à 
double  courbure ,  il  n'y  a  qu'à  employer  des  considérations  sem- 
blables à  celles  de  l'article  a3. 

Reprenons  les  valeurs  de  a,  i,  c,  tiréeâ  des  trois  premières 
équations ,  nous  aurons 

-^^         R 

,— ,         (im^y)d 

Ces  expressions,  en  regardant  les  quantités  x^y^z^y^  z\  ainsi 
que  m  et  /i ,  comme  constantes,  et  la  quantité  d  comme  seule  va- 
riable ,  donnent  les  coordonnées  de  la  droite  dans  laquelle  est  placé 
le  rayon  o'ôculateur  ;  mais  en  regardant  toutes  ces  quantités  comme 
variables ,  et  /w ,  /i ,  d  comme  données  en  x ,  puisque  y  et  z  sont 
censées  données  en  x ,  ces  mêmes  expressions  représentent  alors 
les  coordonnées  de  la  courbe  des  centres.  Or,  pour  que  la  même 

droite  devienne  tangente  de  celte  courbe,  il  faut  que  les  valeurs  de  jr 
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les  deux  dernières ,  on  aura  les  conditions  nécessaires  pour  un 
contact  du  second  ordre,  c'est-à-dire,  pour  que  le  cercle  devienne 
o3culateur  de  la  courbe. 

Comme  il  y  a  dans  ces  équations  six  quantités  indéterminées 
ajb^  Cj  dy  m  et  fiy  on  pourra  satisfaire  à  toutes  ces  conditions , 
et  le  cercle  osculatcur  sera  déterminé  de  grandeur  et  de  position- 
nais si  on  ne  demande  qu'un  cercle  tangent ,  il  restera  deux  in- 
déterminées ,  pour  lesquelles  on  pourra  prendre  le  rayon  d,  et  une 
des  deux  quantités  m  et  n.  Dans  ce  cas  donc ,  l'équation 

jc— a+j^'(^ — i)  +  z'(jz  — c)=  o 

déterminera  le  plan  dans  lequel  se  trouveront  les  centres  de  tous 
les  cercles  qui  peuvent  être  tangens;  et  comme  le  rayon  du  cercle 
tangent  est  nécessairement  perpendiculaire  à  la  courbe ,  cette  équa-- 
lion  sera  celle  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  courbe ,  en  prenant 
a,  A,  c  pour  les  Coordonnées  du  plan. 

Considérons  maintenant  le  contact  du  second  ordre.  Les  trois 
premières  équations  donneront 

fny—mz')d  f  (n—z')d  (m—y^d 

X^a=:^^      R     ->    J^~^  =  —         R         y     g— ^=        R-^       t 

en  faisant ,  pour  abréger , 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  cinquième  équation,  on 

en  tirera 

j_         (i+y'-<-«'')R 
"*  —  («-*')/ -(m -y)  a- 

Enfin,  la  quatrième  et  la  sixième  équation  donneront 

__         z'  __  y' 

^y  —y^  ^y  —y^ 

valeurs  qu'on  substituera  dans  les  expressions  précédentes. 
On  trouvera  d'abord ,  après  quelques  réductions , 


"•  ""        •  a'_y"— ya*  ■  *' 
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et  de  là  ^ 


1 


— •r-r       y^+^'^^+cay-yz")* 

^  ^      y+^^'^+c^y-yo^ 

La  quantité  rf  sera  le  rayon  osculatcur  de  la  courbe  propo- 
sée ,  et  les  quantités  a^bjC  seront  les  coordonnées  de  la  courbe 
des  centres  de  tous  les  cercles  osculateurs;  maïs  cette  courbe  ne 
sera  pas  pour  cela  une  développée ,  comme  dans  les  courbes  à 
simple  courbm'e. 

55.  Pour  â'en  assurer  et  trouver  en  même  temps  les  conditions 
nécessaires  pour  qu'elle  devienne  une  développée  de  la  courbe  ù 
double  courbure ,  il  n'y  a  qu'à  employer  des  considérations  sem- 
blables à  celles  de  Tarticle  a 3. 

Reprenons  les  valeurs  de  a,  ^,  c,  tirées  des  trois  premières 
équations ,  nous  aurons 

MX 

^=J'-h' — R-^î 

^— ,          (m-y)r£ 
c^z  ^ 

Ces  expressions,  en  regardant  les  quantités  ar,^,  2,y,  5',  ainsi 
que  171  et  n,  comme  constantes,  et  la  quantité  d  comme  seule  va- 
riable ,  donnent  les  coordonnées  de  la  droite  dans  laquelle  est  placé 
le  rayon  o'ôculateur;  mais  en  regardant  toutes  ces  quantités  comme 
variables ,  et  /w ,  /i ,  d  comme  données  en  x ,  puisque  y  et  z  sont 
censées  données  en  x ,  ces  mêmes  expressions  représentent  alors 
les  coordonnées  de  la  courbe  des  centres.  Or,  pour  que  la  même 

droite  devienne  tangente  de  celte  courbe,  il  Cuit  que  les  valeurs  de  -7 


^ 
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et  ^,  en  regardant  b  et  c  comme  fonctions  de  ^,  ou  en  général , 
a^bjC  comme  fonctions  d'une  autre  variable  quelconque ,  soient 

a'      h'     c' 

les  mêmes  dans  les  deux  cas.  Donc  les  valeurs  de  j  ,  ^ ,  g?  devront 

être  aussi  les  mêmes ,  soit  que  les  quantités  a^  b^Cyd soient  seules 
variables ,  soit  que  les  quantités  ;r,  j^,  js,  tw  et  «  varient  aussi  en 
même  temps  ;  par  conséquent ,  il  Ëmdra  que  les  équations  qui  dé- 
terminent ces  valeurs ,  aient  lieu  également  dans  les  deux  hjrpo-. 
thèses. 

Or ,  si  on  considère  les  équations  qui  ont  servi  à  déterminer  les 
quantités  a^b^c^d^m  et  »  en  jc ,  ^  ,^',  y,  et  qu'on  regarde  toutes 
ces  quantités  comme  variables  à  la  fois,  il  est  clair  que  les  deux 
équations 


(a:— a)*4-(j^— *)*+(^5— ^)*=  d^  et  x— a+y (^— A) H-2'(55— c)=o 
emporteront  encore  celle-ci 

qui  n'est  que  l'équation  prime  de  la  première,  en  supposant  ^,  i^ 
c  y  d  seules  variables.  De  même  les  deux  équations 

X  —  a  +y {y'—b)^z'  (z— *c)=:o 
et 

colporteront  celle-ci , 

^'4-yi'4.aV  =  o, 

qui  est  également  l'équation  prime  de  la  première ,  en  ne  prenant 
que  Uyb,  c  pour  variables.  Ces  deux  équations  ont  donc  la  condi- 
tion demandée  ;  mais  comme  elles  ne  suffisent  pas  pour  la  déter- 

af    V     c' 

mination  des  trois  quantités  ^  >  ^  >  5?  >  î^  faudra  trouver ,  de  la  même 

manière ,  une  troisième  équation  qui  contienne  les  fonctions  primes 
^',  Vy  c'yOVy  les  deux  précédentes  ayant  été  déduites  de  l'équation 
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de  la  sphère ,  il  Siudra  tirer  la  troisième  de  Féquation  du  plan 

laquelle ,  en  Élisant  tout  varier ,  et  ayant  égard  à  Féquation 

1  -^  m/  +  nz' :=i  o, 
donnera  celle-ci 

'-^ d '^mV -^ nc^ ^ ni  (jr  —  b)^ri  (z—  c)  =o, 

qui  est,  comme  Ton  voit,  l'équation  prime  de  la  précédente,  en 
supposant  a^b^  Cyin^  n  variables  à  la  fois;  par  conséquent,  celte 
équation  n'aura  pas  la  condition  demandée  ,  à  moins  que  la  partie 
dépendante  de  la  variation  des  quantités  m  et  /i ,  ne  disparaisse , 
c'est-à-dire  9  à  moins  qu'on  n'ait 

ni  {jr^h)  +  /j'(;5  —  c)  =  o. 

Si  cette  condition  a  lieu ,  alors  l'équation  restante 

a!  ^mV  -f-  7ic'  =  o , 

combinée  avec  les  deux  équations  qu'on  vient  de  trouver,  don- 

nera  les  valeurs  de  g? ,  j?  i  ^ ,  qui  seront  les  mêmes ,  soit  que  les 

quantités  a,  b,  c^  d  soient  seules  variables,  soit  que  ^,/,  2,  m 
et  n  varient  aussi  à  la  fois.  Par  conséquent ,  la  droite  dans  laquelle 
est  placé  le  rayon  osculatcur ,  deviendra  tangente  à  la  courbe  des 
centres  :  donc  aussi  ce  rayon  sera  tangent  de  la  même  courbe , 
puisqu'il  est  terminé  à  cette  courbe.  Dans  ce  même  cas,  les  ex- 
pressions précédentes  de  a ,  i ,  c  donneront  sur-  le-champ  ces  fonc- 
tions primes 

d'où  l'on  tire 


et  de  là 


4'.= /(«'•+ 4'»+ c'*). 
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CHAPITRE  vin. 

Des  surfaces  couThes  et  de  leurs  plans  tangens^  Théorie  dts 
contact  des  swfaces  courbes.  Des  contacts  des  différent 
ordres. 

58.  JuES  surfaces  courbes  se  déterminent  aussi  par  trois  coOF^ 
dotmées  rœtangulaires,  cotofime  les  lignes  à  double  ooui'bure,  mai^ 
avec  cette  différence,  que  pour  le3  dUriaced ,  deux  dies  coordonnéeéL 
sont  indépendantes  entpe  elles ,  et  la  troisième  est  foncticm  de  ced» 
deux;  de  soi^e  qu'une  surfece  n'est  représentée  que  par  une  seule 
équation  entre  les  trois  coordonnées.  Ainsi  les  deux  équations  qui 
déterminent  une  courbe  à  double  courbure,  représentent  chacune 
en  particulier  une  surface,  courbe,  et  la  courbe  représentée  par 
le  système  de  ces  deux  équations  y  est  formée  par  l'intersection^ 
des  deux  sur&ces.  La  théorie  des  surfaces  dépend  donc  de  Pana^ 
lyse  des  fonctions  de  deux  variables ,  ef  peut  être  traitée  comme 
la  théorie  des  courbes ,  et  par  les  mêmes  principes.  Ainsi ,  de 
même  qu'une  ligne  droite  peut  être  tangente  d'une  courbe,  un 
plan  peut  être  tangent  d'une  sur&ce,  et  on  déterminera  le  plaiï 
tangent  par  la  condition  qu'aucun  autre  plan  ne  puisse  être  mené 
par  le  point  de  contact  entre  celuirlà  et  la  surface. 

Soient  oc^y  ^z  les  trois  coordonnées  de  la  sur&ce  donnée ,  et 
j7 ,  7 ,  r  les  coordonnées  du  plan  tangent  rapportées  aux  mên^s^ 
axes  rectangulaires ,  on  aura  ,  par  la  nature  de  la  surÊice^ 

a  =  f(a:,^), 

et  par  la  nature  du  plan , 

r  5=  «  +  i/7 -|- ^y  y 
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my  ByC  étant  les  trois  constantes  qui  4étermment  la  position  du  ploxi. 
D'abord  y  pour  que  le  plan  ait  avec  la  [surface  un  point  comr 
mun,  il  faut  que  son  équation  subsiste,  en  supposant  que  les 
coordonnées  p^q,  r  deviennent  a: ,  ^,  s  ;  ce  qui  doimera  cette  pre- 
mière équation  ; 

V 

Considérons  maintenant  un  autre  point  de  la  surface  répondant 
aux  coordonnées  ^ •+-  *,  ^  •+■  <>  j  l'ordonnée  peypeùdiciîdaiFe  *  der- 
viendra  fCor+i^j'^-o).  Faisons  aussi  dasis  l'^tptAJtVîn  Awk  pfa^f 

l'ordonnée  perpendiculaire  r  deyieBdra  .; 

a  •+•  i  (  jc  •+•  i) -+- c  ( j^-4-o  ) , 

* 

et  la  distance  entre  les  points  cpiresponclans  de  la  sur&çe  ^.4^ 
iplan,  sera  ejq^rimée  par 

La  fonction  f(a^+i)^  +  o)  peut  se  développer  dans  cette 
«érie  (art  73 ,  I"  Partie  ) 

H-wf,  (x  ,^)  4. 2l  f„  (x,  jr)*J.  etc.  î 

4onc.  à  cause  de 

f(  «,  7  )  t=  a  =  a -f.  A«  4- ^, 

Ja  distance  dont  il  s'agit,  que  nous  désignerons  par  D,  sera, ex- 
primée ainsi  : 

4-<(ar,^)H-^f„(ar,jr)4etc.      .: 

où  Ton  Toit  d'abord  que  les  quantités  i  et  o  demeurant  indétet' 
oaûnées ,  la  Tdleur  de  D  deyieqdra  k  plus  petite,  si  on  détenniqe 
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les  quantités  J  et  c  de  manière  que  les  termes  multipliés  par  t  et  0 
disparaissent ,  ce  qui  donnera 

b^{'{x,y):=z',    c=î,{x,y)z=iz,    ( art. 77, 1"  Part.) > 

et  comme  on  a  déjà  trouvé 

» 

on  â[ura  les  râleurs  des  trois  constantes  a^b^  c  de  réquation  da 
plan  en  fonctions  de  x ,  j' ,  z.  Ces  valeurs  seront  donc 

et  la  position  du  plan  sera  entièrement  déterminée. 

Par  l'évanouissement  des  termes  multipliés  par  les  quantités  i  et  c^ 
Fexpression  de  la  distance  D  ne  contiendra  plus  que  des  termes 
multipliés  par  des  puissances  ou  des  produits  de  ces  mêmes 
quantités.  Si  on  faisait  passer  un  autre  plan  par  le  même  point  qui 
répond  aux  coordoxmées  a:  et  ^,  on  trouverait  pour  la  distance 
que  je  nommerai  A ,  entre  les  points  de  la  surface  et  du  nouveau 
plan  correspondans  aux  coordonnées  j:-|-ï'et^=o,  une  expres-^ 
sion  semblable  à  celle  de  D,  mais  où  les  termes  multipliés  par'* 
et  par  o  ne  se  détruiraient  plus.  Or ,  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut 
prendre  les  quantités  i  et  o  assez  petites  pour  que  les  termes  mul- 
tipliés par  les-  premières  puissances  de  f  ou  de  o  deviennent  plus 
grands  que  les  autres  termes  multipliés  par  des  puissances  ou  des 
produits  de  plusieurs  dimensions  ;  ce  qui  porterait  d'abord  à  con- 
clure que  Ton  peut  toujours  donner  à  î  et  o  dés  valeurs  assez 
petites  pour  que  la  distance  A  surpasse  la  distance  D  j  ensorte  qu'il 
soit  impossible  que  le  dernier  plan  passe  entre  le  premier  et  Ik 
surface. 

39.  Mais  cette  conséquence  qui  serait  légitime  si  les  expressions 

de  D  et  A  n'étaient  composées  que  d'un  nombre  déterminé  de 

termes ,  pourrait  souffrir  des  difficultés  à  raison  des  suites  infinies 

qtii  entrent  dans  ces  expressions.  On  peut  néanmoins  les  éviter 

"^  ëttyployant  Iç  développemient  que  nous  avons  donné  dans  le 
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chapitre  XIII  de  la  première  Partie ,  et  eh  «'arrêtant  aux  terme» 
i^u  premier  ordre*  On  aura  ainsi  -     ■        ' 

H- 1  f '(x-f-Ai,  y  +Xo)  +  lof :  (x  +  Xï,  y-i~\o  ) 
H- jf»  (^+^*,^  H- >^o  ) , 

et  la  valeur  de  la  distance  D  se  réduira  à 

D  =  ^  f  (  j:+  Xi ,  j.  +  Ao)  +  wf ;  (  X  •+-  Xi, y  +  Ao  ) 

Pour  tout  autre  plan  représenté  par  Péquafîon 

et  ayant  le  même  point  commun  avec  le  premier  plan  et  la  surface,, 
cette  distance ,  que  j'appellerai  A,  contiendrait^  outre  les  termes^ 
precédens ,  encore  ceux-ci  du  premier  ordre 

d'où  il  est  facile  de  conclure  qu'on  pourra  toujours  prendre  i 
et  o  assez  petits  pour  que  cette  distance  A  surpasse  la  distance  D*^^ 
Donc  il  sera  impossible  que  ce  dernier  plan  puisse  passer  entre 
la  surface  et  le  plan  représenté  par  l'équation 

par  conséquent  celui-ci  sera  tangent  de  la  surface  donnée ,  en  fairr 
eant^  comme  ci-dessus , 

D'où  l'on  voit  que  la  position  du  plan  tangent  dépend  des  deux 
*jS>nctions  primes  z'  et  z^. 

En  effet,  il  est  fecile  de  trouver,  diaprés  l'équation 
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que  si  on  nomme  «  Fiiiclinaison  du  plan  représenté  par  cette 
équation  sur  le  plan  des  coordonnées  p  et  ^,  et  fi  rinclinaison 
de  la  ligne  d'intersection  de  ees  deux  plans  à  Taxe  des  abscisses/?, 
on  aura 

£  =  sin  ^  tang  (t^    czsz  cos  jS  tang  « , 

4'où  Ton  tire 

tang  ct=  v/(**+^*)    et    tang/3  =  -. 

Donc  y  puisque  les  axes  des  coordonnées  x^y,  z  sont  les  mêmes 
que  ceux  des  coordonnées  /?,  v  >  ^>  ^^^  angles  a  et  (3,  relative- 
ment au  plan  tangent,  seront  pareillement  déterminés  par  ces 
formules 

tangA=/(2'*  +  0,    tang^^=^. 


4o.  En  général,  z=:f(x,y)  étant  l'équation  de  la  sur&ce  pro-^ 
posée  ,et  r=F(;?,9^)  celle  d'une  surfeice  donnée,  si  on  veut  que 
ces  deux  sur&ces  aient  un  point  conumm  qui  réponde  aux  coor- 
données^, j^,  z,  il  faudra  que  l'équation  r=:F  (;?,  7)  ait  lieuausai 
en  £iisant  pz=x^q  Tacy ,  rsjs,  ce  qui  donnera 

«=F(cc,^). 

Ensuite ,  si  on  considère  les  points  des  deux  sur&ces  qui  répondent 
oux  mêmes  coordonnées  x^i  et  y^o^  et  qu'on  nomme  D  la 
distance  entre  l'un  et  l'autre,  c'est-à-dire  la  partie  de  l'ordonnée 
qui  se  trouvera  comprise  entre  les  deux  surÊtces,  il  est  visible 
qu'on  aura 

D  =  f(a:4-/,  ^H-o)  — F(a:  +  i,/H-o). 

Développons  ces  deux  fonctions  par  les  formules  de  l'article  78^ 
première  Partie ,  en  nous  arrêtant  d'abord'aux  termes  du  premier 
ordre  ,  nous  aurons ,  en  mettant «, «'  et  z^  à  la  place  de  f (^>  J")  1 
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Supposons  que  les  termes  mnltipliés  par  i  et  par  o  disparaissent;^ 
ce  qui  a  lieu  en  Ëdsant  js'=F'(a:,^)  et  5;^  =  F^(j:,  j-)  ^  Pex- 
pression  de  D  ne  contiendra  plus  que  des  termes  d'un  ordre  su- 
périeur j  et  il  est  facile  de  prouver  qu'an  pourra  toujours  prendre 
i  et  o  assez  petits  pour  que  cette  yaleur  de  D  devienne  moindre 
que  la  valeur  d'une  pareille  quantité  poinr  une  autre  sur&ce  donnée , 
dans  laquelle  tes  termes  multipliés  par  i  et  par  o  ne  se  détruiraient 
pas.  Donc  si  Téquation  rs=:F(;?,9)dela  surface  donnée  contient 
trois  constantes  arbitraires  a,  A,  c,  et  qu'on  les  détermine  de  ma- 
iiiére  à  satis&ire  aux  trois  équations 

fl  sera  impossible  qu'aucune  autre  sur&ce  qui  ne  satisferait  pas 
aux  mêmes  conditions  y  puisse  passer  entre  cette  même  surface  et 
la  surface  proposée  dont  les  coordonnées  sont  Xyj^z. 

D  est  visible  que  les  troi»  équations  précédentes  ne  sont  autre 
chose  que  l'équation  même  de  la  surface  donnée ,  en  y  changeant 
les  coordonnées  ;?,  9,  r  en  o:,  j^,  «,  et  les  deux  équations  prime» 
de  celle-ci,  prises  suivant  x  et  suivant^.  D'où  l'on  peut  con- 
clure ,  en  général ,  que  si  F  (;? ,  y ,  r  )  =  o  est  l'équation  de  la 
surface  donnée  ^  les  trois  équations  dont  il  s'agit  seront  renfermée» 
dans  celles-c) 

F(x,^,«)=o,    F'(a:,7,  z)  =  o    et    F,(x,j,  i8)  =  a, 

en  regardant  z  conmie  fonction  de  x  et  ^;  de  sorte  qae  si  on  dé* 
signe  simplement  par  T'{x) ,  F'(^),  F' (2)  les  fonctions  primes  de 
ï*  (or,  y  y  js),  prises  relativement  à  x^j-^  z  seuls,  les  deux  dernière» 
équations  deviendront , 

F(a:)  +  z'F(z)  =  o,    F'C/) +  5;,F(z) «o. 
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Donc ,  si  la  surface  proposée  est  représentée  par  Péqiidtîon 
f(^yj9^)  =  ^>  ^t  que  la  surface  donnée  qui  doit  avoir  un  point 
^e  contact  avec  celle-là ,  soit  représentée  par  l'équation  F(jc,^,  ^)=o> 
la  première  donnera,  en  prenant  les  fonctions  primes  relatives  à 
ar  et  ^ ,  ces  deux  ci 

Ces  deux  équations  combinées  avec  les  deux  précédentes,  de 
jDQianièf je  à  en  chasser  les  dérivées  z'  et  z^ ,  on  aur»  ces  deux-ci 

jd'où  fl  s'ensuit  que  les  trois  fonctions  dérivées  T  (x)  ,  f '(/•  ) ,  P(z) 
jdoivent  être  respectivement  proportionnelles  aux  fonctions  dérivées 

F(^),F(7),F(z). 

4i.  Si  dans  Texpression  générale  de  la  distance  D,  on  dévsr 
loppe  les  deux  fonctions  qu'elle  contient,  en  poussant  le  déve- 
loppement jusqu'aux  secondes  dimensions  de  *  et  o,  et  qu'on 
suppose  que  les  trois  équations  €i-dessus  aieQt  déjà  lieu,  on  aiiri| 
simplement 

P=i*[;5--F'(a:,jr)]H-«o[z:-F:(x,j')]+f[2,~F«(af,7)3 

"r-^A.    -t-  — A,-^  jj  A.-i-^A^,, 

eti  Êtisant ,  pour  abréger , 

«ta 

Donc,  si  l'équation  r=F(;>,  7)  de  la  surfece  donnée ,  est  tell0 
qu'on  puisse  encore  satisfaire  aux  trois  équations 

z"=r'{x,j),    z:=F:(x,j),    z„=.-F,(x,y)y 

les  termes  du  second  ordre  di9>par£Ûtront  aussi  dan?  Tes^essioii 

de 
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5fc  D ,  et  on  prouvera  aisément  qu'il  sera  toujours  possible  de 
.prendre  les  quantités  i  et  o  assez  petites  pour  que  la  distance  D 
soit  plus  petite  que  la  diistance  A  pour  toute  autre  surface  donnée 
qui  ne  satisferait  pas  aux  mêmes  conditions  ;  d'où  il  suit  qu'il  sera 
knpossible  que  cette  sur&ce  passe  entre  la  sur&ce  donnée  dont 
l'équation  est 

€t  la  proposée  dont  l'équation  est 

et  ainsi  de  suite. 

Si  on  représente  en  général  par  ^{p,  y,r)  =  o  l'éqtiatîonr  dfe 
la  sur&ce  donnée ,  qui  doit  avoir  un  point  de  contact  avec  une 
autre  surface  dont  les  coordonnées  sont  x  ^  y^  z  ,  les  trois  der-- 
niéres  équations  seront  renfermées  dans  ceUes-ci  : 

F'^=(x,j^,  z)  =  o,    F;(^,j<',^)=so    et     F,/j:,7,55)=:o,. 

en  regardant  z  comme  fonction  de  x  et/j  et  ainsi  des  autres. 

On  pourra  donc  étendre  aux  surfeces  ta  théorie  des  contacts  de 
difierens  ordres  que  nous  avons  exposée  relativement  aux  Dgncs 
courbes,  et  en  déduire  des  résultats  semblables.  Ainsi,  pour  le- 
contact  du  premier  ordre ,  on  aura  l'équation 

avec  ses  deux  équations  primes  suivant  x  et/;  pour  le  contact  du; 
second  ordres  on  aura,  outre  les  trois  équations  précédeates- y 
les  tirois  équations  secondes  de 

suivant  x^  suivant  y ,  et  suivant  x  Qtyi  et  ainsi  de  suite^ 

4a.  Prenons ,  pour  la  sur&ce  donnée ,  la  sphère  dont  l'équation 
la  plus  générale  est 

5% 


,9 
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p ^  q^r  étant  les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  sa 
surface ,  a ,  A,  c  les  trois  coordonnées  qui  déterminent  la  position 
du  centre,  et  d  le  demi-diamètre,  ou  le  rayon. 

En  changeant  dans  cette  équation  ;?,  7,  r  en  x ,  j,  «,  et  prenant 
^ensuite  les  deux  équations  primes  suiyant  x  et^*,  ou  aura  ces  trois 
équations. 

a:— a  -|-z'(55-— c)=o  , 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  d'abord  les  trois  constantes 
/aybjC^  on  trouvera  ainsi 

dit' 

*  ,  dz. 


C  SSZ 


V0  +  *'»+O 


ft\   ». 


et  le  rayon  d  sera  encore  arbitraire. 

La  sphère  déterminée  par  ces  élémcns  sera  donc  tangente  de 
la  surface,  et  par  conséquent  son  rayon  sera  perpendiculaire 
â  la  même  surface.  Ainsi  en  regardant  la  valeur  de  ce  rayon 
comme  indéterminée ,  les  trois  quantité&a,  ô,  c  seront  les  coordon- 
nées de  la  perpendiculaire  à  la  surface ,  d  étant  variable ,  et  x ,  ^,  « 
constantes. 

Si  Ton  veut  avoir  ces  élémens  a^b^c^  ainsi  que  les  angles  a  et  jS 
de  l'article  Sg ,  exprimés  en  diflFérentielles ,  il  n'y  aura  qu'à  re- 
présenter les  fonctions  dérivées  z\  z^  par  les  diflerences  partielles 

dz     dz 
133:' d^' 

• 

43.  Pour  que  la  sphère  devienne  osculatrice  de  la  surface ,  on 
aura  encore  trois  autres  équations ,  qui  seront  les  trois  équations 
secondes  de  la  première  équation  ci-dessus;  mais  comme  il  ne 
reste  plus  qu'une  arbitraû^e  d ,  il  est  clair  qu'on  ne  pourra  pas  sa- 
tisËiire  à  toutes  ces  équations  )  d'où  il  suit  qu'il  est  impossible  de 
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trouver  en  général  une  sphère  osculatrice  d'une  surfece ,  comme 
on  trouve  le  cercle  osculateur  d'une  courbe. 

Si ,  au  lieu  d'une  sphère ,  on  voulait  employer  la  surface  formée 
par  la  rotation  d'un  arc  de  cercle  autour  de  sa  corde  ;  comme  on 
aurait  dans  l'équation  de  cette  surface  six  constantes  arbitraires  y 
on  pourrait  alors  déterminer  ces  élémens  de  manière  que  le  con* 
tact  du  second  ordre  eût  lieu  en  général  avec  une  surÊice  quel- 
conque, n  en  serait  de  même  pour  toute  autre  sur&ce  dont  l'équa- 
tion renfermerait  au  moins  six  constante^  arbitraires. 
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Bsesssesssa 
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OÏAPITRE  IX. 

Des  sphères  oseulatrices.  Des  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre 

courbiire.  Propriétés  de  ces  lignes. 

44.  JM  ous  venons  de  voir  que  parmi  toutes  les  sphères  touchantes, 
il  ne  peut  y  en  avoir  aucune  qui  devienne  proprement  osculatrice  de 
la  surface,  mais  on  peut  toujours  déterminer  celle  qui  sera  osculatrice 
d'une  courhe  quelconque  tracée  sur  la  même  surface.  Pour  cela ,  il 
n'y  aura  qu'à  supposer^  fonction  de  x ,  comme  dans  les  courbes 
à  double  courbure ,  et  prendre ,  dans  cette  hypothèse ,  les  équations 
primes  et  secondes  de  l'équation  de  la  sphère 

(or— û)»H-(j'— J)*-f.(z— .c)»~J»  =  o, 
JL'équation  prime  sera 

en  regardant  toujours  z  comme  fonction  de  a:  et  / ,  dont  les  deux 
fonctions  primes  sont  z'  et  z, ,  et  ensuite^  comme  fonction  de  x , 
dont  y  est  la  fonction  prime.  On  trouvera ,  de  la  même  manière , 
cette  équation  seconde 

L'équation  prime  est  déjà  remplie  par  les  deux  équations  primes 
de  l'article  43 , 

a:— •a  +  z'(z  — c)  =  o,    jr  —  i+2^(js  — c)  =  o. 

Ainsi ,  il  ne  reste  qu'à  satisfaire  à  l'équation  précédente ,  laquelle  y 
h  cause  de  ^  —  b  +  Zj{z  —  c)  =  o ,  se  réduit  à  celle-ci 
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Si  donc  on  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  c  trouvée 
ci -dessus  (article  cité) ,  on  en  pourra  tirer  la  valeur  de  ^/^  et 
l'on  aura 

Connaissant  ainsi  le  rayon  d  de  la  sphère  osculatrice,  on  aura ,  par 
les  formules  du  même  article,  les  valeurs  des  coordonnées  a^b^c 
du  centre. 

45.  La  quantité  y  qui  entre  dans  les  expressions  précédentes , 
dépend  de  la  courbe  qui  est  la  projection  de  celle  qu'on  suppose 
tracée  sur  la  surface.  Cette  courbe  étant  arbitraire,  on  peut  cher- 
cher celle  dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  d  sera  un  maxinumt 
ou  minimum  ;  et  pour  cela ,  il  n'y  aura  qu'à  égaler  à  zéro  la  fbno*- 
tion  prime  de  l'expression  de  rf,  regardée  comme  fonction  de 
y  (  art  26  ).  Mais  pour  simplifier  le  calcul ,  nous  observerons  que 
puisque  £/=(z — ^)  V^C^  +  2'*+z*),  le  maximum  ou  minimum 
de  dj  relativement  à  jr\  répondra  au  maximum  ou  minimum  de  c  j 
ainsi ,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  l'équation  prime  de  la  dernière  équa- 
tion ci-dessus  entre  c  ^\y\  en  supposant  nulle  la  fonction  prime  de  c^ 
c'est-à-dire ,  eiv  ne  regardant  que  y  comme  variable.  On  aura  de 
cette  manière  l'équation 

-qui ,  étant  combinée  avec  la  même  équation ,  servira  à  détermi- 
ner^' et  c. 

Si  on  multiplie  cette  équation  par  y'  et  qu'on  la  retranche  de 
Féquation  dont  il  s'agit ,  on  aura  celle-ci  plus  simple , 

^'on  combinera  avec  la  précédente. 

Par  l'élimination  de  z  —  c ,  on  aura  une  équation  en^  de  cette 
£>rme  : 
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en  faisant ,  pour  abréger , 

A  =  (  1  •+•  zî  )  z;  —  z'z^z,^ 
et  la  résolution  de  cette  équation  donnera 

j        B±v/(B*  +  4AC)  , 


J 


aA 


équation  du  premier  ordre  en  a: ,  ^  et  j',  puisque  z  étant ,  par  la 
nature  de  la  surface ,  une  fonction  donnée  de  x  et  ^ ,  les  quantité 
A ,  B,  C  seront  aussi  des  fonctions  données  de  x  etj.  Donc  l'équa- 
tion primitive  en  x  et  j  renfermera  une  constante  arbitraire,  et 
représentera  une  infinité  de  courbes  qui  seront  les  projection» 
des  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  de  la  surÊice 
proposée. 

Si  on  combine  les  deux  équations  ci-dessus  de  manière  à  faire 
disparaître  les  termes  où  y  et  a  —  c  se  trouvent  ensemble,  on  em 
tirera 

(i  +  z'^  )  z„  —  z'zy,  —  A/ 


z"z 


Donc,  substituant  la  valeur  de^',  et  fitisant  de  plus 

E  =  iz'-z,z[  —  (  1  4-  2")  sy,—  (  1 4-  s:)  «", 
en  aura 

, E±>/(B'4.4AC) 

et  de  la 

,_  CE±V/(B'+4AC)]  i/(i-f.»''4-»^)  . 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  valeurs  du  radical  donnent ,  Tune  le 
maximum ,  et  l'autre  le  minimum  du  rayon  d. 

U  y  a  donc ,  à  chaque  point  de  la  surface ,  deux  branches  qui  se 
coupent  et  qui  répondent ,  l'une  à  une  ligne  de  plus  grande ,  et 
l'autre  à  une  ligne  de  moindre  courbure  j  et  l'angle  sous  lequel  elles 
se  coupent,  dépend  de  la  double  valeur  de  la  quantité^',  qui  est 
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^gale  à  la  tangente  de  l'angle  formé  par  la  tangente  de  la  courbe  de 
projection  sur  le  plan  des  x  et  ^  avec  l'axe  fixe  des  x.  Or ,  comme 
la  position  de  ce  plan  est  arbitraire ,  on  peut  la  prendre  de  ma- 
nière qu'il  coïncide  avec  le  plan  tangent  de  la  surface,  alors  la 
projection  de  la  courbe  se  confondra  avec  la  courbe  même ,  et  les 
deux  valeurs  de  y  deviendront  les  tangentes  des  angles  que  les 
tai^entes  des  deux  branches  de  plus  grande  et  de  moindre  cour- 
bure  feront  avec  une  même  ligne;  par  conséquent  la  différence  de 
ces  angles  sera  l'angle  cherché  sous  lequel  ces  branches  se  coupent  ; 
donc ,  nommant  a  et  /S  les  deux  valeurs  de  j\  la  tangente  de  cet 
angle  sera ,  par  les  formules  connues , 

m  — fi  v/(B*  +  4AC) 

i+»fi  A— C       • 

Mais  il  est  facile  de  voir ,  par  les  formules  de  l'article  38 ,  que  « 
pour  que  le  plan  tangent  d'une  surËice  coïncide  avec  le  plan  des 
X  et  ^ ,  il  faut  que  les  valeurs  de  z*  et  z^  soient  nulles.  Faisant 
donc  dans  les  expressions  de  A ,  B,  C , 

z'=o,     2y=0, 

on  aura 

A  =  z:,    B  =  z,-z",    C  =  <, 

ce  qui  donne 

A~C  =  o. 

Ainsi  la  tangente  de  l'angle  dont  il  s'agît  sera  infinie,  et  par  con- 
séquent l'angle  sera  droit.  D'où  l'on  doit  conclure ,  en  général ,  que 
les  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  d'une  surface 
quelconque  se  coupent  toujours  à  angles  droits. 

46.  La  propriété  du  maximum  et  du  minimum  n'est  pas  la  seule 
qui  caractérise  ces  lignes ,  elles  sont  encore  distinguées  par  rapport 
à  leurs  développées.  En  effet,  si  on  cherche  les  conditions  néces- 
saires pour  que  le  rayon  de  courbure  soit  partout  tangent  à  la 
<îourbe  des  centres ,  on  trouvera ,  par  des  considérations  sem- 
Jblables  à  celles  de  l'article  35,  appliquées  aux  expressions  des 
^coordonnées  a,  b^  c  de  cette  courbe  (art.  4a) ,  que  ces  conditions 
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se  réduisent  à  ce  que  les  valeurs  des  fonctions  primes  a\  V,  if 
soient  les  mêmes ,  soit  que  la  quantité  d  soit  seule  variable ,  oa 
que  les  quantités  x  ^j^z  varient  en  même  temps  que  d.  Ainsi ,  si 
on  prend  les  équations  primes  des  trois  équations 

x—a'\-z\z  —  c)  =o,    y  —  i  +  z^(j3— c)  =  o    (art. 43) ^ 

d'où  résultent  les  valeurs  de  ^,  i,  e?,  il  faudra  que  la  partie  due  à  là 
seule  variation  de  o:,^,  z  soit  nulle.  Or,  il  est  visible  que  la  se- 
conde et  la  troisième  équation  rendent  nulle  cette  partie  danrf 
l'équation  prime  de  la  première  équation  3  donc  il  suffina  de  prendre 
les  équations  primes  des  équations 

jp— •a^-z'(;5  —  c)=o,    ^— ^  +  5y(2  —  c)  =  o^ 

en  regardant  ^ ,  i  et  c  comme  constantes.  Ces  équations  seront 
donc ,  en  regardant  comme  ci-dessus  (  art.  44  ) ,  /  conune  fonctioiv 
de  or ,  et  z  comme  fonction  de  a:  et  / ,  " 

y  4.  z/  +yzî  +  (z;  -f-y^^j  (s— c)=oj 

et  si  on  les  compare  aux  deux  équations  de  l'article  précédent ,  quf 
déterminent  le  maximum  et  le  minimum  de  rf,  on  voit  qu'elles  sont 
identiquement  les  mêmes  ;  d'où  il  suit  que  les  lignes  suivant  les- 
quelles le  rayon  de  courbure  sera  tangent  de  la  courbe  des 
centres ,  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  plus  grande  ou  de  la  moindi*e 
courbure. 

Mais  les  expressions  de  a ,  & ,  ^  de  l'article  42  donnent ,  en  ne: 
Élisant  varier  que  d , 


a' 


d'z' 


d'où  l'on  tire 


._ df 


et 


SECONDE  PARTIE,  CHAP.  IX.  a49 

et  par  conséquent 

d^où  Ton  conclura  (art.  57  )  que  la  quantité  d  sera  égale  à  Parc 
de  la  courbe  dont  a^bjC  sont  les  coordonnées.  Ainsi  cette  courbe 
sera  la  véritable  développée  des  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre 
courbure;  et  réciproquement  il  n'y  aura,  sur  une  surfece  quel- 
conque ,  que  ces  lignes  qui  puissent  avoir  une  développée  formée 
par  les  rayons  de  courbure. 

Ces  propriétés  des  sur&ces  sont  très-curieuses ,  et  méritent  toute 
l'attention  des  géomètres  ;  elles  donnent  lieu  surtout  à  des  appUea- 
tions  importantes  pour  les  arts.  Voyez  les  Mémoires  de  Berlin 
pour  l'année  1760,  les  tomes  IX  et  X  des  Mémoires  présentés  à 
l'Académie  des  Sciences ,  et  V application  de  V Analyse  à  la  Géo^ 
métrie  ,  par  M.  Monge. 

Au  reste,  pour  traduire  ces  formules  en  calcul  différentiel,  il 

n'y  aura  qu'à  changer  y,/'  en^.^,  et  z',  z^,  «",  <,  %,,  en 

iz     dz     d'z      cfz      d^z 
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CHAPITRE  X. 

Solution  des  questions  dans  lesquelles  on  propose  une  relation 
entre  les  élémens  du  contact  du  premier  ordre  des  surfaces 
courbes.  Construction  de  cette  solution.  Équation  des  surfaces 
dépeloppahles. 

47.  Un  peut  proposer  sur  les  différens  contacts  des  sur&ces , 
des  problèmes  analogues  à  ceux  qui  nous  ont  occupés,  relative- 
ment aux  lignes  courbes  (  chap.  III  ) ,  et  les  résoudre  par  des 
principes  semblables.  Nous  nous  contenterons  ici  de  considé- 
rer les  contacts  du  premier  ordre. 

Suivant  les  formules  de  l'article  4i ,  si  l'équation  F(;;,9,r)=:o^ 
de  la  surface  donnée,  contient  trois  constantes  arbitraires  a,  4,  o, 
pour  que  cette  surface  ait  un  contact  du  premier  ordre  avec  une 
surface  quelconque  rapportée  aux  coordonnées  oc  ^  y  ^  z,  il  faut 
déterminer  a,i,  c  en  x^  y^  s,  par  les  trois  équations 

dont  les  deux  dernières  se  réduisent  à  la  forme 

F(x)  +  zT'(2)=o    et    F(7)  +  z,F(z)  =  o. 

Donc,  si  la  question  est  de  trouver  la  surface  pour  laquelle  les 
trois  élémens  du  contact  a,  i,  c  auront  entre  eux  une  relation 
déterminée ,  il  faudra  substituer ,  dans  l'équation  qui  exprime  cette 
relation ,  les  valeurs  de  a ,  J ,  c ,  et  si  cette  équation  est  entre 
les  quantités  ^ï  ,  i ,  c  et  a: ,  /,  2 ,  on  aura  une  équation  du  premier 
ordre  en  a:, ^,  z,  s'  et  2^,  qu'on  pourra  traiter  par  la  méthode 
générale  de  l'article  9a  de  la  première  Partie. 
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*  itfais  si  réquation  dont  il  s'agit  n'était  qu'entre  les  trois  quan- 
tités a,  &  9  c,  la  solution  du  problème  serait  beaucoup  plus  simple. 
En  effet,  il  est  clair  qu'on  peut  alors  supposer  que  les  quantités 
ûy  by  c  soient  constantes 3 et  dans  ce  cas ,  l'équation 

sera  l'équation  primitive  de  l'équation  du  premier  ordre  donnée 
par  les  conditions  du  problème,  en  y  substituant  pour  une  des 
trois  constantes  a,  &  ,  c,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  donnée  ;  ou 
aura  ainsi  une  équation  primitive  qui  ne  sera  que  particulière  ; 
mais  comme  elle  renferme  deux  constantes  arbitraires ,  on  pourra, 
par  la  méthode  de  l'art.  83  de  la  première  Partie,  trouver  l'équation 
primitive  générale  qui  donnera  la  solution  complète  du  problème. 
On  fera  donc,  suivant  cette  méthode,  b=t^a,  si  a  et  b sont  les 
deux  constantes  arbitraires  ;  et  on  éliminera  a  au  moyen  de  l'équa- 
tion V{xyjyz)^=:o  et  de  son  équation  prime ,  prise  relativement 
à  la  seule  quantité  a,  équation  représentée  par 

en  dénotant  par  F' (a)  et  F'  (b)  les  fonctions  primes  de  F(x,^,  3) , 
relativement  aux  variables  isolées  a  et  b. 

48.  Pour  voir  comment  le  système  de  ces  deux  équations  satisÊut 
au  problème ,  on  observera  d'abord  que  l'équation  Y(a:yjyz)  =î=,o 
représente  la  courbe  donnée  avec  laquelle  la  proposée  doit  avoir 
un  contact  du  premier  ordre  ;  ainsi  cette  équation  résou^  le  pro- 
blème, quelles  que  soient  les  constantes  arbitraires^  et  b.  Mais 
comme  le  contact  demandé  par  le  problème ,  exige  seulement  que 
les  valeurs  de  z  et  de  ses  deux  fonctions  primas  z'  et  z^  soient 
les  mêmes  pour  les  deux  icourbes ,  il  s'ensuit  qu'il  aura  également 
lieu  en  supposant  aetb  variables ,  pourvu  que  ces  fonctions  prinies 
soient  encore  les  mêmes.  Or ,  c'est  précisément  ce  qui  résulte  dijL 
'système  des  deux  équations  dont  il  s'agit ,  eomme  on  peut  s'en  coù" 
vaincre  par  l'article  cité. 

Nous  observerons  ensuite  que  la  surface  représentée  par  le 
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système  de  ces  équations ,  ne  sera  autre  chose  que  la  sur&ce 
formée  par  Pintersection  continuelle  des  surËices  représentées  par 
la  même  équation  F(j:,/,z)  =  o,  en  y  fiiisant  varier  le  para- 
mètre a  ;  de  manière  que  cette  surÊice  touchera  ou  enveloppera  à 
la  fois  toutes  ces  diflTérentes  surfaces  particulières.  En  eflFet ,  si  on 
représente,  ce  qui  est  permis,  cette  surface  enveloppante  par 
réquatioq 

dans  laquelle  a  soit  une  quantité  variable  quelconque,  et  qu'on 
cherche  à  déterminer  cette  quantité,  de  manière  que  la  même 
surface  touche  successivement  toutes  les  surfaces  données ,  il  fau- 
dra satisfaire  à  l'équation 

pour  que  les  valeurs  de  z'  et  z^  soient  les  mêmes  que  celles  des 
surfaces  enveloppées.  Ceci  répond  à  ce  qu'on  a  trouvé  plus  haut 
(  art.  19  ) ,  relativement  aux  lignes  courbes. 

49.  Puisque  Féquation  F(ar,j,z)=o  renferme  les  trois  arbi- 
traires a^b  yC  qui  doivent  être  déterminées  par  la  combinaison  de 
cette  équation  avec  ses  deux  équations  primes  prises  relativement 
à  j:  et^,  en  regardant  a^h^c  comme  constantes  (art.  47)  ;  si  on 
regarde  maintenant  ces  quantités  comme  des  fonctions  de  x  et  jr, 
il  est  clair  qu'on  aura  aussi  séparément  les  deux  équations  primes 
de  là  même  équation  relativement  à  ces  quantités.  Ainsi ,  en  dé- 
signant par  F'  \a) ,  F' (A) ,  F'  (c)  les  fonctions  primes  de  la  fonction 
F  (jp ,  j ,  jç  )  prises  relativement  aux  seules  quantités  a^hyC  consin 
dérées  séparément ,  on  aura  encore  ces  deux  équations  primes 

ûT'  {a)  +  *T'  {h)  +  cT'  {c)  —  o, 
a,F(«)+*,F'(*)  +  c,F'(c)  =  o. 

Soit  c  ==:  f  ( a ,  i)  l'équation  qui  exprime  la  relation  donnée  entre 

les  quantités  ^,  i ,  c ,  en  prenant  de  même  les  deux  équations primeSj^ 

on  aura 

c'  =  «'f '  {a)  +  *T'  {h) , 
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f'(a)  et  P(b)  étant  les  deux  fonctions  primes  de  P  {a^b)  prises 
relativement  k  a  ^i  h  isolées.  Substituant  ces  valeurs  de  c'  et  c^ 
dans  les  deux  équations  précédentes ,  on  aura 


fl'[F(«)  +P{a)  X  F(c)]  +  V [F(*)  +  f  W  X  FW]  =  o, 

a,  [F(a)  +r(a)  X  F(c)]  +  4,[F(A)  +  f  (*)  x  F(c)]  =  o, 

d'où  Ton  tire  cette  équation 

où  la  fonction  désignée  par  la  caractéristique  f  n'entre  plus. 

Si  donc  on  substitue  dans  cette  équation  a!b^  —  b'a^  =  o  les  va- 
leurs de  <i ,  b  enx  ^y  j  z ,  s' et  js^  ,  on  aura  une  équation  du  second 
ordre,  dont  l'équation  primitive  du  premier  ordre  sera 

la  fonction  désignée  par  f  étant  arbitraire  5  et  l'équation  prijoutive 
de  celle-ci,  entre  Xyjr^  z  sera  le  système  de  l'équation 

F(a:,^,  z)=o, 

et  de  son  équation  prime  prise  relativement  à  a ,  après  y  avoir 
substitué  ï{a^b)  pour  c,  et  ^a  pour  A,  la  fonction  ^a  étant  la 
seconde  fonction  arbitraire.  Ainsi  on  pourra ,  de  cette  manière  , 
trouver  l'équation  primitive  de  toute  équation  du  second  ordrQ 
réductible  à  la  forme 


a!b,—  Va^ 


o; 


les  quantités  a,  b  étant  déduites  d'une  équation  quelconque 

F(^j7j^>«>  *?  ^)  =  o, 

entre  les  quantités  ar,^-,  z^  a^  h^  o,  et  de  ses  deux  équations  primes 
prises  dans  l'hypothèse  de  ^ ,  & ,  c  constantes  ;  ce  qui  fournit  une 
méthode  importante  pour  les  progrès  de  l'analyse  inverse  des 
fonctions  de  deux  variables. 


bo.  Appliquons  la  théorie  précédente  aux  plans  tangens.  Nous 
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avons  trouvé  plus  haut  que  les  élémens  a^  b^  c  dn  contact  d'uH 
plan  représente  par  l'équation 

r  =  a  +  i^  +  cy , 
sont  exprimés  ainsi  : 

a^=iZ-^xz' — jz^y     b:=iz'j     c:=:Zj. 

Donc ,  si  l'on  a  une  équation  quelconque  entre  ces  trois  quantités , 
laquelle  donne ,  par  exemple , 

l'équation  primitive  de  celte  équation  du  premier  ordre  sera  repré- 
sentée par  le  système  de  ces  deux  équations 

z  =  a^x(pa  +J*f(<^>  ^^)> 

en  dénotant  par  ^'a  et  f  (a)'  les  fonctions  primes  de  ^a  et  de 
f(a^  <pa)  relatives  à  a.  La  quantité  a  devra  être  éliminée  pour 
avoir  une  équation  en  a:,/,  ;s;  et  la  fonction  ça  sera  la  fonction 
arbitraire. 

Cette  équation  sera  donc  celle  de  la  surface  formée  par  Pinter- 
section  continuelle  de  tous  les  plans  représentés  par  l'équation 

en  feisant  varier  successivement  le  paramèti'e  a  ;  ce  sera  par 
conséquent  une  surface  développable  ,  puisqu'on  peut  conce- 
voir que  le  même  plan  tangent,  supposé  flexible  et  inextensible, 
s'applique  et  se  plie  sur  la  sur&ce ,  sans  duplicature  ni  solution  de 
continuité,  et  réciproquement,  que  la  smface  s'applique  et  se 
développe  sur  le  même  plan  sans  se  briser  ou  se  replier. 
Puisque  a=« — jcz'— /;s^,  et  i=z',  on  aura 

donc  l'équation  a'b^  —  a  fi'  =  ^  (  art.  49  )  deviendra 


savoir 
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Ce  sera  Téquation  générale  des  surfaces  développables ,  dont  par 
conséquent  l'équation  primitive  sera  le  système  de  ces  deux-ci 

z=fl+a:^a4-^Ëï    et    i -f- ^^'^ +^f^  =  o , 

^a  et  &  dénotant  deux  fonctions  arbitraires  de  a.  Voyez  le  tome  X 
des  Noi^i  Commentarii  de  Pétersbourg ,  et  les  ouvrages  déjà  cité$ 
à  la  fin  du  chapitre  précédent 
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CHAPITRE  XI. 

pes  plus  grandes  et  des  moindres  ordonnées  des  surfaces  courbes. 
Solution  générale  des  questions  à^  maximis  et  ixàinmis. Manière 
de  distinguer  les  maxima  des  minima  dans  les  fonctions  de 
plusieurs  variables. 

5i.  iji  on  demande  les  plus  grandes  et  les  moindres  ordonnées 

d'une  surface  donnée,  il  est  aisé  de  concevoir  qu'elles  ne  peuvent 

répondre  qu'aux  points  où  le  plan  tangent  devient  parallèle  au  plan 

des  a:  et  ^';  donc  on  aura  dans  ces  points^  tang  «=0,  et  par 

conséquent 

z'*+z*  =  o    (art  39), 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  faisant  à  la  fois  z'^=o  et  ^,=0. 
Ce  sont  là  les  conditions  nécessaires  pour  que  l'ordonnée  z  devienne 
un  maximum  ou  un  minimum. 

Puisque  z  peut  représenter  une  fonction  quelconque  de  x  etjr^ 
on  en  conclura  en  général,  que  pour  qu'une  fonction  de  deux 
variables  devienne  un  maximum  ou  un  minimum  ,  il  faut  que  ses 
deux  fonctions  primes  relatives  à  chacune  de  ces  variables,  soient 
nulles. 

Mais  on  peut  parvenir  directemetit  à  cette  conclusion  par  la 
considération  des  fonctions  d'une  seule  variable ,  suivant  la  théorie 
de  l'art  24,  et  trouver  en  même  temps  les  conditions  nécessaires 
pour  que  le  maximum  ou  minimum  ait  lieu.  En  effet ,  z  étant  fonc- 
tion de  a:  et  ^ ,  on  peut  supposer  d'abord  x  donné ,  et  chercher 
le  maximum  ou  mininuun  de  z  relativement  à  ^  j  on  aura  pour 
cela  l'équation  2^1=0 ,  et  ensuite  z,^  <  o  pour  le  maximum^  et  >  o 
pour  le  minimum.  Si  donc  on  substitue  dans  z  la  valeur  de^  tirée 

de 
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Péquation  z^=  o,  cette  quantité  z  deviendra  une  simple  fonction 
de  a*,  et  sera  déjà  un  maximum  ou  minimum  relativement  à^.  Il 
n'j  aura  donc  qu'à  la  rendre  encore  un  maximum  ou  minimum 
relativement  à  la  quantité  x  qui  avait  été  supposée  constante; 
or,^  devant  maintenant  être  regardée  comme  une  fonction  de  x 
donnée  par  l'équation  z^  =  o ,  il  est  clair  que  la  fonction  prime  de  z 
relativement  à  a:,  ne  sera  pas  simplement  z',  mais  z'+Z^î  et  sa 
fonction  seconde  relative  aussi  à  x^  seraz"+2/'z^+y*z^^+y^/> 
en  désignant  toujours  par/'  et/",  les  fonctions  primes  et  secondes 
de  jr  relativement  à  x.  On  aura  donc 

et  comme  on  a  déjà  z^=  o,  cette  seconde  équation  se  réduira  à 
a'=  G.  De  sorte  qu'on  aura  poiur  la  détermination  de  a:  et/,  les 
deux  conditions  s' = o ,  z^  =  o ,  conmie  plus  haut. 

Maintenant  il  Ëiudra  de  plus  que  l'on  ait  3"4-3/'3^4-/'*«/j-4:y"2/<o 
pour  le  maximum ,  et  >  o  pour  le  minimum  ;  mais  comme  /  doit 
être  déterminée  par  l'équation  z^  =  o ,  y  le  sera  par  son  équation 
prime 

laquelle  donne 


». 


^Ainsi  on  axira  pour  le  maximum 


»'• 


z"— ^<o, 


«t  pour  le  minimum  y 


». 


s'» 


z"  — ^>o; 


». 


ou  bien ,  puisque  z„  doit  être  aussi  <  o  dans  le  premier  cas ,  et 
>  o  dans  le  second,  il  faudra  que  l'on  ait,  tant  pour  le  maximum 
que  pour  le  minimum , 

z% — z';  >  o. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  valeurs  de  ar  et  /  tirées  des  équa- 
tions 9'=so  et  ;3.=:o,  donneront  un  maximum  ou  un  minimum  ^ 

33 
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suivant  que  l'on  aura  z,^<.  ou  >  o,  pourvu  que  Ton  ait  en  même 
temps 

ce  qui  emporte ,  comme  Ton  voit ,  la  condition  que  z"  et  z^^  soient 
de  même  signe. 

Donc  5  si  z% —  z'*  =  ou  <  o ,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  iw/- 
ninium ,  à  moins  que  les  fonctions  tierces  ne  disparaissent  aussi , 
auquel  cas  le  jugement  dépendra  des  fonctions  quartes ,  et  ainsi 
dé  suite. 

Il  ne  suffît  donc  pas  pour  l'existence  du  maximum  ou  minimum^ 
que  l'on  ait  z"  <  o  et  z,^  <  o ,  ou  2"  >  o  et  z,,  >  o,  comme  on 
pourrait  le  conclure  du  chapitre  XI  de  la  seconde  partie  du  calcul 
différentiel  d'Euler. 

5a.  Il  est  facile  d'appliquer  la  méthode  précédente  aux  fonctions  de 
trois  variables.  Supposons  que  u  soit  fonction  des  variables  or,  ^,  z  ; 
regardant  d'abord  x  tijr  comme  constantes,  et  z  seul  comme  va- 
riable ,  on  aura ,  suivant  la  notation  déjà  adoptée  (art.  ga ,  I'*  Partie) , 
jU'=zo  pour  la  condition  du  maximum  ou  minimum ^  et  ensuite ^ju < o 
pour  le  maximum  et  ^fi  >  o  pour  le  minimum.  L'équation  ^li  =  o 
donnera  la  valeur  de  z  en  jc  et  ^ ,  qu'on  substituera  ou  qu'on  sup- 
posera substituée  dans  la  fonction  u ,  moyennant  quoi  cette  fonction 
ne  contenant  plus  que  les  deux  variables  «r  et/,  retombera  dans  le 
cas  que  nous  venons  de  résoudre. 

Pour  construire  des  formules  générales ,  on  remarquera  que  si  u 
n'était  qu'une  fonction  de  or  et  j ,  on  aurait  pour  le  maximum  et 
minimum  les  conditions  u'  =  o  et  m^  =  o  ;  ensuite  pour  le  maximum 
u,^  <o ,  et  pour  le  minimum  m,^  >  o ,  et  enfin  li'u^^ —  u\^  >  o  pour  les 
deux  cas.  Mais  puisque  u  contient  de  plus  z  qui  est  elle-même  une 
fonction  de  x  et/ ,  les  valeurs  des  fonctions  désignées  par  u\  u^ , 
ii\  etc.,  ne  seront  pas  simplement  exprimées  par  ces  quantités, 
mais  il  faudra  y  ajouter  les  termes  qui  doivent  provenir  de  la 
quantité  z,  regardée  comme  fonction  de  x  et/.  Ainsi,  en  prenant 
les  fonctions  primes  et  secondes  de  u^  on  trouvera  que  la  quantité 
yl  devient  w'+^z^',  que  la  quantité  u^  devient  li^Hf-ix/s^,  que  la 


,•-  f 
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<iuantité  xi'  devient  tt''+ a^z'+^/z'^+^/za'*,  qiie  la  quantité  w,^ 
devient  w,^  + 2  ^tt^z^  +  ^wz,^+ ^/£Z*,  et  que  la  quantité  u\  devient 

Donc  on  aura  d'abord  pour  le  maximum  ou  minimum ,  les  deux 
conditions 

de  sorte  qu'à  cause  de  ^ii=  o,  on  aura  ces  trois  équations 

u^zszOy    tt^=o    et    ^i^=:o; 

c'est-à-dire  les  trois  fonctions  primes  de  u  relatives  à  o:,^,  z,  cha- 
cune égale  à  zéro. 
Ensuite ,  à  cause  de  ;U=o,  on  aura 

"//+3,«,z,  +  ,,iizXo 

pour  le  maximum  y  et  >o  pour  le  minimum;  et   pour  l'un  et 
l'autre , 

Mais  comme  la  valem:  de  z  en  or  et  j^  dépend  de  l'équation 
tt=o,  on  prendra  ses  deux  équations  primes  suivant  a:  et^,  pour 
avoir  les  valeurs  de  z'  et  de  z^j  on  aura  donc 

y+,^Mz'  =  o    et    ,tt,+  ,,az,=  o; 
d'où  l'on  tire 

r  _        é^'        f  — -        /"/ 

'  u  '  u* 

On  substituera  donc  ces  valeurs ,  et  conune  l'on  a  déjà  trouve 
tt  <  o  pour  le  maximum ,  et  >  o  pour  le  minimum ,  en  multipliant 
la  première  condition  par  ,^u ,  on  aura  une  quantité  qui  devra  tou- 
jours être  >  o.  Donc  les  conditions  pour  le  maximum  ou  minimum 
fie  réduiront  à  ces  trois-ci 

^ju  <  o  pour  le  maximum    et    >  o  pour  le  minimum ^ 

et    (X  —  y"'*)  („«^/,—  y,  )  >  L^]  —  y  a)*- 
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On  voit  par  la  marche  de  cette  méthode,  comment  elle  peut 
s'ctendre  à  un  plus  grand  nombre  de  variables ,  et  on  en  peut 
d'abord  conclure  en  général ,  que  l'on  aura  les  équations  du  /wojci- 
mum  ou  minimum  d'une  fonction  quelconque  de  plusieurs  variables, 
en  égalant  à  zéro  les  fonctions  primes  de  cette  fonction ,  prises 
relativement  à  chacune  de  ces  variables  ;  ce  qui  donnera  autant 
d'équations  que  de  variables.  A  l'égard  des  autres  conditions  né- 
cessaires pour  l'existence  du  maximum  ou  minimum^  on  les  trou- 
vera successivement  par  les  principes  et  les  formules  que  nous 
venons  d'exposer. 

63.  Pour  donner  un  exemple  de  la  méthode  de  maximis  et  mi- 
nimis ,  supposons  qu'on  demande  la  plus  courte  distance  entre  deux 
lignes  droites  données  de  position  dans  l'espace.  Soit  pour  l'une 
des  droites  l'abscisse  x,  ses  deux  ordonnées  seront  de  la  forme 
a'\-bx  eXc  +  dx)  soit  pareillement  pour  l'autre  droite  l'abscisse/ 
prise  sur  le  même  axe ,  les  deux  ordonnées  rapportées  aussi  aux 
mêmes  axes  que  celles  de  la  première  droite,  seront  de  la  forme 
A  +B;^  et  C4-D7*;  donc,  le  carré  de  la  distance  entre  les  deux 
points  qui  répondent  aux  abscisses  a:  et^ ,  sera  exprimé  par  cette 
formule 

que  nous  ferons ,  pom:  plus  de  simplicité ,  égale  à  az. 
En  prenant  les  fonctions  dérivées,  on  aura 

z'z=zx^j    +*(a— A+*ar  — Bj)+^(c— C  +  ^jc— D;-), 
2,=— (x— j)  — B(û— A+Ax  — Bj)~D(c— C  +  ^— I);^)^ 

5,=  i+B*+D% 
s;=— 1  — AB  — i/D. 

Donc,  i".  on  aura,  pour  la  détermination  des  deux  inconnues  Jt 
ct^,  les  équations 


jc— J-+ A(a  — A-f-éo:— Br)  +  rf(c  — C+^j:  — Dr) 
or— j  +  B(a  — A+^x— Bj)+D(c  — C  +  cto  — Dr) 


0. 


SECONDE  PARTIE ,  CHAR  XI.  a6i 

a*.  Puisque  la  valeur  de  z"  est  nécessairement  positive ,  il  ne 
pourra  y  avoir  que  le  minimum ,  niais  il  Ëiudra  de  plus  que  Ton  ait 
la  condition 

savoir , 

Or,  c'est  ce  qui  a  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  i,  d, 
B ,  D  ;  car  la  condition  précédente  peut  se  mettre   sous   cette 

forme 

(4_B)*+(i— D/+(*D— rfB)*>o. 

Comme  les  équations  en  j:  et  ^  sont  linéaires ,  la  détermination 
de  ces  quantités  n'a  aucujQc  difficulté  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas ,  d'autant  que  ce  problème  est  susceptible  d'une  solution  géo  - 
métrique  fort  élégante. 

54.  On  peut  encore,  dans  la  recherche  des  maxima  et  minima 
des  fonctions  de  plusieurs  indéterminées ,  considérer  toutes  les  va- 
riables à  la  fois ,  ce  qui  est  plus  direct  et  plus  lumineux.  Soit ,  eiï 
efièt,  î{x ^jr^ZyU. . .)  la  fonction  proposée,  si  on  suppose  que 
les  quantités  or, ^,  z,  M,  etc.  aient  déjà  les  valeurs  coùvenableô 
pour  le  maximum  ou  minimum ,  il  faudra  qu'en  substituant  a:  +  ;? , 
j^  -h  gr,  js  +  r,  1/  +  ^,  etc.,  à  la  place  de  jc  ,^ ,  z ,  a,  etc. ,  dans  la 
fonction  dont  il  s'agit ,  sa  valeur  devienne  toujours  plus  petite  dans 
le  cas  du  maximum^  et  toujours  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum^ 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  j5,y ,  r,  ^ ,  etc.,  et  quelque  petites 
qu'elles  soient  j  c'est  ce  qui  résulte  de  la  nature  même  du  maximum 
ou  minimum. 

Développons  la  fonction  f  («ar +;?,^-+9 ,  s+r,  u+s. . .)  suivant 
les  puissances  et  les  produits  des  quantités  p^q^r^s  ^  etc. ,  par  le5 
formules  du  théorème  général  (art.  78,1"  Partie ),  et  arrêtons-nous 
aux  premiers  termes  de  ce  développement. 

Si  on  désigne  simplement  (ainsi  que  nous  l'avons  pratiqué  jusqu'ici) 
par  r(x) ,  f  (^),  f  '  (z),  r  (m),  etc.  les  fonctions  primes  de  la  fonction 
f  (  ^> J>  s ,  w, . .),  prises  relativement  à  or  ,^ ,  z,  w ,  etc.  considérée 


s6a  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

séparément ,  et  qu'on  désigne  de  plus  par  P  {^)yP'{xyy)^  P'  (j") , 
r\Xy  z) ,  P'ijy  z) ,  f  '  (s) ,  etc.  les  fonctions  secondes  de  la  fonction 

prises  relativement  à  x  seul,  à  x  etjr ,  ajr  seul,  à  a:  et  z ,  à  ^  et  «, 
et  ainsi  de  suite ,  on  aura 

=:ï{x,jr^Z,U...)+pr{x)+q{^{jr)+rr{z)+sP{u)+etC. 

+  ^.p^r{x)+pqr{x,y)  +  irP'{:r)+pr("ix,z)  +  ii-C'{z) 
H-7rf'(j^,i5)  +  etc- 

Le  coefficient  A  désigne  un  nombre  indéterminé  compris  entre 
o  et  1 ,  et  qui  sera  le  même  dans  la  même  fonction,  mais  pourra  être 
différent  dans  les  différentes  fonctions. 

Donc ,  il  faudra  que  la  quantité 

pf'{x)  +  ^'(7)  +  rf'(s)  +5r  (tt)  +  etc. 
+  i  P'P'  (*)  +pyr  (x,  y)  +  i  y-r  {y  )  +  etc., 

soit  toujours  positive  pour  le  minimum  et  négative  pour  le  maximum, 
eu  donnant  kp^q^  r,etc.,  des  valeurs  quelconques  aussi  petites 
qu'on  voudra.  D'où  l'on  conclura  d'abord ,  par  un  raisonnement 
analogue  à  celui  de  l'article  26 ,  que  cette  condition  ne  pourra  être 
remplie ,  à  moins  que  les  termes  multipliés  par  les  premières  puis- 
sances de  py  9 ,  r ,  etc.  ne  soient  nuls  chacun  en  particulier ,  ce  qui 
donnera  les  équations 

f(a;)  =  o,    riy)=o,    r(z)  =  o,    r(i/)  =  o,    etc., 

qui  sont  communes  au  maximum  et  au  minimum,  et  qui  étant  en 
même  nombre  que  les  indéterminées  x,/,  55,  «,  etc. ,  serviront  à 
déterminer  leurs  valeurs. 

55.  Mais  pour  que  ces  valeurs  donnent  en  effet  un  maximum  ou 
un  minimum ,  il  faudra  encore  que  la  quantité  restante 

+  7^f'(j,s)+ir-f"(a)+etc., 
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soit  toujours  positive  pour  le  minimmi ,  et  négative  pour  le  maxi- 
fm/n,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  p,  ^,  r,  etc.,  et  quelque 
petites  qu'elles  puissent  être. 

Comme  les  fonctions  P(a:) ,  f'(j: ,^) ,  etc. ,  qui  multiplient  les 
carrés  et  les  produits  des  quantités  p^  q,  r,  etc. ,  renferment  elles- 
mêmes  ces  quantités ,  il  pourrait  être  diiS&cile  j  et  peut-être  impos- 
sible de  déterminer  les  caractères  nécessaires  pour  que  la  condi- 
tion dont  il  s'agit  ait  lieu  rigoureusement  ;  mais  j'observe  que  si 
on  suppose  A  =  o,  ces  fonctions  deviennent  indépendantes  de  p^ 
^,  r,  etc-,  et  ont  des  valeurs  déterminées;  et  l'on  trouve  alors, 
comme  on  le  verra  dans  un  moment ,  des  conditions  entre  ces 
mêmes  fonctions  ^  qui  ne  consistent  que  dans  des  inégalités  entre 
des  quantités  composées  de  ces  fonctions.  Ces  inégalités  étant  sup- 
posées avoir  lieu  pour  des  valeurs  déterminées  de  ir,^ ,  z,etc. 
auront  lieu  encore  pour  les  valeurs  peu  différentes  jc+A;?  ,  jk+^7  > 
a;-4-Ar,  etc.,  tant  que  les  quantités  A;?,  A^,  Ar,  etc.  ne  passeront 
pas  certaines  limites  qui  pourront  être  aussi  peu  étendues  qu'on 
voudra.  Donc ,  puisque  la  condition  exigée  pour  le  maximum  ou 
minimum ,  n'a  besoin  d'être  remplie  que  pour  des  valeurs  quel- 
conques àe  p,  y,  r,  etc.,  aussi  petites  qu'on  voudra,  il  s'ensuit 
qu'il  suffira  de  satisÊdre  à  cette  condition  dans  le  cas  de  A=o; 
par  conséquent  on  pourra  supposer  tout  de  suite  A=:o,  ce  qui 
réduira  les  fonctions  r'(^) ,  P(ar,j^) ,  r'(/),  etc.,  qui  entrent 
dans  la  quantité  ci^dessus  tP*^''(^)  -+-  /^f  '  («^^  >  J"  )  4-  etc. ,  à  n'être 
que  les  fonctions  secondes  de  la  fonction  donnée  f(jc,^^  ZyU...} 
prises  relativement  à  x  seul,  à  x  et/,  etc. 

66.  Tout  se  réduit  donc  à  trouver  les  conditions  pour  qu'une 
quantité  de  la  forme 

Ap^+  Bpif  +  C9*H-D;>r+Eyr-+-  Fr*+  etc. , 

dans  laquelle  A ,  B,  C,  etc.  sont  des  quantités  données ,  et  /?,  ^ , 
r,  etc.  dénotent  des  quantités  indéterminées  ,  soit  toujours  néces^ 
sairement  positive  ou  négative  ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
/> ,  9 ,  r,  etc. 
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Supposons  qu'elle  dojve  être  toujours  positive ,  il  est  éyident 
que,  pour  le  cas  contraire,  il  suffira  de  prendre  négativement  les 
coefficiens  A,  B,  C,  etc.  Puisque  cette  quantité  ne  doit  jamais 
devenir  négative ,  il  s'ensuit  qu'elle  doit  avoir  un  minimum  positifj 
et  réciproquement ,  si  elle  n'a  que  des  minima  positif ,  elle  ne 
pourra  jamais  devenir  négative.  Il  n'y  a  donc  qu'à  chercher  les 
conditions  nécessaires  pour  que  la  quantité  dont  il  s'agit  ait  des 
minima  tout  positifs. 

Suivant  l'esprit  de  la  méthode  exposée  ci-dessus  (  art.  5a  ) ,  on 
prendra  les  fonctions  primes  et  secondes  de  la  quantité  proposée 
relativement  à  une  seule  variable ,  comme  ;? ,  et  on  supposera  la 
fonction  prime  égale  à  zéro,  et  la  fonction  seconde  positive.  On 
aura  ainsi  l'équation 

^kp  +  By  M-  Dr  H-  etc.  ==  o, 

et  la  condition  A  >  o. 

On  substituera  la  valeur  de  p ,  tirée  de  l'équation  précédente , 
dans  la  quantité  proposée ,  laquelle  deviendra  ainsi  de  la  forme 

Ly^+Myr+N/^H-  P^^H-  etc. , 
en  Ëdsant 

t=C-g,    M=E-E,     N  =  F-g,    etc. 

On  prendra ,  de  la  même  manière ,  les  fonctions  primes  et  secondes 
de  cette  transformée  relativement  à  une  seule  variable  7,  etËdsant 
la  fonctipn  prime  égale  à  zéro ,  et  la  fonction  seconde  positive ,  on 
aura  de  nouveau  l'équation 

2L7  +  Mr+  P^  •{-  etc.  =5  o , 

et  la  condition  L  >  o. 

On  substituera  pareillement  dans  la  transformée  précédente  la 
valeur  de  9^,  tirée  de  cette  équation;  on  aura  la  nouvelle  trans*- 
formée 

Tr*+  'Srs  +  X^*-4-  etc. , 

dans  laquelle  les  coefl&cicns  T ,  V,  X ,  seront  donnés  en  L,  M,  N,  etc., 

conune 
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comme  ceux-ci  le  sont  en  A,  B ,  C,  etc.;  et  continuant  le  même pro- 
cédé  ^  on  aura  Téquation 

aTr  +  V^  +  etc.  =  o , 

et  la  condition  T  >  o  ;  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  la  dernière  de  ces  transfor- 
mées, celle  qiii  ne  contiendra  plus  qu'une  seule  des  indétermî-. 
nées  ;? ,  7 ,  /*  >  etc. ,  et  qui  sera  par  conséquent  de  la  forme  Zs*^ 
sera  elle-même  le  minimum  de  la  quantité  proposée  ;  d'où  il  s'en- 
suit que  les  conditions  pour  que  cette  quantité  ait  un  minimum 
positif,  seront 

A>o,    L>o,    T>o Z>o; 

et  comme  les  équations  qui  déterminent  les  valeurs  dep^q^r^  etc., 
sont  toutes  linéaires,  on  en  conclura  que  ce  minimum  sera  le 
seul  qui  puisse  ayoir  lieu.  Ainsi ,  le  problème  est  résolu  rigou- 
reusement. 

Au  reste ,  il  est  facile  de  voir  que  par  ces  différentes  transfor- 
mations, la  quantité  proposée  deviendra  de  la  forme 

a/      I   B^  +  Dr  +  etcV,   ^/      ,   Mr  +  P^  +  etc.y 


H-T(rvf.^^i+iî2i)  +  eta, 


laquelle  sera  évidemment  toujours  positive  ou  négative ,  suivant 
que  les  coefficiens  A ,  L ,  T ,  etc.  le  seront  tous  à  la  fois  ;  et  l'on 
voit  en  même  temps  par  cette  forme ,  que  les  quantités  A ,  L , 
T,  etc.  pourront  être  nulles ,  pourvu  qu'elles  ne  le  soient  pas  toutes 

à  la  fois. 

Les  conditions  que  nous  venons  de  trouver  deviendront  donc 
celles  du  maximum  ou  minimum  de  la  fonction  f(^j^>  «,«.•..), 
en  faisant  pour  le  minimum , 

A;=^K'(^),    B=r(^,j),    C  =  ir(^),    etc., 


et  pour  le  maximum , 

A=^if'W,    B  =  -r'(je,7),    C 
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Il  est  fecile  de  voir  l'accord  de  ces  résultats  avec  ceux  de  Par- 
ticle  5a  ;  mais  la  méthode  précédente  a  Favantage  de  fournir  un 
moyen  simple  d'étendre  ces  résultats  à  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

67.  Les  principes  exposés  jusqu'ici  sur  la  tHéorie  des  maxîmis 
et  minimisj  conduisent  à  cette  conclusion  générale  :  Si  dans  une 
fonction  quelconque  des  variables  x^jr^  z ,  etc. ,  on  substitue  à  la 
place  de  ces  variables  les  quantités  Jc-t-;^î/4-y  >  z+r^  etc.,  et 
qu'ion  développe  la  fonction  suivant  les  puissances  et  les  produits 
des  quantités  p^q^r^  etc.,  les  termes  où  ces  quantités  ne  se  trou- 
veront qu'à  la  première  dimension ,  étant  égalés  chacun  séparément 
à  zéro ,  donneront  les  équations  nécessaires  pour  que  la  fonction 
proposée  devienne  un  maximum  ou  minimum  ;  ensuite  on  conside* 
fera  la  quantité  composée  de  tous  les  termes  où  ;i ,  7 ,  r ,  etc.  for- 
meront deux  dimensions ,  et  il  Ëiudra  pour  le  minimum  que  cette 
quantité  soit  toujom's  positive ,  et  pour  le  maximum  toujours  néga- 
tive ,  quelles  que  puissent  être  les  valeurs  de  p^q^rj  etc. 

Si  tous  ces  termes  s'évanouissaient  à  la  fois ,  il  Êiudrait  alors 
pour  l'existence  du  maximum  ou  minimum ,  que  tous  les  termes  où 
py  7 ,  r,  etc.  formeraient  trois  dimensions ,  disparussent  aussi  à  la 
fois,  et  que  la  quantité  composée  des  termes  où  /?,  y ,  r,  etc.  for- 
meraient quatre  dimensions,  fût  toujours  positive  pour  le  minimum^ 
et  toujours  négative  pour  le  maximum ,  /i ,  y ,  r ,  etc.  ayant  des 
valeurs  quftconques  ;  et  ainsi  de  suite.  Ce  qui  répond ,  comme  l'on' 
voit ,  au  théorème  de  l'article  26. 

Nous  avons  donné  ci-dessus  un  moyen  simple  pour  trouver  les 
conditions  qui  rendent  une  quantité  de  la  forme  Ajo*+  Bpq  +  etc. 
toujours  positive  ou  négative  ;  on  pourrait ,  de  la  même  manière , 
chercher  celles  qui  rendraient  toujours  positives  ou  négatives  des 
quantités  de  la  forme  Ap^  +  Bp^q  -4-  etc.  ;  mais  l'application  de  la 
méthode  générale  à  ce  cas ,  serait  sujette  à  des  difficultés  de  calcul 
qui  pourraient  la  rendre  impraticable;  et  c'est  là  ua  problèqie 
d'algèbre  dont  il  serait  à  désirer  qu'on  pût  avoir  une  solution 
complète. 

5&  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  variâtes  qui  entrent 
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dans  la  fonction ,  sont  indépendantes  les  unes  des  autres  ;  mais 
s'il  y  avait  entre  elles  une  ou  plusieurs  équations ,  il  &udraît  com- 
mencer par  éliminer ,  au  moyen" de  ces  équations,  autant  de  va- 
riables dans  la  fonction  proposée,  on  chercherait  ensuite  la  condi- 
tion du  maximum  ou  minimum  par  rapport  aux  variables  qui  seraient 
restées  dans  la  fonction.  Cest  la  méthode  qui  se  présente  natu- 
rellement; mais  on  peut  la  simplifier  beaucoup,  en  conservant 
toutes  les  variables ,  et  réduî^mt  l'élimination  aux  seules  quantités 
^ ,  y ,  r,  etc. 

En  effet,  sujpposons  qu'on  ait  entre  les  rariaMes  ar,^,a,etC- 
l'équation  de  condition 

comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs 
àexyfyZj  etc.,  elle  aura  donc  lieu  aussi  en  mettant  x+p^ 
y  +  fj  z-4-  r,  etc.  à  la  place  de  jc,  / ,  z ,  etc.  ;  par  conséquent 
on  ûùra ,  |>ar  un  développement  semblable  à  celui  de  rarticle  78^ 
première  Partie ,  l'équation 

p(p'  {x)  +  çf'  (r  )  +  rtp'  C^)  +  e  te. 
+^p'(p''(x)+pif(p''{x,j)'h^if-f(jr)  +  etc.=:Oy 

d'où  Ton  pourra  tirer  la  valeur  à^  p  en  série,  qu'on*  substiftaera 
dans  le  développement  de  la  fonction  qui  doit  être  un  maximum  ou 
un  minimum;  ou  bien  on  ajoutera  simplement  à  ee  développement 
la  quantité  qui  forme  le  premier  membre  deréquation;plnéoédente , 
multipliée  par  une  quantité  quelconque  indéterminée  qui  pourra 
même  être  de  la  forme 


a-^-  bp  ^  c(f  ^  dr  -{-  etc.  +  lp^+  /w/?^-r  etc. , 

les  coefificiens  â ,  6,  c,  etc.  étant  indéterminés ,  et  on  égalera  à  zéro 
tous  les  termes  qui  contiendront  la  quantité  /i,  ce  qui  servira  à 
déterminer  les  inconnues  a,  i ,  r,  etc. 

Comme  les  équations  du  maximum  ou  minimum  résultent  de 
l'évanouissement  des  termes  où  les  quantités  pj  7,  r,  etc.  ne  5ont 
qu'à  la  première  dimension ,  il  suffira  d'égaler  à  zéro  chacun  de 
ces  termes,  ce  qui  donnera  sur-le-champ  les  équations 

P(x)+a(p'(x)=:o,    rCr)+fl^'(j^)=o,     {'{z)+a^\z)z=zo,     etC^ 
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qu'on  réduira  ensuite  à  une  de  moins  par  rëiimination  de  Pinçon- 
nue  a.  A  l'égard  des  termes  où  les  quantités  p^  q^  r^  etc.  for- 
meront deux  dimensions ,  on  déterminera,  par  les  méthodes  expo- 
sées ci -dessus ,  les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les 
coefficiens  de  ces  termes,  et  on  cherchera  à  satisfaire  à  ces  con- 
ditions de  la  manière  la  plus  générale,  au  moyen  des  quantités 
arbitraires  i,  c,  ^,  etc. 

Nous  ne  faisons  ici  qu'indiquer  ces  procédés  dont  il  sera  &cile 
de  faire  l'application;  mais  on  peut  les  réduire  à  ce  principe  gé- 
néral :  lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  doit  être  un 
maximum  ou  minimum^  et  qu'il  y  a  entre  ces  variables  une  oa 
plusieurs  équations,  il  suffira  d'ajouter  à  la  fonction  proposée  les 
fonctions  qui  doivent  être  nulles  ,  multij- liées  chacune  par  une 
quantité  indéterminée ,  et  de  chercher  ensuite  le  maximum  ou  mini- 
miim  comme  si  les  variables  étaient  indépendantes;  les  équations 
qu'on  trouvera  combinées  avec  les  équations  données^  serviront 
à  déterminer  toutes  les  inconnues. 

59.  On  peut  résoudre ,  par  les  mêmes  principes ,  les  questions 
où  il  s'agit  de  trouver  des  courbes  qui  jouissent  dans  cliacun 
de  leurs  points,  de  quelque  propriété  donnée  de  maximum  ou 
minimum. 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  demande  la  courbe  dans  laquelle 
la  quantité  que  nous  avons  nommée  K  dans  le  problème  del'ar- 
licle  1 5 ,  soit  un  maximum  ou  mininmm  à  chaque  point  de  la  courbev 
Cette  quantité  est  exprimée  par  la  fonction 

[j  +  C'w  — ^)/][j  +  (^— ^)/]; 

et  la  question  consiste  à  trouver  la  valeur  dey  en  a: ,  qui  rendra 
cette  fonction  im  maximum  ou  minimum.  Si  les  deux  quantités  jr 
et  y  étaient  indépendantes  l'une  de  l'autre ,  on  pourrait  déter- 
miner le  maximum  ou  minimum  relativement  à  chacune  de  ces  va- 
riables;  mais  comme  ces  quantités  dérivent  l'une  de  l'autre,  et 
que  leur  relation  demeure  inconnue  tant  que  l'une  d'elles  n'est  pas 
une  fonction  déterminée  de  x^  on  ne  peut  chercher  le  maximum 
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ou  minimum  que  par  rapport  àr  Fune  de  ces  quantités  j  et  il  est  na- 
turel de  prendre  pour  variable  la  quantité  y  qui  détermine  la 
position  de  la  tangente ,  en  regardant  les  coordonnées  x  etj  cômma 
données  pour  chaque  point  de  la  courbe. 

On  prendra  donc  les  fonctions  primes  et  secondes  de  la  fonc- 
tion proposée ,  relativement  à  la  quantité  y  regardée  conune 
seule  variable  j  et  égalant  à  zéro  la  fonction  prime ,  on  aura  sur- 
le-champ  réquation 

[^4- ( ;,  —  j:)y ]  (  ra  —  x) 4- Lr  +  (w  —  ic)y ]  (»— a: )  =  o, 
laquelle  donne ,  comme  dans  l'article  cité , 

•^  a  (m  —  x)(n  —  x) 

pour  réquation  de  la  courbe  cherchée. 

Ensuite  on  aura  la  fonction  seconde  a  (m^^x  )  (/i— :r) ,  laquelle 
fait  voir  que  le^fiaximum  aura  lieu  dans  toute  la  partie  de  la 
courbe  pour  laquelle  les  deux  quantités  m  —  x  et  n  —  x  seront 
de  signes  diiFérens ,  et  que  le  minimum  aura  lieu  pour  la  partie 
on  m —  X  et  n^^  x  seront  de  même  signe  ;  de  sorte  que  le  maxir- 
mum  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  coniprises  entre  les 
limites  m  et  /t ,  et  le  minimum  pour  les  valeurs  de  x  qui  tomberont 
hors  de  ces  limites. 

L'équation  trouvée  pour  la  courbe  étant  du  premier  ordre  j  elle 
est  susceptible  d'une  équation  primitive  avec  une  constante  aii)ir 
traire  ;  et  si  on  la  met  sous  la  forme 


^' 


■tawa 


y         x— 71» 


+ 


a;— 7» 


r  i 


I  • 


lOn  en  déduira  sur-le-champ  celte  équation  primitive, 

M 

alog^s=log(a:— m)  +  loç(a:--..n)  +logA , 
et  passant  des  logarithmes  anx  nombres,     ' 

,r*=^(*.-r;n»)(*f-»),. 
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où  h  est  une  constante  arbitraire.  Cette  équation  est  de  la  même 
forme  que  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  l'endroit  cité; 
ce  qui  doit  être ,  puisqu'elles  viennent  Tune  et  l'autre  de  la  même 
équation  du  premier  ordre.  En  effet ,  l'équation  trouvée  ci-dessus 
pour  le  maximum  ou  minimum^  étant  multipliée  par  y,  a  pour  équar 
tion  primitive 

K  étant  une  constante  arbitraire;  et  celle-ci  combinée  avec  la 
même  équation  pour  en  élmûnery,  donnera  le  résultat  trouvé  dans 
le  même  endroit. 

Donc,  rapprochant  cette  solution  de  celle  de  l'article  i5,  on  en 
conclura  en  général ,  que  les  sections  coniques  ont  non-seulement 
la  propriété  déjà  trouvée ,  que  chaque  tangente  coupe  sur  les  per- 
pendiculaires élevées  aux  deux  extrémités  de  l'axe ,  des  parties 
dont  le  produit  est  constant ,  mais  encore  celle-ci ,  que  la  position 
de  la  tangente  à  chaque  point  de  la  courbe  ,  regardé  comme  donnée 
est  telle  que  ce  même  produit  est  un  maximum  pour  l'ellipse ,  et 
un  minimum  ou  plutôt  un  maximum  négatif  pour  l'hyperbole. 

60.  En  général ,  si  on  demande  là  courbe  dans  laquelle  une  fbno* 
tion  donnée  de  ^yj'^y'^j'\  etc.  sera  un  maximum  ou  minimum  ,  on 
pourra  chercher  le  maximum  ou  minimum  relativement  à  chacune 
des  quantités  j ,  jr\  y,  etc. ,  ce  qui  donnera  autant  de  solutions 
difierentes  ;  et  l'on  aura  toujours ,  généralement  parlant ,  pour 
la  courbe  cherchée,  une  équation  du  même  ordre  que  la  fonction 
proposée. 

Si  cette  fonction  était  une  simple  fonction  des  élémens  a^b^c^  etc. 
du  contact  (art.  10) ,  en  cherchant  le  maximum  ou  minimum  relati- 
vement à  la  dernière  des  quantités  j^  y, y,  etc.,  on  trouverait 
nécessairement  la  même  équation  que  l'on  aurait  pour  le  problème 
dans  lequel  on  supposerâitr  cette  inêxîië  fonction  égale  à  une  cons- 
tante; c'est  de  quoi  il  est  facile  de  se  convaincre  par  l'analyse  des 
articles  20  et  18.  En  eflPet,  en  égalant  à  zéro  la  fonction  prime 
de  f(a,  i,  c. . .),  prise  f^etativeménrà  la  plus  haute  des  fonctions 
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dérivées  y,  y,  etc.,  on  aura  la  même  équation  que  si  on  prenait, 
^  général ,  la  fonction  prime  de  l'équation 

f  (  fl ,  i ,  c.  • .)  =  const. 

relativement  à  jc,^,  j^,  etc.  D'où  l'on  voit  que  ces  deux  genres  de 
problèmes ,  quoique  fort  dififérens  dans  le  fond ,  conduisent  néan- 
moins aux  mêmes  résultats ,  et  sont  par  conséquent  susceptibles 
des  mêmes  solutions.  Ainsi,  on  pourra  appUquer  ici  tout  ce 
qui  a  été  dit  dans  les  endroits  cités.  L'exemple  de  l'article  pj^é- 
cèdent  est ,  comme  l'on  voit ,  un  cas  particulier  de  ces  mêmes^ 
problèmes* 
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CHAPITRE  Xn. 

Des  questions  de  maximîs  et  minimis  qui  se  rapportent  à  la 
méthode  des  variations.  De  V équation  commune  au  maximum 
et  au  minimum  ;  et  des  caractères  propres  à  distinguer  les 
maxima  des  minima. 

61.  J^i  le  maximum  ou  minimum^  au  lieu  d'être  une  fonction  don- 
née de  oc^y^y\y\  etc.,  devait  être  la  fonction  primitive  de  celle- 
ci  ,  regardée  comme  utie  fonction  prime ,  alors  il  ne  serait  plus 
permis  de  traiter  les  quantités  y ,  f^  y,  etc.  couMue  indépendantes 
et  isolées ,  parce  que  la  fonction  primitive  d'une  fonction  de  ces 
quantités  dépend  elle-même  de  la  relation  qu'elles  peuvent  avoir 
entre  elles.  Les  problèmes  de  ce  genre  sont  ceux  qui  se  rapportent 
au  calcul  connu  sous  le  nom  de  calcul  des  variations  ;  ils  ne  de- 
mandent pas  une  analyse  nouvelle ,  mais  une  application  spéciale 
de  l'analyse  des  fonctions  que  nous  croyons  devoir  exposer  ici , 
à  cause  de  l'importance  de  la  matière. 

Soit  donnée  la  fonction  f(^, /,/',/"• ..)?  ^^^^  laquelle^  est 
supposé  une  fonction  de  a:,  il  est  évident  qu'on  ne  peut,  géné- 
ralement parlant,  avoir  la  fonction  primitive  de  celte  fonction 
donnée,  sans  connaître  la  valeur  de  y  en  x.  Mais  on  peut  cher- 
cher quelle  devrait  être  cette  valeur ,  pour  que  la  fonction  primi- 
tive de  ^{x y  y^ y\  y^. . .)  fût  un  maximum  ou  un  minimum j  en 
supposant  que  cette  fonction  soit  nulle  lorsque  x  aura  une  valeur 
donnée  a ,  et  qu'elle  devienne  un  tnaximwn  ou  un  minimum  lorsque 
X  aura  une  autre  valeur  donnée  b.  Il  est  évident  qu'en  prenant 
y  pour  la  valeur  cherchée ,  il  faudra ,  par  la  nature  du  maximum 
ou  minimum^  que  la  fonction  primitive  de  la  fonction 
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^li  résulte  de  la  fonction  donnée,  en  mettant7-+û>  à  la  place  de^, 
soit  toujours,  entre  les  mêmes  limites  de  a:,  moindre  dans  le  cas  du 
maximum ,  et  plus  grande  dans  le  cas  du  minùmmi ,  que  la  fonc- 
tion primitive  de  f  (  a:  ,^  ,^',y  • .  .)>  qu^^U^  que  soit  la  valeur  de  ^ , 
qu'on  pourra  regarder  comme  une  fonction  quelconque  de  a: ,  et 
quelque  petite  que  cette  valeur  puisse  être. 

La  fonction  f(jc:,/+û),y4- û)'>yH-û/'..  •)  étant  développée 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  a,  a',  a'',  etc.,  d'une  ma-, 
oière  semblable  à  celle  de  l'article  78 ,  première  Partie,  deviendra 

où  les  quantités  f  (/) ,  f  (j' ) ,  f  (^) ,  etc.  dénotent  les  fonctions 
primes  de  f  (.r ,  j ,  y,  y . .  •)  prises  suivant  7",  y, y,  etc. ,  et  les 
quantités  f'  (j")  »  f" ( J,  y  )  >  f"  (y)  >  etc.  dénotent  les  fonctions 
secondes  de  la  fonction  f(^,7'  +  A«,  y+Xo)',  y  4- Xa>", ..), 
prises  relativement  à  jr  seul ,  ky  ety^  ky  seul ,  et  ainsi  de  suite; 
le  nombre  X  est  indéterminé  ou  plutôt  inconnu ,  et  peut  être  diflFé- 
rent  dans  les  différentes  fonctions ,  mais  il  doit  être  le  même 
dans  la  même  fonction ,  et  il  doit  toujours  être  renfermé  entre  les 
limites  o  et  1. 
Donc  il  faudra  que  la  fonction  primitive  de  la  quantité 

a,f  '  (  J)  +  û>T  (y  )  +  a>'r  {y)  +  etc. 

+ ;"  r(j) + wr  (7,y  )  +  Ç  r(y  )  ^  etc. 

ait  toujours  une  valeur  négative  pour  le  maximum ,  et  une  valeur 
positive  pour  le  minimum ,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  la  fono- 
tion  »,  et  aussi  petite  que  cette  valeur  puisse  être,  en  prenant  cette 
fonction  primitive  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque  a:  =  ^ ,  et 
y  Élisant  ensuite  x=^. 

:  O ,  sans  connaître  la  quantité  ev ,  on  peut  prouver  qu'il  est 
toujours  possible  de  la  prendre  assez  petite  pour  que  la  fonction 
primitive  de  la  partie  qui  ne  contient  que  les  premières  dimensions 
de  a> ,  a>\  cù\  etc. ,  ait  une  valeur  plus  grande,  positive  ou  riégative, 
que  la  fonction  primitive  de  l'autre  partie.  Car  en  substituant  ««  à 

35 
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k  place  àc  My  et  étant  une  quantité  variable  quelconque ,  et  i  xm 
coeflficient  constant,  la  première  partie  se  trouvera  toute  multi- 
pliée par  i ,  et  la  seconde  le  sera  par  i*,  et  leurs  fonctions  primi- 
tives seront  aussi  multipliées  par  i  et  par  i*  j  et  il  est  visible  qu'on 
pourra  toujours  donner  à  i  une  valeur  assez  petite  pour  que  la  pre- 
mière de  ces  fonctions  surpasse  la  seconde,  du  moins  tant  qu'elle 
fie  sera  pas  nulle.  D'où  l'on  conclura  qu'on  pourra  toujours  prendre 
la  quantité  û»  assez  petite  pour  que  la  valeur  totale  de  la  fonction 
primitive  dont  il  s'agit ,  soit  nécessairement  positive  ou  négative , 
suivant  que  celle  de  la  première  partie  de  cette  fonction  le  sera. 
Mais  il  est  visible  que  celle-ci  doit  changer  de  signe ,  en  changeant 
le  signe  de  la  quantité  cù.  Donc ,  il  sera  impossible  que  la  fonction 
totale  soit  constamment  positive  ou  négative,  indépendamment 
de  la  valeur  de  &»,  à  moins  que  la  fonction  primitive  de  la 
i^artie  qui  ne  contient  que  les  premières  dimensions  de  oi,  €à'y 
€à"y  etc.  ne  soit  nulle ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a>.  Donc,  le  maxi- 
fnum  ou  minimum  ne  pourra  avoir  lieu ,  à  moins  que  la  fonction 
primitive  de  la  fonction 

«f  '  (r  )  +  «'f '  (y  )  +  û."f '  (  y  )  +  etc- 
ne  soit  nulle,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ea. 

Cette  fonction  étant  nulle ,  il  Ëiudra  alors  que  la  fonction  primitive 
de  l'autre  partie 

i  a>T {y)  4-  f^cT  {y, y)  +  \  oi'TC/ )  +  etc. 

MHt  positive  pour  le  minimum ,  et  négative  pour  le  maxmwn ,  en 
donnant  à  o»  une  valeur  quelconque  aussi  petite  qu'on  voudra. 

651.  Pour  satisfeire  à  la  première  de  ces  conditions  de  la  manière 
la  plus  générale ,  nous  remarquerons  que ,  puisque  la  quantité  1» 
doit  demeurer  indéterminée ,  la  fonction  primitive  de  la  fonction 

^r{y)+  «T'  (/  )  4-  «''f  '  (/')  +  etc. 
ne  peut  être  que  de  la  forme 

«t + â>i8  4- o^'j. -f- a>"/ •+•  etc. , 
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où  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  (ù\  a>'',  etc.  sera  d'un  ordre 
moindre  que  dans  la  fonction  proposée  ;  c'est  de  quoi  il  est  facile 
de  se  convaincre  avec  un  peu  de  réflexion  sur  la  forme  des  fonc- 
tions dérivées.  Prenant  donc  la  fonction  prime  de  cette  quantité , 
en  regardant  a,  jS,  y^  etc.  comme  des  fonctions  de  x,  j^  étant 
supposé  aussi  fonction  de  ^,  on  aura 

ct'4-  û)/3'+û)'(i8 -+->')  +  û)"(>  +  £f')  +  etc., 

et  comparant  avec  la  fonction  proposée ,  on  aura 

«'=o,  ^'=f'(j),  /3+>'=r(y),  ,,-H<r'=r(yo,  etc. 

La  première  équation  donne  a  égal  à  une  constante  arbitrage  ; 
les  autres  équations  serviront  à  déterminer  j8,  3^,  «T,  etc. j  et 
comme  il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  de  ces  quantités  est 
nécessairement  moindre  d'une  unité  que  celui  des  équations ,  il  en 
résultera  une  équation  de  condition,  qui  devra  être  satisfaite  pour 
que  le  maximum  ou  minimum  ait  lieu. 

Pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  mettre  ces  équations  sous  cette  forme 

/s'=f(^),  ^'+y'=[r(/)]',  >"+r'=[f' (/')]",  etc., 

en  prenant  les  fonctions  primes  de  la  seconde,  les  fonctions 
deuxièmes  de  la  troisième ,  et  ainsi  de  suite  ;  retranchant  ensuite 
alternativement  l'une  de  l'autre ,  on  aura 

f'(7)-[f'(/)y+[f'(/or-[f'(/'or+etc.=^ 

où  les  traits  appliqués  aux  parenthèses  dénotent  les  fonctions 
primes,  secondes,  etc.  des  quantités  renfermées  entre  ces  par 
renthèses. 

Cette  équation  sera  donc  commune  au  maximum  et  au  minir' 
wnum ,  et  servira  à  déterminer  la  valeur  de  y  en  fonction  de  x  j 
elle  sera ,  comme  il  est  aisé  de  le  voir ,  d'un  ordre  double  de  celui 
-âe  la  fonction  f  ( Jc ,  ^ ,  y, 7". . . )• 

65.  Les  mêmes  équations 

/3  +  y  =  r(/),    y^r^V{f),    etc. 
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donneront,  par  un  procédé  semblable, 

/S  =  r(/)  -  [f  (y')T  +  [f'(j^'^')T'-eta, 

3.  =  r(y')_[f  (/-)]'  + etc., 

cT  =  {^(y)  —  etc. , 
etc. 

Soit ,  pour  abréger , 

il  =  û)j3  +  «'3/  H-  a)"J^+  etc. , 

la  fonction  primitive  de  la  quantité-  cdf^Çy  )  4-  û)T'  (y)  -f-  etc.  sera 
a  -f-n;  et  comme  celte  fonction  doit  être  nulle  lorsque  ac=zay 
si  on  dénote  par  A  la  valeur  de  Xî  qui  répondra  à  a:=:a,  on 
aura,  puisque  et  est  une  constante  arbitraire,  a  + A  =  o,  et  par 
conséquent  a  =  —  A.  On  aura  donc  XI  —  A  pour  la  fonction 
primitive ,  qui  doit  être  nulle  en  vertu  du  viaximum  ou  minimum  ^ 
lorsque  x=:.b.  Si  donc  on  dénote  encore  par  B  la  valeur  de  A  ^ 
qui  répondra  à  0*=  *,  on  aura  l'équation 

B  — A=o, 

à  laquelle  il  fendra  satisfaire  par  le  moyen  des  constantes  aribî- 
traires  qui  entreront  dans  l'expression  de  7  qu'on  déduira  de  l'équa- 
tion trouvée  ci-dessus,  en  ayant  égard  d'ailleurs  aux  conditionB 
spéciales  du  problème. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  la  valeur  de  jr  est  donnée  pour  Tes 
valeurs  a ,  i  de  or ,  alors  la  valeur  de  a>  sera  nulle  dans  les  deux 
quantités  A  et  B  5  si,  de  plus,  la  valeur  de  y  était  aussi  donnée 
pour  les  mêmes  valeurs  de  jc,  les  valeurs  de  û>'  seraient  aussi 
nulles  dans  A  et  B  j  et  ainsi  de  suite. 

Les  quantités  û>  ,  a>',  û)",  etc.  étant  réduites  au  plus  petit  nombre 
possible ,  tant  dans  l'expression  de  A  que  dans  celle  de  B,  on 
égalera  à  zéro  le  coefficient  de  chacune  de  celles  qui  resteront 
pour  satisfaire  à  l'équation  B  —  A  =  o ,  indépendanunent  de  ces 
quantités. 

64.  Ayant  ainsi  satisfait  à  la  première  condition ,  il  ne  restera  plus 
qu'à  rcmpUr  l'autre^  condition,  qui  consiste  en  ce  que  la  fonction 
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primitive  de  la  quantité 

iû)>f'(j^)+wr(y,y)+ia)'*r(y)+etc., 

doit  être  entre  les  mêmes  limites  a  et  i  de  ^r  toujom's  positive  pour 
le  minimum ,  et  négative  pour  le  maximum ,  en  supposant  que  la 
valeur  de  «  soit  quelconque  et  aussi  petite  qu'on  voudra. 

Je  remarquerai  d'abord  ici  que,  quoique  les  fonctions  f"(j"), 
f "  ( j^*, ^' ) ,  etc.  renferment  essentiellement  les  quantités ea ,  o)',  etc. 
(art  61!) ,  on  peut  prouver  par  un  raisonnement  semblable  à  celui 
de  l'article  55,  qu'il  suffira  pour  le  maximum  ou  minimum,  que  la 
tondition  dont  il  s'agit  soit  remplie  en  supposant  le  coefficient  A 
ëgal  à  zéro ,  ce  qui  fait  disparaître  ces  quantités  des  fonctions  dont 
il  s'agit ,  ensorte  que  ces  fonctions  ne  seront  plus  alors  que  les 
fonctions  secondes  de  la  fonction  f  (jc,  ^jJk'j  y.  •  •  )>  Ionises  rela- 
tivement à^  seul,  Si  jr  et  y  y  ky  seul,  etc.,  et  auront  par  con- 
séquent des  valeurs  déterminées  en  «r,^  ,y,  etc. 
•  Cela  posé ,  si  on  rappelle  ici  le  théorème  que  nous  avons  dé- 
montré dans  là  première  Partie  (art.  38),  on  en  conclura  que  la 
condition  dont  il  s'agit  serait  satisfaite  si  la  proposée 

fû>f'(j^)  +  û)û)T'(y,y)  +  etc. 

était  telle  qu'elle  fût  constamment  positive  ou  négative  pour  toutes 
les  valeurs  de  x ,  depuis  xz=za  jusqu'à  a:  =  ô,  indépendamment 
des  quantités  û>  ,  eo'y  a>",  etc.  ;  et  comme  nous  avons  donné  plus 
haut  (  art.  56  )  les  conditions  les  plus  générales  pour  qu'une  qaan<- 
tité  de  la  forme  dont  il  s'agit  soit  nécessairement  positive  ou  né- 
gative ,  il  n'y  aura  qu*à  examiner  si  ces  conditions  ont  lieu  dans 
la  quantité  dont  il  s'agit.  Si  elles  n'avaient  pas  lieu ,  01^.  si  elles 
n'avaient  lieu  que  dans  une  partie  de  cette  quantité ,  il  faudrait 
alors  chercher  la  fonction  primitive  de  l'autre  partie,  et  la  rendre 
iiuUe ,  ou  au  moins  positive  pour  le  minimum ,  et  négative  pour  le 
ntaximum,  indépendamment  des  quantités  a,  «',  ai\  etc. 

65.  Pour  simplifier  la  solution  de  cette  question ,  nous  suppo- 
serons d'abord  que  la  quantité  proposée  ne  renferme  que  led  catrés 
et  les  produits  des  deux  quantités  a> ,  a>'j.  on  verr^  aisément  que 
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la  même  métliode  s'étend  aux  cas  plus  compliqués;  et  nous  re- 
présenterons par  cette  formule 

la  partie  de  la  même  quantité  qui  est  toujours  positive  ou  négative 
entre  les  limites  a:=fl,  ar=A;  l'autre  partie  sera 

dont  il  faudra  chercher  la  fonction  primitive ,  et  il  est  facile  de  s'as- 
surer d'avance ,  que  pour  que  la  quantité  ^^demeure  indéterminée , 
cette  fonction  ne  pourra  être  que  de  la  forme  /a+cù^vi  prenant 
donc  sa  fonction  prime,  et  comparant  terme  à  terme  avec  la 
précédente ,  on  aura 

^'=o,  ./=^f/(^)_M,  ar=r(^,y)-N, 

et    o  =  ^f"(y)  — P. 

La  première  de  ces  équations  donne  /jl  égale  à  une  constante 
arbitraire  9  et  les  trois  autres  serviront  à  déterminer  les  valeurs  d9 
M,  N,  P,  qui  seront 

et  il  Êiudra  que  ces  valeurs  satisfassent  aux  conditions  qui  résultent 
des  formules  de  l'article  56.  Or,  en  prenant  les  quantités  ^^  iet  m 
à  la  place  des  quantités  p  et  7 ,  et  par  conséquent  P ,  N ,  M  à  la 

place  de  A,  B,  C,  et  Élisant  T=M—  ^,  on  aura  pour  le  mim- 

mum  les  deux  conditions  P  >  o  et  T  >  o ,  et  pour  le  maximum  les 
conditions  opposées,  P  <  o  et  T  <  o ,  ou  bien  l'une  des  deux  quan- 
tités P,  T  égale  à  zéro ,  tant  pour  le  minimum  que  pour  le  maximum^ 
et  ces  conditions  devront  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x , 
depuis  jc=fl  jusqu'à  x=:  b^  pour  que  la  quantité  û)'*P+»â>'N-H»*M[ 
soit  constamment  positive  dans  le  premier  cas,  et  négative  dans 
le  second,  entre  ces  mêmes  limites.  Comme  la  quantité  P  est 
donnée,  elle  indiquera  tout  de  suite  le  maximum  ou  minimum;  mais 
on  n'en  sera  assuré  que  par  l'autre  condition  T>  ou  <o ,  ou  bien 
s:  o  pour  les  deux  cas. 
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66.  Déplus,  et  c'est  ici  une  condition  bien  essentielle,  il  faudra  que 
les  quantités  M ,  N ,  P  ne  deviennent  point  infinies  entre  les  mêmes 
limites,  pour  qu'on  puisse  être  assuré  que  la  fonction  primitive 
de  la  quantité  dont  il  s'agit ,  sera  nécessairement  positive  ou  né- 
gative ,  d'après  le  théorème  de  l'article  38  de  la  prenndère  Partie  ; 
car  ce  théorème  étant  fondé  sur  la  nature  du  développement  des 
fonctions  en  séries  des  puissances  positives  de  la  quantité  ajou- 
tée à  la  variable ,  est  nécessairement  sujet  aux  exceptions  atta- 
chées à  la  forme  de  ce  développement ,  que  nous  avons  exami- 
nées dans  l'article  5o ,  première  Partie ,  et  l'article  i5  ci-dessus  ; 
il  pourra  donc  être  en  défaut ,  si  les  fonctions  dérivées  de  la  fi>nc- 
tion  primitive  deviennent  infinies ,  parce  qu'alors  le  développement 
n'am^a  plus  la  même  forme;  c'est  ce  qui  arrivera  nécessairement, 
lorsque  la  fonction  primitive  passera  du  positif  au  négatif  par  l'in- 
fini, comme  les  tangentes  des  angles;  alors  pour  la  valeur  de  x 
répondant  à  ce  passage,  le  développement  de  la  fonction  de  a:+f 
aura  son  premier  terme  de  la  forme  Ai"*,  m  étant  un  nombre  impair 
négatif,  et  la  fonction  prime ,  ainsi  que  toutes  les  suivantes ,  seront 
infinies.  Dans  ce  cas,  la  fonction  prinutive  pourra  changer  de  signe, 
quoique  sa  fonction  prime  conserve  toujours  le  même  signe. 

Pour  en  voir  un  exemple  bien  simple ,  il  n'y  a  qu'à  considé- 
rer la  fonction  — ^— ,  qui  est  =  1  lorsque  jc=7,  et  =;=  —  a 

lorsque  a:=a  ;  cependant  sa  fonction  prime  ^  ^  y,  est  toujours 

positive  tant  que  x  a  une  valeur  réelle.  Ici  la  fonction  primitive 
et  toutes  ses  dérivées  deviennent  infinies  lorsque  ar=  1. 

C'est  une  modification  à  apporter  au  théorème  dont  il  s'agit ,  mais 
qui  n'influe  point  sur  la  conclusion  qu'on  en  a  tirée  dans  l'article  Sg- 

67*  Ayant  satisfait  à  ces  conditions ,  on  aura  la  fonction  primi- 
tive /x  +  «•v ,  dans  laquelle  ^t  est  une  constante  arbitraire  qu'on 
déterminera,  ensorte  que  la  fonction  soit  nulle  lorsque  ar  =  «. 
Supposons  (o^v  =  (n),  et  soit  (A)  la  valeur  de  (H) lorsque  jc=  a, 
on  aura  ^  =  —  (  A  ) ,  ainsi  la  fonction  primitive  dont  il  s'agit,  sera 
(û)—  (A) ,  laquelledevra  être  nulle  ou  positive  pour  le  minimum  j 
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et  négative  pour  le  maximum^  en  faisant  ^  ==  ^.  Soit  donc  (B^  la 
valeur  de  (H)  lorsque  a;  =  *,  il  Êiudraque  l'on  ait  (B) — (A)  >  ou  <  o 
pour  le  minimum  ou  le  maximum ,  ou  =  o  pour  les  deux  cas ,  indé- 
pendamment de  la  valeur  de  a>  qui  doit  demeurer  indéterminée. 
Si  la  valçur  de^  est  donnée  pour  les  valeurs  a  et  6  de  x  ^  la  valeur 
correspondante  de  a  étant  alors  nulle ,  on  aura  (A)  =  o ,  (B)  =  o,  et 
la  condition  précédente  sera  remplie,  tant  pour  le  maximum  que  pour 
le  minimum.  Mais  si  les  valeurs  de  jr  ne  sont  pas  données ,  alors 
il  faudra  que  Ton  ait  pour  le  minimum^  1^=  ou  >  o  lorsque  xs=z6y 
et  V  =  ou  <o  lorsque  xz=:a  ;  et  pour  le  maximum  ,  y=o  ou  <o 
dans  le  premier  cas ,  et  >'  =  o  ou  >  o  dans  le  second. 

A  regard  de  la  valeur  de  la  quantité  v ,  elle  dépend  simple-i 
ment  de  la  condition  T  ou  M  —  ^p  >  ^  pour  le  minimum ,  et  <  o 

pour  le  maximum.  Cette  condition  sera  donc ,  en  substituant  les 
valeurs  de  M,  N,  P, 

•  *    W)  ~  ^ aF^OÔ >  OU  <  O, 

et  on  pourra  prendre  pour  p  une  fonction  quelconque  de  o:  qui  y 
iSatisËisse. 

Ce  qu'il  y  aurait  de  plus  simple ,  ce  serait  de  supposer,  la 
quantité  T  nulle  (  art.  65),  ce  qui  donnerait  l'équation 

4MP  — N»  =  oj 
savoir, 

f"(y)[f'(jr)-3r']-[f"(7,y)-2v]«=o, 

par  laquelle  on  pourrait  déterminer  la  valeur  de  f;  et  le  maximum 
ou  minimum  dépendrait  simplement  du  signe  de  la  quantité  F  ou 

On  aurait  de  cette  manière  le  même  résultat  que  donne  la 
méthode  proposée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  1786,  pour  distinguer  les  maxima  des  minima  dans  le  calcul  des 
variations.  Mais ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus ,  il  feu- 
trait, pour  l'es^actitude  de  ce  résultat,  qu'on  pût  s'assurer  que  la 

valeur 
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valeur  de  v  ne  deviendra  point  inBnie  pour  nne  valeur  de  x  com- 
prise entre  les  valeurs  données  a  et  i;  ce  qui  sera  le  plus  souvent 
impossible ,  par  la  difficulté  de  trouver  Féquation  primitive  en  p 
et  or.  Sans  cette  condition,  quoique  la  quantité  û)'M+a>û>'N-|-«''P 

«'  +  -^j  y  et  qu'elle  soit  par  con- 
séquent toujours  positive  ou  négative ,  suivant  que  la  valeur  de  P 
le  sera ,  on  ne  sera  jamais  certain  de  Tétat  positif  ou  négatif  de  sa 
fonction  priniitive.  .    *' 

68.  Pour  en  donner  un  exei;nple  qui  pourra  servir  en  même  temps 
d'application  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  ;  supposons 
que  la  fonction  f(jc,j^,7''...),  dont  la  "fonction  primitive  doit 
être  un  maximum  ou  minimum ,  soit 

en  prenant  les  fonctions  primes  et  secondes ,  on  aura 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  générale  de  l'article  6d  ;  qui, 
dans  ce  cas ,  se  réduit  à 

f(^)-[f'(y)j=o, 

on  aura 

a  (my+Tiy  )— .  3(y'  -^  m/ ) ss o  ; 
Bavoir,  ». 

•        <  .*    ■  ■    # 

pour  l'équation  du  maximum  ou  minimum.  Cette  équation  est  sus- 
ceptible de  la  méthode  de  l'article  65,  première  Tartie  ,  et  donne 
Bur-le-champ 

g  et  h  étant  deux  constantes  arbitraires;  si  n  était  une  quantité 
négative  =  —  k%  alors  on  aurait ,  en  prenant  d'autres  constan{e& 
arbitraires,  g  et  hj 

36 
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Supposons ,  pour  plus  de  simplicité ,  que  les  valeurs*  de  y  soîenC 
données  pour  les  deux  valeurs  extrêmes  a  et  i  de  a: ,  les  quantités 
A  et  B  seront  nulles  d'elles-mêmes ,  et  l'équation  B=:AserasatisÊdte 
(  art.  63  )  5  on  déterminera  donc  les  constantes  a  et  i  de  manière  que 
*   ^ait  les  valeurs  données  lorsque  x-=ia  et  x=  b. 

Maintenant ,  nous  aurons,  par  les  formules  de  Tarticle  65, 

M=n — v',    N  =  2(m-— v),    P  =  ij 

d'où  Fon  voit  que,  puisque  P  est  >  o ,  il  n'y  a  que  le  minimum  qui 
puisse  avoir  lieu.  Mais  cette  condition  ne  suffit  pas  pour  assurer 
ji'existeiice  du  minimum;  il  Êiudra  de  plus  que  l'on  ait 

M— ^'>o,.   ou    Œo, 

Soit,  1*.  M  — 75  >  o,  on  aura 

n  —  y'  —  (/w— y)*>  o, 

en  prenant  pour  v  une  quantité  qui  ne  devienne  point  infinie  entre 
les  limites  a  et  i  de  cr.  Si  la  valeur  de  n  est  positive ,  il  est  clair 
qu'on  peut  satisfaire  à  cette  condition,  en  faisant  v=7w;  ainsi 
on  sera  assuré,  dans  ce  cas,  de  l'existence  du  minimum^  puisque 
les  deux  quantités  (A)  et  (B)  sont  d'ailleurs  nulles  par  l'hjpothése 
que  les  valeurs  de  jr  sont  données  pour  j:  =  a  et  =  ô  (  art.  67  ).. 
Mais  si  /»  est  négative  et  == —  â:%  on  aura  alors  la  condition 

et  il  n'est  pas  aisé  de  trouver  une  valeur  satis&isante  de  y ,  ni 
même  de  s'assurer  qu'on  pourra  la  trouver. 

'  N*  ■ 

Soit,  2\  M— 75  =  0,  on  aura 


je  suppose 
J'aurai 

ce  qui  donne 


m  —  vz=z  kpy 


P 


^=i+P-j 


SECONDE  PARTIE ,  CHAP.  XIl.  a83 

et  prenant  les  fonctions  primitives  des  deux  membres , 

angle  tang.  p  =  A^x  +  rf; 

savoir , 

p=:tang  {kx  +  d)y 

d  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  valeur  devient  infinie  lors- 
que kx-^d^=ihi  l'angle  droit,  ou  à  trois  angles  droits,  ou  etc. 
Donc,  on  ne  sera  pas  assuré  de  l'existence  du  minimum^  si  la, 
quantité  {b — a)  k  est  plus  grande  que  la  valeur  de  deux  angle&  droits., 

En  effet ,  pour  que  le  minimum  ait  lieu  en  général,  il  faut  (  art.  64)* 
que  la  fonction  primitive  de  la  quantité  tk»^  +  fimedco'  +  ùsf*  soit' 
positive ,  quelle  que  puisse  être  la  valeur  de  «.  Supposons  û)=/sin  ar, 
cette  quantité  deviendra 

i*  (/»  sin  Jc*  +  2m  sîn  x  cos  x  +  cos  x^) 

=  i*  f  — i- — ^ cos  aor  +  m  sm  2X\ , 

clont  la  fonction  primitive  est 

l*  f  — i—  X  H 2~  S^^  ^^  "^  —  COS  2X\  +  ^  > 

^  étant  la  constante  arbitraire  qu'on  déterminera  de  manière  que 
la  fonction  primitive  soit  nulle  lorsque  jc  =  a  ;  ensuite  on  fer^ 
Mz=:b.  Donc  si  on  suppose  a  =  o  et  ô  égal  a  deux  angles  droits , 
ôfin  que  la  valeur  de  «  soit  nulle  lorsque  jc  =  a  et  =  A  suivant 

1*711 

l'hypothèse ,  on  aura  c  =  — ,  et  la  valeur  complète  de  la  fonction 

-primitive  dont  il  s'agit  sera  i*(i  -|-/ï)D,  D  représentant  l'angle 
^iroit  ;  et  il  est  visible  que  cette  valeur  pourra  devenir  négative 
lorsque  « =  —  A*,  en  prenant  A:  >  i . 

69.  Supposons  maintenant  que  la  quantité  qui  renferme  les  se- 
^3ondes  dimensions  de  œ ,  a»',  etc.  contienne  aussi  ùJ'^  ensôrte  qu'elle 
^oit  de  la  forme  (art.  61  )^ 
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nous  prendrons 

û»»M  +  em'N  •+•  â»'»P  +  ace"Q  -f-  û»'«"R  4-  ®"»S 

pour  la  partie  de  cette  quantité  qui  doit  être  assujétie  aux  con- 
ditions de  la  formule  de  l'article  56 ,  et  il  faudra  que  la  différencc- 
de  ces  deux  quantités  soit  susceptible  d'une  fonction  primitive  in- 
dcpendamment  de  la  quantité  et.  Cette  fonction  ne  pourra  donc 
être  que  de  la  forme 

ft  4-  «*)'  +  ûia''X  +  t»'*p , 
.et  on  trouvera  par  la  comparaison  des  termes ,  les  équations 

fl'  =  G, 

y  =  ir'(jr)  — M, 

*+  p'  =  |f"(y)-.p, 

2p  =  f"(jr,y')-R, 

0=:if'(y')-<Sj 

lesquelles  donnent  ia  égale  à  une  constante  arbitraire,  ensuite 

M  =  if'Cj)--v', 

N=:f'(j,y)-2v-7r', 

P=^if'(y)-:r-p', 

R=f'(y,y')- ap, 

s  =if'(/')j 

où  les  trois  cpiantités  r ,  tt,  p  demeurent  indéterminées  ;  mais  il 
faudra  les  prendre  telles  qu'elles  satisfassent  aux  conditions  aux-. 
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quelles  doivent  être  assujéties  les  quantités  M ,  N,  P,  etc. ,  et  qu'on 
peut  déduire  de  l'article  56  ,  en  prenant  les  quantités  a>'\  &>',  eoixliX 
place  des  quantités  p^ç,  r.  Ainsi,  si  on  fait 


les  conditions  pour  le  minimum  seront  S>o,T>oet  Y>o, 
et  pour  le  maximum  S<o,T<o,Y<o;  et  ces  conditions 
devront  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a: ,  depuis  or  =  a 
jusqu'à  X  =  ô.  La  valeur  de  S  indiquera  le  maximum  ou  minimum  ; 
mais  on  n'en  pourra  être  assuré  que  par  le  concours  des  deux 
autres  conditions.  De  plus,  il  faudra  que  les  quantités  M,  N,  P, 
Q,  R,  S  ne  deviennent  jamais  infinies  entre  les  mêmes  limites ,  par 
les  raisons  exposées  plus  haut  (art.  66). 

Enfin ,  il  feudra  qu'en  supposant  (li)  =  où^v  -f-  ^«'t»'  +  ^'^f  ?  ^^ 
prenant  (A)  et  (B)  pour  les  valeurs  de  (H)  qui  répondent  k  X7=^a 
et  x=:^,  la  quantité  (B)  — (A)  soit  positive  pour  le  minimum  et 
négative  pour  le  maximum ,  indépendamment  des  valeurs  de  û>  et 
de  éy'  (  art.  67I). 

On  suivra  les  mêmes  procédés  pour  les  fonctions  plus  com- 
pliquées. 

70.  Si  les  valeurs  de  j,  j*',  etc.  n'étaient  pas  données  pour  les 
"Valeurs  a  et  A  de  a: ,  mais  qu'il  y  eût  seulement ,  par  la  nature 
du  problème ,  une  relation  entre  ces  quantités ,  représentée  par 
l'équation 

alors ,  suivant  les  principes  de  l'article  58 ,  il  n'y  aurait  qu'à  ajouter 
à  la  fonction  qui  doit  être  positive  pour  le  minimum ,  et  négative 
pour  le  maximum  ,  la  quantité 

c(p\y)  +  a)'(p'  (/)  +  a>y  {f)  +  etc.  +  \  «^  {jr  ) 
+  W(p''(7,  y  )  +  î  â^'y  (/)+ etc. , 
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multipliée  par  un  coefficient  indéterminé  r,  et  traiter  ensuite  les 
quantités  co,  ouf  comme  indépendantes.  Ainsi,  si  la  condition  dont 
il  s'agit  doit  avoir  lieu  pour  la  valeur  de  cr  =  « ,  on  ajoutera  aux 
deux  quantités  A  et  (A)  (  art.  63 ,  67  ),  les  quantités 

r[«p'(j)  +  û)ycy)  +  etc.] 

et 

r  [  h  û)^  (7  )  +  û)û>y'  (r ,  y )  +  etc.  ] , 

rapportées  à  la  même  valeur  de  j:  ;  et  si  cette  condition  devait  avoir 
lieu  pour  la  valeur  x  =  A,  on  ajouterait  aux  valeurs  de  B  et  de  (B) 
les  mêmes  quantités  rapportées  à  jc  =  A. 

On  suivrait  le  même  procédé  pour  chacune  des  conditions  doûr 
nées ,  s'il  y  en  avait  plusieurs. 
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Extension  de  la  méthode  précédente,  aux  fonctions  d^un  nombre 
quelconque  de  variables.  Problème  de  la  brachystochrone. 
Caractères  pour  distinguer  si  une  fonction  proposée  est  ou  non 
une  fonction  prime  ,  ou  en  général  une  fonction  dérivée  d^un 
certain  ordre. 


71.  J-JA  fonction  proposée  dont  la  fonction  primitive  doit  être  un 
maximum  ou  un  minimum  ^  pourrait  contenir ,  outre  les  variables  x 
et  j ,  une  troisième  variable  z ,  indépendante  des  deux  autres  ;  on 
opérerait  alors,  relativement  à  cette  variable,  comme  on  a  &it 
relativement  à  jr.  Ainsi  ^  en  désignant  la  fonction  proposée  par 

on  y  substituera  à  la  fois  les  quantités  7H-«etzH-Çà  la  place 
de  /•  et  5,  et  il  faudra,  après  le  développement,  que  la  fonction 
primitive  de  la  partie  qui  ne  contiendra  que  les  premières  dimen- 
sions de  cù ,  û)',  û>",  etc.,  Ç,  Ç',  Ç",  etc.  soit  nulle,  et  que  la  fonction 
primitive  de  la  partie  qui  contiendra  les  secondes  dimensions  de  ces 
mêmes  quantités,  soit  positive  pour  le  minimum^  et  négative  pour 
le  maximum ,  indépendamment  des  quantités  cà  et  Ç. 

De  la ,  par  une  analyse  semblable  à  celles  de  l'article  6a ,  et  en 
conservant  aussi  pour  les  fonctions  primes  relatives  à  ;5 ,  z',  js",  etc., 
une  notation  semblable  à  celle  que  nous  avons  employée  relative- 
ment à  7*,  j^,/",  etc.,  on  aura  ces  deux  équations 

.       f  (J  )  -  [  f  (y  )]'  +  [f '  (/')]"  -  etc.  =  o, 
f'(  2) -Lf'(a')]'+[f'(  «")]"  — etc.=  o, 

qui  seryiront  ù  déterminer  les  quantités  ^  et  2  en  fonctions  de  ar. 
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Ensuite  il  faudi^a ,  relativement  aux  quantités  z  et  l^  ^  satis&îre  à 
des  conditions  semblables  à  celles  qu'on  a  trouvées  par  rapport  à 
jr  et  cû]  c'est  un  détail  qui  nous  mènerait  trop  loin,  et  que  le  lecteur 
peut  suppléer. 

On  voit  par  là  que ,  s'il  y  avait  une  quatrième  variable  u ,  on 
aurait,  relativement  à  cette  variable ,  une  équation  semblable  à  celles 
qui  répondent  aux  variables^  et  s  ;  et  ainsi  de  suite. 

72.  Mais  si,  dans  la  fonction  f(x,^,^'. .  .s,  z'.. .),  la  quantité  « 
dépendait  des  quantités  x  etj  d'une  manière  quelconque  donnée  par 
réquation 

alors,  suivant  les  mêmes  principes  de  l'article  58,  on  ajouterait 

simplement  la  fonction  cp  (^  ,  j,  jr'.  •  •  -^j  2'. . . .)  ?  n^ullipliée  par 
im  coefficient  indéterminé  et  variable  A  à  la  fonction  proposée 
f(a:,^,y .  ..3,  a'. . .)?  ^^  ^^  chercherait,  par  les  méthodes  ex- 
posées ,  le  maximum  ou  minimum  de  la  fonction  primitive  de  cette 
fonction  composée,  en  regardant  les  quantités^  et  z  comme  indé- 
pendantes. Ainsi,  on  trouvera  d'abord,  pour  le  maximum  et  mini^ 
mum ,  les  deux  équations 

f'(j^)  -  [  f'  (/)]'  +  [  f  {f)i:  -  etc.  +  A(p'  (jj 

-  \^<p\f)i  +  [A?>'(y')r  -  etc.  =  o  5 

r(z)  -  [  f  (z')y  +  [r(V')r  -  etc.  +  a(p'(z) 

~  [A?'(^')y  +  [A?>'(2")r  ~  etc.  =  o; 

d'où  éliminant  la  quantité  A ,  on  aura  une  équation  qui ,  combinée 
avec  l'équation  donnée  ^{x^j ^f . . .«',  z..  .)=^>  servira  à  dér 
ternuner  les  valeurs  de  j  et  z  en  fonctions  de  x. 

Enfin,  si  la  fonction  primitive  de  la  fonction  f(^,j,y...)  ne 
devait  être  un  maximum  ou  un  minimum  qu'autant  que  la  fonction 
primitive  d'une  autre  fonction  <P  {x  ^y^y . ..)  serait  donnée  entre 
les  mêmes  valeurs  a  et  b  àe  x^i\  n'y  aurait  qu'à  chercher  le 
maximum  ou  minimum  delà  somme  des  deux  fonctions  primitives, 
après  avoir  multiplié  la  seconde  par  un  coefficient  indéterminé 

indépendaat 


SECONDE  PARTIE,  (MAP,  Xm.  sSg 

indépend^t  de  Xy  c'est-à-dire  le  maximum  ou  minimum  de  la  fonction 
'primitiye  de 

çD  regardant  A  comme  une  quantité  constante.  De  cette  manière , 
on  aura  d'abord  l'équation 

f  '  (j)  -  [  f '(y  )y  +  [  f'  (r  )r-  etc. + /^^  (jr) 

-^  A[(p'(/)]'  +  A  [^  VOr-  etc.  =  G , 

et  on  déterminera  la  constante  A  de  manière  que  la  fonction  pri- 
mitive de  ç  (or ,  j^  ,y . . .  ) ,  prise  depuis  x=:a  jusqu'à  jcs=zb^  soit 
donnée  ;  et  ainsi  du  reste. 

73.  Les  problèmes  de  lei  brachystochrone  et  des  isoperimèires  pro^ 
posés  et  résolus  d'abord  par  les  deux  frères  Bemoulli ,  ont  ouvert 
la  route  pour  traiter  ce  nouveau  genre  de  questions  de  inaximis 
et  minimis.  On  a  trouvé  ensuite  successivement  des  méthodes  plus 
générales  et  plus  simples ,  et  on  est  parvenu  enfin  au  calcul  des 
variations^  qui  parait  ne  rien  laissera  désirer  sur  ce  sujet.  Comme 
les  équations  trouvées  plus  haut  (  art.  6a ,  70)  sont  les  mêmes ,  à 
la  notation  près ,  que  celles  qui  résultent  de  ce  calcul ,  nous  pour- 
rions nous  dispenser  de  les  appliquer  à  des  exemples  ;  mais  il 
ne  sera  pas  inutile  de  montrer  encore  par  un  exemple  connu,  l'usage 
des  règles  pour  distinguer  les  maxima  et  minima ,  et  s'assurer  de 
leur  existence. 

Nous  reprendrons  pour  cela  le  problème  de  la  brachystochrone , 
ou  ligue  de  la  plus  vite  descente  ,  à  cause  de  sa  célébrité  ;  il  con- 
siste ,  comme  l'on  sait ,  à  trouver  la  courbe  le  long  de  laquelle 
un  corps  pesant  descendrait  dans  le  moindre  temps  d'un  point 
donné  à  un  autre  point  donné ,  et  placé  dans  une  verticale  difie- 
rente.  Comme ,  par  les  principes  de  la  mécanique ,  la  fonction 
prime  du  temps  est  égale  à  la  fonction  prime  de  l'espace  divi- 
sée par  la  vitesse.,  et  que  dans  les  corps  qui  tombent  par  la 
pesanteur  ,  la  vitesse  est  toujours  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  de  la  hauteur  d'où  ils  sont  censés  être  descendus  ,  si 
on  rapporte  aux  trois  coordonnées  rectangulaires  x^  jr^  z ,  la 
courbe  décrite  par  le  corps ,  et  qu'on  prenne  les  abscisses  x 

37 
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verticales,  la  vitesse  sera  proportionnelle  à  V^C*  "î"  «)»  et 
l/(  1  -{-^'*  +  s'*  )  sera  la  fonction  prime  de  l'arc  de  la  courbe 

(  art  57  )  j  ainsi  ^^lT/1^)"^  ^^^^  proportionnelle  à  la  fonction 
prime  du  temps,  dont  lal  fonction  primitive  devra  être  un  minimum. 
On  aura  donc 

I 

donc  prenant  les  fonctions  prîmes ,  on  aura 

y  

f'(2)=o,  f  (»')—  ^/(A+x)  v/fi  +y*+»'*)* 

et  l'on  aura  (  art.  70  )  les  deux  équations 

Li/(A  +  x)v/0+y*+*'*)J  =^°  ' 
lesquelles  donnent  d'abord  ces  deux-ci  du  premier  ordre 

£ 

m  et  R  étant  deux  constantes  arbitraires. 
En  divisant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre,  on  a  -^  =  —  : 

donc  s'  =  ^  I  et  prenant  l'équation  primitiye ,  on  aura 

«  =  22^  +  /, 

m  ^ 

l  étant  une  nouyelle  constante  arbitraire.  Cette  équation  étant  à 
un  plan  vertical ,  puisque  l'abscisse  verticale  x  ne  s'y  trouve  pas, 
fait  voir  que  la  courbe  cherchée  est  toute  dans  ce  plan  ;  ainsi ,  en 
prenant  l'axe  des/  dans  ce  même  plan,  on  pourra  supposer  2=0^ 
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en  Ëdsant  /  et  72=0  j  et  ron  aura  pour  la  courbe  cette  équation 
unique  entre  les  coordonnées  a:  et  /• , 

d'où  l'on  tire 

équation  à  la  cycloïde,  les  abscisses  x  étant  prises  sur  le  dia- 
mètre du  cercle  générateur ,  et  les  ordonnées  y  perpendiculaire- 
ment à  ce  diamètre. 

Puisqu'on  suppose  que  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe 
90Qt  donnés,  les  quantités  û»  et  Ç  répondant  à  ces  points^  seront 
nulles .  et  les  valeurs  des  quantités  A  ^t  B  seront  nulles  aussi  ep 
prenant  a  et  b  pour  les  valeurs  de  x  qui  répondent  à  cqs  points; 
ainsi  la  condition  B  — «  A  =  o  sera  remplie.  Si  on  Êdsait  d'âutre$( 
hypothèses  relativement  à  ces  points ,  on  trouverait  d'autr.es  ré- 
sultats ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas ,  parce  que  ces  différente^ 
questions  ont  été  déjà  discutées  et  résolues  par  les  principes  du 
calcul  des  variations.  Mais  il  &ut  voir  ce  que  donnent  les  termes 
où  les  quantités  û»  et  Ç  monteront  à  la  seconde  dimension^  et  don(t 
la  fonction  primitive  doit  être  positive  pour  que  le  minimum  ait 
effectivement  lieu. 

Comme  la  fonction  proposée  f  ( a:  ,^,y . .  .2,  z'. . .)  ne  contient 
point,  dans  le  cas  présent,  les  variables  y  et  z^  mais  seulement 
leurs  fonctions  primes  jr'  et  z',  il  est  facile  de  voir  que  les  termes 
dont  il  s'agit  seront. simplement  de  la  forme 

et  l'on  trouve,  en  prenant  les  fonctions  primes  des  quantités  î^{y) 
et  f  '  (a')  relativement  ky'  et  jb', 

f"  (y  ) = — -^^^^ î , 

v(A+x)(i+y»+»")* 

f  '  (/,  z')  = ^ — ^  ; 


r'(z')  = '-^^ 5î 
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de  sorte  qae  la  quantité  dont  il  s^agit  deviendra 

laquelle  peut  se  mettre  sous  cette  forme 


ai/CA  +  ^)  (!+/•+*'*>'' 


dû  Fon  voit  que  celte  quantité  a  d'elle-même  la  propriété  d'être 
toujours  nécessairement  positive ,  quelles  que  soient  les  valeurs 
de  a  et  Ç;  et  comme  d'ailleurs  elle' ne  saurait  jamais  devenir  infi- 
nie tant  que  f  et  is'  ne  seront  pas  infinies ,  il  s'ensuit  que  le  mi^ 
nitnum  aura  nécessairement  lieu  dans  la  cycloïde. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  d'autres  détails  sur  ce  problème  quf 
oflRre  dlfiérens  cas  à  examiner ,  suivant  les  conditions  qu'on  peut 
demander  relativement  au  premier  et  au  dernier  point  de  la  courbe , 
et  par  rapport  à  la  courbe  même  qu'on  peut  supposer  devoir  être 
tracée  sur  une  surface  donnée.  La  solution  de  tous  ces  cas  peut  se 
tirer  aisément  des  principes  étabGs  ci-dessus.  Voyez  la  fin  de  la 

leçon  XXII  du  Calcul  des  fonctions. 

•  '  ■' 

74.  L'analyse  que  nous  avons  employée  pour  trouver  l^maxima 
et  minima  des  fonctions  primitives ,  donne  lieu  à  une  observation 
importante.  Nous  avons  trouvé  (  art.  651  )  que ,  pour  que  la  quantité 

cV{y)  +  oiT  (/)  +aiT'(y')  +  etc. 

ait  une  fonction  primitive  y  quelle  que  soit  la  valeur  de  6^,  il  faut 
satisfaire  à  l'équation 

f'(Jr)-[f'(y)T+[f'(/')]"-etc.=o. 

Donc,  si  cette  quantité  était  d'elle-même  la  fonction  prime  d'une 
fonction  de  J? ,  j,  y,  etc. ,  cù,  &>',  etc. ,  l'équation  précédente  aurait 
aussi  lieu  d'elle-même  et  serait  par  conséquent  identique. 

Or,  on  voit  par  l'article  61 ,  que  la  quantité  dont  il  s'agit  n'est 
autre  chose  que  la  partie  du  développement  de  la  fonction 
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qui  ne  contient  que  les  premières  dimensions  de  « ,  ûi',  eJ'^  etc.  ; 
et  je  vais  prouver  que  cette  quantité  sera  nécessaii'ement  une 
fonction  prime,  si  î{x,f^yyf'...)  est  elle-même  une  fonction 
prime  d'une  fonction  à<à  x^jr ^jr* ... 

En  effet,  si  cette  fonction  est  une  fonction  prime,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  j^  en  ^ ,  elle  le  sera  encore  en  mettant  7^  +  »  au 
lieu  de  j ,  quelle  que  soit  la  quantité  œ  ;  donc  la  fonction 

sera  aussi  nécessairement  une  fonction  prime ,  en  prenant  pour  ^ 
une  fonction  quelconque  de  x.  Supposons  que  cette  fonction  soit 
développée  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  »,  cù'j  â>'^,  etc., 
et  dénotons  respectivement  par  P,  Q,R,  etc.  les  parties  de  ce 
développement  qui  contiendront  les  premières  dimensions,  les 
secondes  dimensions  ^  les  troisièmes  ,  etc*  des  mêmes  quantités , 
on  aura 

{{x  ,jr+c0,y+a>',y'+cé". .  .)=f (a:,7,y,/^  .  .)+P4-Q+R+etC- 

Ainsi,  il  faudra  que  la  quantité  P  +  Q+R  +  etc.  soit  la  fonction 
prime  d'une  fonction  de  x  ^y^f^  etc.  et  de  o» ,  tJ^  (J'y  etc.  ;  et  il  est 
Êicile  de  voir  que  chacune  des  quantités  P,  Q,  R,  etc.  devra  être 
en  particulier  une  fonction  prime,  puisque  ces  quantités  renfer- 
mant des  dimensions  différentes  de  l'indéterminée  €ù  et  de  ses  fonc- 
tions dérivées  (J^  oJ'y  etc. ,  il  est  impossible ,  par  la  nature  des 
fonctions  dérivées  ,  que  les  fonctions  primitives  de  P ,  Q ,  R ,  etc. 
dépendent  les  unes  des  autres.  Or,  on  a 

P  =  û>r  (/  )  H-  mr  if)  +  «T'  (/')  +  etc.    (art  cité)  j 

donc,  cette  quantité  sera  d'elle-même  une  fonction  prime.  Donc^ 
enfin ,  si  la  fonction  f  (  jp  ,  ^  >  y  ?  y  •  •  •)  est  une  fonction  prime, 
l'équation 

^era  nécessairement  identique. 

Réciproquement,  on-  peut  démontrer  que  si  cette  équation  est 
identique ,  la  fonction  f  (x,  7 ,  /',  7". . .)  sera  nécessairement  une 
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fonction  prime.  Car  nous  ayons  vu  que  si  cette  équation  est  vraie, 
la  quantité  P  est  une  fonction  prime,  quelles  que  soient  les  valeurs 
de j  et  de  e»,  donc  elle  sera  encore  une  fonction  prime,  si,  à  la 
place  de  j,  on  met  7+  ».  Supposons  que  par  cette  substitution  , 
et  par  le  développement  suivant  les  dimensions  de  « ,  «',  a/'y  etc. , 
ia  quantité  P  devienne  P  +  /k7  -4-  etc.  ;  la  quantité  p  contenant  les 
premiers  termes  du  développement  dans  lesquels  â^,V,  ^v'',  eta 
ne  formeront  que  deux  dimensions ,  on  en  conclura ,  comme  plus 
haut ,  que  la  quantité  p  sera  en  particulier  la  fonction  prime  d'une 
fonction  de  x^  j^  j\  etc. ,  « ,  «',  etc.  ;  mais  par  les  formules  gé- 
nérales que  nous  avons  données  dans  l'article  76  de  la  première 
partie ,  il  est  facile  de  voir  qu'on  a  ;?  =  2Q  ;  donc  la  quantité  Q 
sera  une  fonction  prime ,  ^  et  &>  étant  quelconques  ;  donc  elle  sera 
encore  une  fonction  prime  en  y  substituant  j  -f-  «  pour  y.  Et  si 
Ton  suppose  que  par  cette  substitution ,  <3t  par  le  développement 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  cà ,  o)',  etc. ,  cette  fonction 
devienne  Q-H/^^tc. ,  la  quantité  q  renfernoidnt  les  premiers  termes 
du  développement  où  les  û),  a',  &)",  etc.  ne  formeront  que  trais 
dimensions  y  on  en  conclura  aussi ,  comme  ci  -  dessus  ^  que  la 
quantité  7  sera  elle-même  une  fonction  prime  ;  mais  par  les  for- 
mules du  même  article ,  on  trouve  ^  =  5R  ;  donc  la  quantité  R 
sera  elle-même  aussi  une  fonction  prime,  et  ainsi  de  suite.  En  efièt^ 
si  r,  s^  etc.  sont  les  premiers  termes  du  développement  des  quan- 
tités R ,  S,  etc. ;  après  la  substitution  de ^ -h  a>  à  la  place  de  âi,  on 
aura  (  art.  cité  )  r=  4S ,  5  =  5T ,  etc.  ;  d'où  l'on  conclura ,  en  suivant 
le  même  raisonnement ,  que  les  quantités  S ,  T^  etc.  seront  aussi , 
chacune  en  particulier ,  des  fonctions  prinsea.  ^ 

Donc ,  toute  la  série  P  +  Q  -j-  ^  +  ^tc.  sera  nœessairementla 
fonction  prime  d'une  fonction  de  -^7^, y,  etc.,  a^  ,  a>V^tc«  rfP^^s 
que  soient  les  valeurs  de  ^  et  a  en  x.  Donc ,  la  quantité 
fC'î'^îJ+û^jy-l-ûï'...)  —  f(a:,7,y,,.).,  qui  est  égale  à  cette 
série ,  sera  une  fonction  prime  en  donnant  à  «  une  valeur  quel- 
conque, et  par  conséquent  aussi  en  Élisant  6^  s=—-/;  or,  dans  ce 
cas,  la  fonction  f  (x  ,  j-j-o),  j'-f-^'*  ••)  ne  sera  plus  qu'une 
simple  fonction  de  x  sans  7  ni  &> ,  qui  pourra  être  censée  la  foae- 
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tîon  prime  d'une  fonction  de  x.  Donc,  la  fonction  iioc^y^iy^y'---) 
sera  elle-même  nécessairement  '  la  fonction  prime  d'une  fonction 
de  Xyjr.f^  etc. 

75.  Il  suit  de  là  que  Féquation 

« 

f'(/)-[f(y)]'+[f'(y')]"-etc.=o, 

contient  le  caractère  par  lequel  on  peut  reconnaître  si  la  fonction 
{(Xjjr^y^y...)  est  ou  non  une  fonction  prime. 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  les  deux  équations 

f'(r)  -  [f  (/)T  +  [f^cyor  -  etc.  =  o, 

r(z)  -  [r(z')j  +  U'WJ  -  etc.  =  o, 

renferment  le  caractère  par  lequel  on  pourra  reconnaître  si  la 
fonction  î{xy  ^ ,  y  • .  .is,  a'  . . .  )  est  ou  non  mie  fonction  prime ,  les 
quantités  /  et  2  étant  indépendantes. 
Mais  si  la  quantité  z  dépendait  de  l'équation 

on  aurait,  comme  dans  l'article  71 , 

P(J)-L  f'  (/)T  +  [  f'  (y)T  -  etc.  +  AÇ)'  (j  ) 

-  [A^WT  +  [A<p'(yor  -  etc.  =  o, 

r  (^)  -  [  P{z')J  H-  [  r  {z^J  -  etc.  H-  A(p'(0 
-  [A(P'(^')T  H-  WWr  -  etc.  =  o, 

et  Féquation  résultante  de  l'élimination  de  l'indéterminée  Â ,  contien- 
drait le  caractère  qui  ferait  reconnaître  si  la  fonction  ^x ,  7*,^ .-2,  z'.,.) 
est  d'elle-même ,  ou  non ,  une  fonction  prime. 
Puisque  la  fonction  primitive  de  la  quantité 

«r(7)+«T(y)+a,''r(y')  +  eic. 

est  représentée  par 

a/3 + e»^y  +  ûi^cT  +  etc.    (  art.  6a  ) , 

en  omettant ,  ce  qui  est  permis ,  la  constante  arbitraire  et ,  on  trou- 
Tera^  de  la  même  manière,  que  le  caractère  par  lequel  on  pourra 
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reconnaftre  si  cette  fonction  primitive  est  elle-même  une  fonction 
prime  y  sera  renfermée  dans  l'équation 

i8— y+cT''  — etc.  =  o, 

laquelle  ,  en  substituant  pour  /S ,  j^ ,  cT ,  etc.  leurs  valeurs  (art.  63), 
devient 

f(/)-2[r(y')]'+3[r(y'')r-etc.  =  o. 

Ainsi,  le  système  de  cette  équation  et  de  Téquation  trouvée  ci- 
dessus,  renfermera  le  caractère  par  lequel  on  pourra  juger  si  la 
fonction  ^{oc^jr^jr^f'...)  est  d'elle-même,  ou  non,  la  fonction 
seconde  d'une  fonction  de  x^y^f^  y,  etc.  j  et  ainsi  de  suite. 

76.  Ces  différentes  équations  répondent  à  celles  que ,  dans  k 
calcul  différentiel ,  on  nomme  conditions  d' intégrabilité ,  et  dont  on 
s'est  beaucoup  occupé  dans  ces  derniers  temps.  Nous  nous  contente- 
rons ici  d'avoir  établi,  d'une  manière  directe  et  rigoureuse,  le 
principe  de  la  correspondance  de  ces  équations  avec  celles  du 
niaxùnum  et  minitnum  des  fonctions  primitives;  et  nous  renver- 
rons ,  pour  ce  qui  concerne  l'usage  de  ces  équations  de  condition^ 
aux  différens  ouvrages  qui  en  traitent ,  et  surtout  à  la  leçon  XXI 
du  Calcul  des  fonctions ,  où  cette  matière  est  traitée  avec  plus  de 
détail  et  de  généralité.  On  y  trouvera  aussi  un  précis  historique 
sur  le  problème  des  isopérimètres  dont  la  solution  générale ,  par 
la  méthode  des  variations  ,  fait  l'objet  de  la  leçon  XXII  du  même 
Calcul ,  à  laquelle  nous  renvoyons  pour  completter  la  théprie  des 
variations  exposée  ci-dessus. 


CHAP. 
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CHAPITRE  XIV. 


De  la  mesure  des  solidités  et  des  surfaces  des  corps 

défigure  donnée. 

ijrj,  JMous  avons  donné,  dans  le  chapitre  VI,  la  manière  d'ex- 
primer ,  par  les  fonctions ,  les  solidités  et  les  surfaces  des  conoïdes 
formés  par  la  révolution  d'une  courbe  donnée  autour  d'un  axe  j 
il  nous  reste  à  étendre  cette  analyse  à  tous  les  corps  dont  la  sur- 
face est  exprimée  par  une  équation  entre  ses  trois  coordonnées. 

Considérons  d'abord  un  solide  dont  la  surface  soit  exprimée 
par  l'équation 

son  volume  ou  sa  solidité  sera  exprimée  en  général  par  une  fonc- 
tion de  a:  etj-  que  nous  dénoterons  par  F  {x ,  j  ).  Désignons  aussi 
par  ?  (x,^)  la  fonction  àe  x^  jr  qui  exprime  l'aire  de  la  section 
de  ce  solide ,  faîte  perpendiculairement  à  l'axe  des  x,  et  corres- 
pondante à  l'abscisse  x  ;  donc ,  en  regardant  jr  comme  un  para- 
mètre constant,  et  ne  faisant  varier  que  a:,  on  aura^  par  l'art.  37 , 
l'équation 

Or ,  la  section  dont  <p{xyjr)  est  l'aire ,  est  une  courbe  dont  les 
abscisses  sont  j^ ,  et  les  ordonnées  perpendiculaires  sont  z ,  et 
dont  l'équation  est 

en  regardant  maintenant  x  comme  un  paramètre  constant  qui  ne 
varie  que  d'uùe  section  à  l'autre.  Donc ,  en  prenant  z  à  la  place 

58 
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de/,  et/  à  la  place  de  jc,  on  aura  (art.  cilé) 

Paccent  mis  au  bas  de  la  caractéristique  (p  dénotant  la  fonction  dé- 
rivée par  rapport  à  / ,  comme  nous  Favons  pratiqué  jusqu'à 
présent. 
On  a  donc  les  deux  équations 

F'(^,/)  =  ?(^,/)    et    <Pv(^,/)  =  f(^,7); 

d'Ja  éliminant  la  fonction  marquée  par  ^^ ,  après  avoir  pris  le» 
fonctions  dérivées  par  rapport  à  /  de  la  première  équation ,  on 
aura 

F:(a;,:r)  =  f(^,7). 

Ainsi,  pour  avoir  la  fcnction  F(jr,/)  qui  exprime  la  valeur 
ou  la  solidité  du  oorps  dosit  ia  aur&ce  est  exprimée  par  l'éqi^tioii 

il  faudra  prendre  la  double  fonction  primitive  de  f(jr,  /)  rela- 
tivement à  jc  et  à  /. 

78.  On  peut  aussi  parvenir  directement  à  ce  résultat  par  la  con- 
sidération suivante.  Puisque  F(j:,/)  représente  en  général  la 
partie  du  corps  qui  répond  aux  <x>ordonnée8  ar ,  / ,  il  est  clair 
que  F(x  +  /,/) — 'F(jc, /)  sera  le  segment  compris  entre  les 
plans  perpendiculaires  à  celui  des  or ,  / ,  qui  répondent  aux  ab^ 
cisses  X  et  x^  iy  et  qui  sont  terminés  par  la  même  ordonnée/. 
Donc 

sera  l'excès  du  segment  qui  est  terminé  par  l'ordonnée /-|-o  sur 
celui  qui  est  terminé  par  l'ordonnée  /  ;  et  il  est  visible  que  cette 
dififérence  n'est  autre  chose  qu'un  prisme  dont  la  base  est  le  rec- 
tangle io ,  dont  les  arêtes  sont  les  ordonnées  £  de  la  sur&ce  qui 
répondent  aux  quatre  angles  de  ce  rectangle ,  c'e8t-»*dir^  les  oxy 
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données f(:ir,7),f(x  +  t, 7),  {{x^jr+o),  f{x+i,jr  +  o),  et 
dont  la  base  supérieure  est  la  p^urtie  de  la  sur&ce  interceptée  entre 
ces  quatre  ordonnées.  Or ,  il  est  facile  de  voir  que  la  solidité  de  ce 
prisme  curyiligne  est  nécessairement  comprise  entre  celles  des 
denx  prismes  rectangulaires,  dont  la  base  est  la  même  ioy  et  dont 
les  hauteurs  sont  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  quatre  ordon*- 
nées  dont  nous  venons  de  parler.  Donc  il  faudra  que  la  fonctioa 
F{xyjr)  soit  telle  que  la  valeur  de  la  quantité 

soit  toujours  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
des  quantités 

quelque  petites  que  soient  les  valeurs  de  i  et  o. 

Développons  les  fonctions  marquées  par  F  suivant  les  formules 
de  Farticle  78  de  la  première  Partie.  En  poussant  la  précision 
jusqu'aux  troisièmes  dimensions  de  i  et  de  o,  on  aura  la  quantité 

Développons  de  même  les  fonctions  marquées  par  f ,  mais  en 
s'arrêtant  aux  premières  dimensions  de  1  et  o ,  à  cause  qu'elles  sont 
déjà  multipliées  par  io ,  on  aura  les  quatre  quantités 

io{{x,jr)+io%{x,jr+Xo)y 

et  il  fondra  que  la  première  quantité  soit  renfermée  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  de  ces  quatre  dernières ,  en  prenant  pour 
i  et  o  des  quantités  aussi  petites  qu'on  voudra.  Le  coefficient  A 
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peiît  être  différent  dans  les  différentes  fonctions ,  mais  il  doit  êtra 
renfermé  entre  les  limites  o  et  i . 

Or  ,  la  différence  de  l'une  à  l'autre  de  celles-ci  est,  coname  on 
voit,  de  l'ordre  de  i^o  ou  de  w*,  c'est-à-dire,  du  troisième  ordre, 
en  regardant  i  et  o  conune  très-petites  du  premier.  Mais  la  difie- 
rence  entre  la  première  quantité  et  l'une  quelconque  des  quatre 
dernières ,  est 

avec  des  termes  du  troisième  ordre;  donc  pour  que  cette  diffé- 
rence soit  toujours  plus  petite  que  la  différence  précédente  qui  n'est 
que  du  troisième  ordre,  il  est  nécessaire  que  le  premier  terme ^ 
qui  est  du  second  ordre ,  soit  nul  ;  autrement  il  serait  possible  de 
prendre  les  accroissemens  i  et  o  assez  petits  pour  que  ce  premier 
terme  surpassât  tous  les  termes  du  troisième  ordre ,  et  que  par 
conséquent  la  première  quantité  tombât  hors  des  limites  formées 
par  lés  quatre  autres  quantités.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait 

et  par  conséquent , 

comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut 

79.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  F(:r,^)  représente 
la  mesure  de  la  sur&ce.  Dans  ce  cas  ,  il  est  clair  que  la  quantité 

représentera  la  portion  de  surface  comprise  entre  les  quatre  faces 
du  prisme  droit  qui  a  io  pour  base. 

Imaginons  qu'aux  extrémités  des  quatre  ordonnées  qui  forment 
les  arêtes  de  ce  prisme  ,  on  mène  quatre  plans  tan  gens  à  la  sur- 
face dans,  ces  points;  on  pourra  prouver,  par  un  raisonnement 
analogue  à  celui  de  l'article  519  relatif  aux  tangentes ,  que  la  por- 
tion de  sûr&ce  qui  forme  la  base  supérieure  du  prisme ,  sera 
comprise  entre  la  plOs  grande  et  la  plus  petite  section  du  prisme^ 
fiâtes  par  les  quatre  plans  tangens  de  la  surËice  courbe. 
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Soit  ce  Pangle  que  le  plan  tangent  à  Fext rémité  de  l'ordonnée  Zy 
fait  avec  Taxe  des  x^j,  on  aura  (art.  Sg) 

Or,  on  sait  par  la  géométrie,  que  la  mesure  de  la  projection  d'un  plan 
est  égale  à  celle  de  ce  plan  multipliée  par  le  cosinus  de  son  incli- 
naison sur  le  plan  de  projection.  Donc ,  puisque  les  sections  du 
prisme  dont  il  s'agit  ont  toutes  pour  projection  le  même  rectangle 
io ,  la  mesure  de  la  section  &ite  par  le  plan  qui  touche  la  surface  ù 

rextrémité  de  l'ordonnée  z  sera  -^  ;  mais  on  a 


COS  et 


donc  la  mesure  de  cette  section  sera  ioVi+2'*-|-s%  savoir,  en 

substituant  f(j:,j^)  par  «,  loy  i-j-f  (x,^)  +f/(^,7)  • 
Faisons  pour  abréger , 


on  aura  io^{xyj)  pour  la  mesure  de  la  section  dont  il  s'agît,  et 
mettant  ^-|-*,^+o  à  la  place  de  x^jy  on  aura  celle  des  sec- 
tions Élites  par  les  trois  autres  plans  qui  touchent  la  surface  auic 
extrémités  des  ordonnées  f(a:4-/,/),  f(x,j+o)etf(a:+/,^+o). 
Donc  il  Ëiudra  que  la  quantité 

'S{x  +  i,jr  +  o)^'E{x+i,j)  —  Y{x,y+o)^'E{x,jr) 

soit  toujours  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
quatre  quantités 

io^{x  yjr)y     iop  [x+iyjr),     io(p  {x,y  +  o),     io(p  (xH-i,7+  o)  j 

et  par  une  analyse  semblable  à  celle  de  l'article  précédent ,  on  en 
conclura  la  condition 


F:(x,7)  =  (p(a:,7)  =  v/i  +  r(x,/)VfX^,J^)'. 
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80.  On  voit  par  là  que  Tordonnée  z  d'une  surface  est  la  double 
fonction  prime  prise  par  rapport  à  j:  et  j^  de  la  fonction  qui  ex- 
prime le  volume  ou  la   solidité  du  corps  ,  et  que  la   quantité 

\/i  +  3'*-+-z*  est  la  double  fonction  prime  de  la  fonction  qui  ex- 
prime la  surface  elle-même. 

Ainsi  l'ordonnée  z  étant  donnée  en  fi>nction  de  or  et  j^,  il  Êiudra 
prendre  sa  double  fonction  primitive  pour  avoir  la  solidité,  et  la 

double  fonction  primitive  de  \/\  ■+•  z'*  +  z\  pour  avoir  la  surfêice* 
On  est  libre  de  commencer  par  la  fonction  primitive  relative  kx 
ou  à  j  ;  mais  la  première  fonction  primitive  admettra  pour  constante 
une  fonction  de  l'autre  variable  qu'on  aura  regardée  comme  constante, 

et  il  faudra  déterminer  cette  fonction  conformément  aux  limites 

« 

données  de  la  sur&ce.  On  déterminera  ensuite ,  d'après  ces  limites, 
la  première  variable  en  fonction  de  la  seconde ,  par  rapport  à 
laquelle  on  prendra  de  nouveau  la  fonction  primitive^ 

81.  Si  pour  faciliter  la  recherche  des  doubles  fonctions  primi- 
tives ,  ou  pour  d'autres  vues ,  on  voulait  changer  les  variables 
X ,  /  en  d'autres  variables  <  et  w ,  dont  celles-là  seraient  des 
fonctions  données ,  il  faudrait ,  par  les  principes  établis  dans  la 
première  Partie  (  art.  5o  ) ,  multiplier  d'abord  les  fonctions  regar* 
dées  comrne  dérivées  doubles  par  odf  ;  mais  ensuite  on  ne  pouiv 
rait  pas  substituer  immédiatement  les  valeurs  de  od^f  en  i'  et  i/, 
parce  qu'en  prenant  la  fonction  primitive  par  rapport  à  Funei  dea 
variables ,  l'autre  doit  être  regardée  comme  constante. 

Soit  f(jt?,^)  la  fonction  dont  il  s'agit  d'avoir  la  double  fonc- 
tion primitive;  pour  changer  les  variables  x,/*  en  d'autres  variables 
^  et  ^,  on  la  mettra  d'abord  sous  la  forme  ^T(a:,/).  Suppo- 
sons qu'à  la  place  de  la  variable  x ,  par  rapport  à  laquelle  on  veut 
prendre  d'abord  la  fonction  primitive  en  regardant^  comme  cons- 
tante ,  on  substitue  une  fonction  donnée  de  <  et  de  ^ ,  <  étant  une 
nouvelle  variable  qui  remplacera  x. 

Soit  ^^=^(^,7),  on  aura,  en  ne  faisant  varier  que  t^ 
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et  la  fonction  proposée  deviendra 

dont  il  faudra  prendre  la  fonction  primitive  par  rapport  k  t^j  étant 
regardée  comme  constante ,  et  ensuite  par  rapport  kj-yt  étant 
regardée  comme  constante.  Or  ^  on  peut  aussi  substituer  à  la  place 
Aejr  une  autre  variable  Uy  et  supposer ,  puisque  t  est  à  son  égard 
constante , 

ce  qui  donnera ,  en  ne  Êdsant  varier  que  Uy 

Ainsi  la  fonction  proposée  deviendra 

laquelle  ne  renferme  plus  que  t  et  Uy  k  cause  de 

et  dont  on  pourra  prendre  la  double  fonction  primitive  par  rap- 
port à  /  et  à  tt. 

Puisque  ar  =  ^  (^9  j)  ^t^=4('j  w)>  on  aura,  après  la  subs- 
titution dejTyX  égale  à  une  simple  fonction  de  /,  et  u  que  nous 
dénoterons  par  %  (  < ,  i^) ,  de  manière  que  les  transformations  de 
X  et  jr  eoi  i  ei  u  seront  représentées  par 

Or,  l'équalioB  identique  ^  (tyjr)  s=s  %(<,  u)  donne,  en  Êdsant 
yarier  séparément  ^  et  u , 

(PV)x4'(")=%'(«)i 

éliminant  ^'  {f) ,  on  aura 
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et  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  dernière  transformée  de  la 
fonction  proposée ,  donnera 

qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  plus  simple  y 

dans  laquelle  a:  et  ^  peuvent  être  des  fonctions  quelconques  de 
^  et  a ,  et  où  les  traits  supérieurs  indiquent  les  fonctions  dérivées 
par  rapport  à  <  ^  et  les  inférieurs  indiquent  les  dérivées  par  rap- 
port à  w. 

82.  Ainsi,  en  regardant  z  comme  une  fonction  de x  eijr  donnée 
par  la  nature  de  la  surface  du  corps ,  et  supposant  qu'on  substitue 
à  la  place  de  x,  ^  des  fonctions  quelconques  de  t  et  u,  la  solidité 
au  le  volume  du  corps  et  sa  sur^ce  seront  représentées  par  les 
doubles  fonctions  primitives  relatives  à  <  et  a  des  formules 


{x'jr,^xj')z     et     (a:>-xy)vTTCÔS^l^, 

où  il  faut  remarquer  que  les  fonctions  dérivées  de  z  doivent  être 
pnses  par  rapport  à  j:  et  ^  ;  mais  si  on  substitue  tout  de  suite 
dans  z ,  pour  x  ^t  jr  leurs  valeurs  en  /  et  i^ ,  il  est  clair  que  % 
deviendra  une  simple  fonction  de  ^  et  u  ;  et  voici  conunent  on 
pourra  exprimer  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  x  tijr  par  ses 
dérivées  par  rapport  kteXu. 

Pour  distinguer  ces  dérivées  les  unes  des  autres ,  nous  renfer- 
merons les  premières  entre  des  parenthèses.  Ainsi  (z')  et  {z)  dé- 
signeront les  dérivées  de  z  prises  par  rapport  à  x  ei  jr^  et  z'y  z^ 
désigneront  simplement  les  dérivées  de  z  prises  par  rapport  à  l 
et  u  y  après  la  substitution  des  valeurs  de  Xyjr  en  t  ^t  u  dana 
Fexpression  de  z.  En  regardant  donc  z  comme  fonction  de  x ,  7- , 
et  Xjjr  conmie  fonctions  de  £ ,  u,  et  prenant  les  dérivées  séparé- 
ment par  rapport  à  ^  et  kuy  on  aura,  par  les  principes  établis 
dans  la  première  Partie  , 

aou 
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d*où  Pon  tire 

ce  sont  les  valeurs  qu'il  faudra  substituer  dans  le  radical 

\/l  +  (z' )•+(«,)•; 

et  la  substitution  faite ,  on  aura  la  formule 

\/«r,— ^yy+  {^'^— 2.^  )•+  (^> — «//)% 

dont  la  double  fonction  primitive ,  prise  par  rapport  à  /  et  à  ii ,  doli- 
nera  la  sur&ce  du  corps  ;  les  variables  Zj  Xjjr  étant  maintenant 
regardées  comme  de  simples  fonctions  de  t  et  u. 

85.  Ces  expressions  pour  le  volume  et  pour  la  surface  d'un  corps 
quelconque ,  dont  les  coordonnées  Xjj-^z  sont  supposées  fonc- 
tions de  ^  et  M ,  étant  traduites  en  langage  différentiel ,  deviennent 


^''^(^xl-^xl)^*' 


,,  ,    ,  / /dx       dy       dx      dy\*  ,    /dz       3x       dz       dxV  .    ^dz        dy       dz  ^^  dvy 

et  représentent  les  élémens  infiniment  petits  du  volume  et  de  la  sur- 
fece,  qu'il  feut  intégrer  et  completter  d'abord  par  rapport  à  l'une 
des  deux  variables  t^  u^  et  ensuite  par  rapport  à  l'autre. 

84.  Pour  donner  une  application  de  ces  formules ,  nous  suppo- 
serons que  le  corps  dont  on  cherche  la  solidité  et  la  sur&ce ,  soit 
un  ellipsoïde  quelconque  dont  les  trois  demi-axes  soient  a ,  by  c; 
l'équation  de  sa  sur&ce  entre  les  trois  coordonnées  rectangles  x , 
j'pZj  parallèles  aux  demi-axes  a,  bjC^  sera  représentée  ainsi, 

X*      ,    y     .    ^_ 

d^où  l'on  aura  z  en  fonction  de  a:  et  j-, 
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Mais  on  évitera  rirrationalité  de  z  en  prenant  deux  angles  indé- 
terminés t  et  i^ ,  et  en  faisant 

a:=:a  sin  ^  cos«,    ^  =  isin^sinw,    55=ccos<j 

et  pour  avoir  le  volume  et  la  surface  de  tout  Tellipsoïde ,  il  suffira , 
après  les  substitutions ,  de  prendre  les  fonctions  primitives  séparé- 
ment par  rapport  à  ^  et  ix ,  depuis  ^ = o  jusqu'à  t  égal  à  deux  angle» 
droits ,  et  depuis  w  =  o  jusqu'à  u  égal  à  quatre  angles  droits  j 
car  cette  transformation  des  coordonnées  de  l'ellipsoïde,  que 
M.  Ivori  paraît  avoir  employée  le  premier  pour  faciliter  le  calcul 
de  l'attraction  de  ce  solide  {Trans.  Philos,  de  1809,  Part.  11),  a 
l'avantage  de  rendre  indépendantes  les  fonctions  primitives  rela- 
tives à  ^  et  2^ ,  lorsque  la  double  fonction  primitive  doit  s'étendre  à 
la  surface  entière. 

En  prenant  les  fonctions  dérivées  des  x^/^x  par  rapport  à  t  et 
k  UyOn  aura 

ar'=ûCos  ^cosw  ,       y=è  C08  tsinu^    z^=i  —  csmty 
x^z=i — asinrsinu,    j'^ss 6  sin  ^cosu,    ^/==oj 

€t  de  là  on  aura 

x^f  —  x,y  =  ab  sîn  t  cos  t , 
z'x^  —  z^x'  =  ac  sin  ^'  siuM , 
zy^  —  Zff  z^-^  bc  sin  t^  cos  u  j 

de  sorte  que  les  formules  pour  le  volume  et  pour  la  sor&ce  de 
l'ellipsoïde  deviendront 

abc  sin  t  cos  <• ,    sin  <  v^a»i'  cos  ^  -f-  c*  (a*  sin  u^  +  6'  cos  ii*)  sin  1% 

dont  il  Êiudra  prendre  les  fonctions  primitives,  depuis  ^r^o  jus- 
qu'à ^  =  Tr ,  et  depuis  uz=zo  jusqu'à  usszz^tc  y  v  étant  la  demi- 
périphérie. 

85.  Considérons  d'abord  la  formule  abc  sin  t  cos  «•  pour  le  yo- 
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lume.  En  substituant  1  —  sin  ^*  à  la  place  de  cos  /* ,  et  ensiute 
I  sin  <  —  ^  sin  3^  au  lieu  de  sin  fiy  elle  devient 

^(sinr  +  sin3^), 

dont  la  fonction  primitive ,  prise  de  manière  qu'elle  commence  où 
t=:Oy  est 

abc  /  ^   .    1  —  cos  3t\ 

Faisant  ^ss^tt,  ce  qui  donne  cos^=:— 1  et  cos3r=;— 1,  elle  se 

ri    •.  «    2abc 

réduit  a  -g-. 

Il  &ut  prendre  encore  la  fonction  primitive  de  celle-ci  par  rapport 
à  u  depuis  11=0  jusqu'à  ii=a'7r;  et  comme  la  variable  u  dont  la 
fonction  prime  est  1 ,  ne  s'y  trouve  pas ,  il  n'y  aura  qu'à  mul- 
tiplier simplement  par  s^r  ;  ce  qui  donnera  ^^  tf  pour  la  solidité 
où  le  volume  du  sphéroïde  entier  dont  a^b^c  sont  les  trois  demi-axes. 

86.  Venons  à  la  formule  relative  à  la  surface  ;  et  supposons 
d'abord ,  pour  la  simplifier ,  a=zby  ce  qui  donne  un  sphéroïde  de 
révolution  autour  de  l'axe  ac  ;  elle  deviendra 


û  sin  ^  V^A'  cos  ^*  +  c'  sin  t% 


où  l'on  voit  que  l'angle  u  a  disparu  ;  je  conserve  la  lettre  b  sous  le 
signe ,  pour  plus  de  généralité. 

Faisons  cos  t=:s^  on  aura  sin  ^= — $}  d'ailleurs  on  a  sia  i^ssi-^^'; 
on  aura  ainsi  la  transformée 


aj'V/c»-(-(*»  — c»)  ^% 


dont  il  faudra  prendre  la  fonction  primitive  depuis  $z=zi  jusqu'à 
Soit  3*  — •  c*  =  e%  on  aura  la  fonction  primitive  par  rapport  à  s , 


lV^+eV  +  ^l(\/c*  +  e*5*  — eO; 
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Élisant  s  = 

I  p  elle  se  réduit  à 

•  e); 

et  faisant  s 

==  —  1 ,  elle  devient 

Donc  la  fonction  primitive  complette  relativement  à  ^  ou  à  /, 
sera 

'      2e     o  —  a 

Il  Êiut  de  nouveau  en  prendre  la  fonction  primitive  relative 
à  M  ;  et  comme  la  variable  u  ne  s'y  trouve  pas ,  on  se  contentera 
de  la  multiplier  par  a^,  et  faisant  maintenant  6 =a,  on  aura  pour 
la  suriace  entière  du  sphéroïde  formé  par  la  révolution  d'une 
ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  Cy  autour  du  petit  axe  2c , 
la  formule 

_  .    ,   'Trac*  ^  a+  e 


où  e  est  Texcentricité  =:  v/a* —  c'. 

Pour  que  la  valeur  de  e  soit  réelle ,  il  faut  que  «  >^ ,  et  par 
conséquent  que  le  sphéroïde  soit  aplati  et  formé  par  la  révolution 
de  l'ellipse  autour  de  son  petit  axe  ac. 

Si  on  voulait  avoir  la  surface  d'un  sphéroïde  alongé ,  forme  p» 
la  révolution  d'une  ellipse  autre  de  son  grand  axe ,  il  &udrait 
prendre  ac  pour  son  grand  axe ,  alors  la  valeur  de  e  deviendrait 
imaginaire.  Soit  pour  ce  cas,  c* — a'=  E*,  on  aura 

€  =  Ev/:^, 

et  passant  des  logarithmes  imaginaires  aux  arcs  réels ,  par  les  for- 
mules de  l'article  aa  (première  Partie) ,  on  aura  pour  la  suriace 
cherchée,  la  formule 

27ra*  +  — ^  X  angle  (^tang.  -y 
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87.  Si  on  n'avait  pas  fait  a=:by  et  qu'on  eût   supposé  en 
général , 

-^^ a*  sin  u'-f-  ^'  cos  u' 


a* 


on  eût  eu  pour  la  fonction  primitive  relative  à  1 ,  la  formule 

ab-\ — 1t , 

OÙ  «•  =  *•— .c*V*j 

et  il  aurait  été  impossible  dans  l'état  actuel  de  Panaljse ,  de  trouver 
là  fonction  primitive  de  celle-ci  relative  à  u.  Mais  on  peut  toujours 
avoir  cette  fonction  par  approximation ,  lorsque  la  ^ërence  des 
demi- axes  a  et  b  est  assez  petite. 

Soit      ~^  =  i ,  cette  quantité  étant  positive  ou  négative  ,  la 

quantité  V*  deviendra  1  +  t' cos  u%  et  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans 
la  formule  précédente ,  c*  (  i  -f-  icos  u*)  à  la  place  de  c'V%  ensuite 
développer  par  rapport  à  1.  Donc ,  si  on  suppose 


on  aura,  en  développant  par  les  fonctions  dérivées  relatives  à  c*, 
la  série 

tf*  +  f(c*)+f  (c»)x  c*icos  W»+ jf'(c»)  XC*i»COSIl< 

+  jig  P(c»)  X  cU^  cos  w«+  etc., 

dont  il  faudra  prendre  les  fonctions  primitives  relatives  à  u ,  depuis 
2<  =  o  jusqu'à  u  =  27r. 

Désignons  par  a^ra ,  sttjS  ,  2^y ,  etc.  les  fonctions  primitives  de 
cos  u%  cos  lày  cos  li^,  etc. ,  prises  entre  ces  limites ,  on  aura  pour 
la  surÊice  de  l'ellipsoïde  dont  a^  b,  c  sont  les  trois  demi-axes , 
l'expression 
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série  qui  sera  d'autant  plus  convergente  que  la  quantité  i  sera 
plus  petite. 

A  regard  des  coefficiens  et ,  fi,  y  y  etc. ,  il  est  facile  de  les  déter- 
miner en  résolvant  les  puissances  de  cos  u  en  cosinus  d'angles 
multiples  de  u ,  par  le  moyen  de  l'expression  exponentielle  imagi* 
naire  de  cos  u  (art.  22,  Part.  F*  )j  et  comme  les  cosinus  ont  pour  fonc* 
tions  primitives  les  sinus  correspondans,  lesquels  deviennent  nuls 
aux  deux  extrémités  où  ^=0  et  tt=a'7f ,  il  s'ensuit  qu'il  ne  restera 
que  les  termes  indépendans  de  u ,  multipliés  par  a^ ,  où  il  est  facile 
de  voir  que  ces  termes  ne  sont  que  les  coefficiens  du  terme  moyen 
du  binôme ,  élevé  à  la  seconde,  à  la  quatrième  ,  à  la  sixième,  etc. 
puissance,  divisé  par  la  même  puissance  de  a.  Ainsi  on  aura 

etc. 


a 

/S  = 

4.3 

6.5.4 

4' 
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APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  A  LA  MÉCANIQUE. 


m  *i^i<p^i^i^i»i  ^im^«^^-^<^>^^>^'^><^^<^ 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  Vohjet  de  la  mécanique.  Du  mouvement  uniforme  et  du 
mouvement  uniformément  accéléré.  Du  mouvement  rectiligne 
en  général.  Relation  entre  V espace ,  la  vitesse  et  la  force 
accélératrice. 


\.  JM  ous  allons  employer  la  théorie  des  fonctions  dans  la  méca-» 
nique.  Ici  les  fonctions  se  rapportent  essentiellement  au  temps , 
que  nous  désignerons  toujours  par  1 5  et  comme  la  positition  d'un 
point  dans  l'espace  dépend  de  trois  coordonnées  rectangulaires 
X  ^  y  y  Zy  ces  coordonnées ,  dans  les  problèmes  de  mécanique  , 
seront  censées  être  des  fonctions  de  t.  Ainsi,  on  peut  regarder  la 
mécanique  comme  une  géométrie  à  quatre  dimensions,  et  l'analyse 
mécanique  comme  une  extension  de  l'analyse  géométrique. 
•  Considérons  d'abord  le  mouvement  rectiligne ,  et  supposons  que  x 
soit  l'espace  parcouru  pendant  le  temps  /,  on  aura  ^  =  £r,  et  la 
fonction  ft  devra  être  telle,  qu'elle  devienne  nulle  lorsque  ^=0. 
La  forme  la  plus  simple  de  ù  est  évidemment  at;  ce  qui  donne 
xz=.aty  a  étant  une  constante  j  ainsi ,  dans  le  mouvement  repré- 
senté par  cette  équation,  les  espaces  parcourus  sont  toujours  pro- 
portionnels aux  temps  écoulés  depuis  le  commencement  du  mour 
vement;  ce  qui  est  la  propriété  du  mouvement  qu'on  appelle 
uniforme.  La  constante  a ,  qui  exprime  le  rapport  de  l'espace  au 
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temps  ,  est  la  mesure  de  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  ;  c'est  le 
seul  élément  qui  entre  dans,  cette  espèce  de  mouvement ,  et  par 
lequel  un  mouvement  uniforme  diUere  d'un  autre  mouvement 
uniforme. 

L'observation  et  l'expérience  nous  font  voir  qu'un  corps  mis  en 
mouvement  d'une  manière  quelconque ,  si  on  écarte  toutes  les 
causes  d'altération  qui  peuvent  agir  sur  lui ,  continue  à  se  mou- 
voir de  lui-même  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme;  d'où  il 
suit  que  la  vitesse  une  fois  imprimée,  se  conserve  toujours  la 
même ,  et  suivant  la  mén^e  directioD  ;  c'est  en  quoi  consiste  la 
première  loi  du  mouvement. 

Si  on  représente  le  temps  par  l'abscisse ,  et  l'espace  parcouru  par 
l'ordonnée  d'une  ligne ,  il  est  clair  que  cette  ligne  sera  pour  le  mour 
vement  uniforme  une  droite  passant  par  l'origine  des  abscisses , 
et  que  la  tangente  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe ,  sera  la  mer 
sure  de  la  vitesse  du  mouyement, 

2.  La  fonction  de  t  la  plus  simple  après  at ,  est  bt^'^  en  prenant 
cette  expression  pour  ît ,  on  aura  une  autre  espèce  de  mouvement 
rectiligne  représenté  par  l'équation  x:=bt^^  dans  laquelle  les  CvSpaces 
parcourus  depuis  l'origine  du  mouvement  sont  proportionnels  aux 
carrés  de  temps. 

L'observation  et  l'expérience  nous  présentent  aussi  journellement 
ce  mouvement  dans  les  corps  qui  tombent  par  leur  pesanteur ,  en 
faisant  abstraction  de  la  résistance  de  l'air ,  et  de  toute  autre  cause 
étrangère  d'altération.  La  constante  b ,  qui  est  le  seul  élément  qui 
entre  dans  la  constitution  de  ce  mouvement,  est  la  même  pour  toud 
les  corps  dans  le  même  lieu  de  la  terre ,  et  dépend  de  la  force  de 
la  gravité  qui  le  produit  et  qui  agit  sans  cesse  de  la  même  ma- 
nière sur  le  mobile.  Ainsi ,  ce  mouvement  ne  se  continue  qu'en 
vertu  de  la  force ,  qu'on  peut  regarder  comme  une  cause  exté- 
rieure agissant  continuellement  sur  le  corps ,  et  dont  le  coefficient 
b  est  la  mesure. 

Comme  dans  ce  mouvement  les  espaces  augmentent  en  plus 
grande  raison  que  les  temps ,  on  le  nomme  mouvement  accéléré^ 

et 
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M  en  particulier  y  on  appelle  celui  dont  il  s'agit ,  uniformément  ac^ 
céléréj  par  la  raison  que  nous  yerrons  dans  un  moment. 

Si  on  représente  ici  le  temps  par  l'abscisse ,  et  l'espace  parcouru 
par  l'ordonnée  d'une  courbe  y  on  voit  que  cette  courbe  sera  une 

parabole  dont  le  paramètre  sera  ^ ,  et  dont  l'axe  principal  sera 

Taxe  des  ordonnées  j^. 

Le  mouvement  le  plus  simple ,  après  celui  que  nous  Tenons 
de  considérer ,  serait  celui  où  l'on  aurait  x  =  c/^  j  mais  la  nature 
ne  nous  ofire  aucun  mouvement  simple  de  cette  espèce ,  et  nous 
ignorons  ce  que  le  coefficient  c  pourrait  représenter ,  en  le  con- 
sidérant d'une  manière  absolue  et  indépendante  des  vitesses  et  des 
forces. 

Ce  sont  là  les  mouvemens  simples  dont  toutes  les  autres  espèces 
de  mouvement  peuvent  être  regardées  comme  composées  ;  et  l'art 
de  la  mécanique  consiste  dans  cette  composition  et  décomposition , 
d'où  résultent  les  rapports  entre  les  temps,  les  espaces ,  les  vitesses 
et  les  forces. 

3.  Si  Ton  réunit  les  deux  espèces  de  mouvement  que  nous 
venons  de  considérer ,  on  aura  le  mouvement  représenté  par 
réquation 

qui  sera  par  conséquent  composé  d'un  mouvement  uniforme  et 
d'un  mouvement  uniformément  accéléré ,  et  qui  résultera  de  la  réu- 
nion des  deux  causes  qui  peuvent  produire  chacun  d'eux  en  parti- 
culier, c'est-à-dire,  d'une  vitesse  proportionnelle  à  a,  primitivement 
ko^rimée ,  et  d'une  force  accélératrice  proportionnelle  à  b ,  agi^ 
sant  continuellement  sur  le  mobile. 

La  nature  nous  offre  aussi  la  composition  de  ces  deux  mouve^ 
mens  dans  les  corps  pesans  lancés  verticalement  de  haut  en  bas, 
ou  de  bas  en  haut,  en  faisant  abstraction  de  la  résistance  de  Fair, 
et  de  toute  autre  cause  étrangère.  Dans  les  coips  lancés  verticale- 
ment de  haut  en  bas,  la  force  b  agit  dans  la  direction  même  du 
mouvement,  comme  nous  le  supposons;  mais  dans  les  corps  lancée 
Tertîcalement  de  bas  en  haut ,  la  force  b  agit  en  sens  contraire  j 

4o 
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on  pourra  toujours  prendre  6  assez  petit  pour  que  cette  derniértf 
différence  surpasse  la  première ,  et  que  dès  que  cette  condition 
aura  lieu  pour  une  valeur  de  6,  elle  aura  lieu ,  à  plus  forte  raison, 
pour  toutes  les  valeurs  plus  petites.  Donc  le  terme  ftf'/  exprime  tout 
ce  qu'il  peut  y  avoir  d'uniforme  dans  le  mouvement  proposé ,  con- 

sidéré  au  commencement  du  temps  fl,  et  le  terme  —  P'e  exprime 

de  même  tout  ce  qu'il  peut  y  avoir  dans  ce  mouvement  d'uni- 
formément accéléré. 

On  peut  conclure  de  là  que  tout  mouvement  rectîligne ,  repré- 
senté par  l'équation  x  =  f/ ,  peut  y  dans  un  instant  quelconque  au 
bout  du  temps  i ,  être  regardé  comme  composé  d'un  mouvement 
uniforme  dii  à  une  vitesse  imprimée  au  mobile ,  mesurée  par  Pt , 
et  d'un  mouvement  uniformément  accéléré  du  à  une  force  accélé- 
ratrice agissant  sur  le  mobile  et  proportionnelle  à  jP'ty  ou  sim- 
plement à  f'/  ;  que  par  conséquent,  si  les  causes  qui  empêchent  le 
mouvement  proposé  d'être  uniforme ,  venaient  à  cesser  tout-à-coiijp, 
le  mouvement  se  continuerait,  dès  cet  instant,  d'une  manière  uni- 
forme avec  une  vitesse  mesurée  par  Pt  ;  et  que  si  l'effet  de  ces 
causes ,  au  lieu  de  devenir  nul ,  devenait  constant ,  le  mouvement 
deviendrait  composé  du  mouvement  uniforme  dont  nous  venons 
de  parler,  et  d'un  mouvement  uniformément  accéléré ,  commençant 
au  même  instant ,  en  vertu  d'une  force  accélératrice  constante  et 
proportionnelle  à  f 'f. 

Plusieurs  phénomènes  de  la  nature ,  et  surtout  les  résultats  des 
différentes  expériences  qu'on  a  imaginées  sur  la  chute  des  corps , 
confirment  pleinement  la  conclusion  que  nous  venons  de  trouver , 
et  qui  doit  être  regardée  conune  le  principe  fondamental  de  toute  la 
théorie  du  mouvement. 

5.  Donc,  en  général,  dans  tout  mouvement  rectîligne  dans  lequel 
l'espace  parcouru  est  une  fonction  donnée  du  temps  écoule ,  la 
fonction  prirpe  de  cette  fonction  représentera  la  vitesse ,  et  la 
fonction  seconde  représentera  la  force  accélératrice  dans  un  ins- 
tant quelconque;  car,  comme  les  temps,  les  espaces,  les  vitesses 
et  les  forces  sont  des  choses  hétérogènes  qu'on  ne  peut  comparer 
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ensemble  (ju'après  les  avoir  réduites  en  nombres ,  en  les  rapportant 
chacune  à  une  unité  déterminée  dans  son  espèce ,  nous  pouvons , 
poiur  plus  de  simplicité ,  exprimer  immédiatement  la  vitesse  et  la 
force  par  les  fonctions  primes  et  secondes ,  comme  nous  exprimons 
l'espace  par  la  fonolion  primitive.  D'où  l'on  voit  que  les  fonctions 
primes  et  secondes  se  présentent  naturellement  dans  la  mécanique , 
où  elles  ont  une  valeur  et  une  signification  déterminées;  c'est  ce  qui 
a  porté  Newton  à  établir  le  calcul  des  fluxions  sur  la  considération 
du  mouvement.  Ainsi ,  l'espace ,  la  vitesse  et  la  force  étant  regardés 
comme  des  fonctions  du  temps,  sont  représentés  respectivement 
par  la  fonction  primitive ,  par  sa  fonction  prime  et  par  sa  fonction 
seconde  ;  de  manière  que  connaissant  l'expression  de  l'espace  par 
le  temps,  on  aura  tout  de  suite  celles  de  la  vitesse  et  de  la  force 
par  l'analyse  directe  des  fonctions  ;  mais  si  on  ne  connaît  que  la 
vitesse  ou  la  force  par  le  temps,  il  faudra  alors  remonter  aux 
équations  primitives  par  les  règles  de  l'analyse  inverse. 

Ces  notions  de  la  'vitesse  et  de  la  force  accélératrice  sont ,  comme 
l'on  voit,  très-simples,  et  indépendantes  de  toute  métaphysique. 
Elles  sont  fondées  sur  la  nature  du  mouvement  regardé  comme 
le  transport  d'un  corps  d'un  lieu  à  un  autre.  Si  un  corps  demeure 
en  repos ,  sa  vitesse  est  évidemment  nulle  :  mais  il  peut  éprouver 
Faction  d'une  force  accélératrice  qui,  étant  arrêtée  par  quelque 
obstacle ,  ne  produit  qu'une  tendance  au  mouvement.  Cette  force 
est  alors  ce  qu'on  appelle /?re^5/o/*  ou  force  morte  ^  et  peut  être  com- 
parée à  l'action  qu'un  corps  pesant  exerce  sur  l'obstacle  qui  l'em- 
pêche de  tomber. 

6.  Désignons  par  jo  l'espace  parcouru  durant  le  temps  e ,  en  regar- 
dant X  comme  fonction  de  f ,  on  aura ,  suivant  la  notation  employée 
)usqu'ici ,  «x/  pour  la  vitesse  au  bout  de  ce  temps ,  et  x"  pour  la 
force  accélératrice  dans  le  même  instant  j  d'où  l'on  voit  que  si  la 
loi  du  mouvement  est  donnée  par  une  relation  entre  le  temps, 
l'espace ,  la  vitesse  et  la  force ,  on  aura  une  équation  du  second 
ordre  entre  /,  .r,  x',  ^',  d'où  il  faudra  tu'er  l'équation  primitive  en 
«,  en  a:  par  les  règles  de  l'analyse  inverse  des  fonctions,  et  on  dé« 
terminera  les  deux  constantes  arbitraires  qui  entreront  dans  cette 
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équation ,  parles  valeurs  données  de  ^  et  x'  dans  un  instant  donn^ 
c'est-à-dire,  par  l'espace  et  la  vitesse ,  qu'on  suppose  connus  dans 
cet  instant. 

Dans  le  mouvement  uniforme  représente  par  l'équation  x^szat^ 
on  aura  donc 


or'  =  fl ,    a:"  s=s  o  j 


ainsi ,  le  coefficient  a ,  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps , 
exprimera  la  vitesse ,  et  la  force  accélératrice  sera  nulle.  Dans 
le  mouvement  uniformément  accéléré  et  représenté  par  x  =;  J<*, 
on  aura 

x'^=:2bt     et     od':=i2b. 

Donc  9  la  vitesse  dans  un  instant  quelconque ,  est  proportionnelle 
au  temps  écoulé  depuis  l'origine  du  mouvement.  Le  rapport  entre 
la  vitesse  et  le  temps  exprime  la  force  accélératrice ,  et  est  double 
du  rapport  entre  l'espace  parcouru  et  le  carré  du  temps.  L'aug? 
mentation  continuelle  et  uniforme  de  la  vitesse  dans  cette  espèce 
de  mouvement ,  lui  a  fait  donner  le  nom  de  mouvement  unifor^ 
mément  accéléré. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  et  de  plus  naturel  poiu:.  comparer 
les  forces  accélératrices ,  c'est  de  prendre  la  force  de  la  gravite 
dans  un  lieu  donné  pour  l'unité.  Ainsi ,  on  aura  pour  les  corps 
pesans , 

2^  =;  1     et    i  =  -  ; 
donc 

de  sorte  qu'on  peut  déterminer  la  vitesse  par  la  racine  carrée  da 
double  de  la  hauteur  d'où  im  corps  pesant  doit  tomber  pour 
acquérir  cette  vitesse.  Par  conséquent ,  si  on  veut  prendre  une 
vitesse  donnée  pour  l'unité  des  vitesses,  il  faudra  alors  prendre 
pour  l'unité  des  espaces  le  double  de  la  hauteur  nécessaire  pour 
la  produire. 
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CHAPITRE  n. 

De  la  composition  des  mouvemens ,  et  en  particulier  de  celle 
'    de  trois  mouvemens  uniformes.  De  la  composition  et  décom- 
position des  vitesses  et  des  forces.  De  la  trajectoire  des  pro- 
jectiles dans  le  vide. 

7.  JM  ous  venons  d'examiner  la  nature  et  les  propriétés  du  mou- 
vement rectiligne  5  le  mouvement  curviligne  se  réduit  naturellement 
à  deux  ou  trois  mouvemens  rectilignes,  suivant  que  la  courbe 
décrite  par  le  mobile  est  à  simple  ou  à  double  courbure.  En  effet, 
en  rapportant  cette  courbe  à  deux  ou  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires X  ^y^  z ,  il  est  clair  que  la  détermination  du  point  de  la 
courbe  où  le  mobile  se  trouvera  à  chaque  instant,  dépendra  de 
la  valeur  de  ces  coordonnées  au  même  instant,  de  sorte  que 
chacune  de  ces  coordonnées  sera  une  fonction  donnée  du  temps , 
$t  pourra  représenter  l'espace  rectiligne  parcouru  par  un  mobile 
qui  serait  la  projection  du  vrai  mobile  sur  chacun  des  trois  axe^ 
des  mêmes  coordonnées. 

Ainsi,  si  le  mouvement  se  fait  dans   un  plan,  il  pourra  être 
représenté  par  les  deux  équations 

j:  =  ft,   jr—Yt, 

d'où  éliminant  / ,  on  aura  en  x  oXj  l'équation  de  la  ligne  parcou- 
xue  par  le  mobile.  Si  le  mouvement  se  fait  dans  des  plans  diffe- 
Tens  ,  il  sera  représenté  alors  par  les  trois  équations 

d'où  éliminant  t ,  on  aura  deux  équations  en  x^j^  z ,  qui  déter- 
mineront la  ligné  à  double  courbure  décrite  par  le  corps. 


-•'    .j 
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Supposons  d'abord  que  les  trois  mouvemens  relatif  aux  axes  des 
X  ^jr^z  soient  uniformes ,  on  aura 

Xr=iat^    fz=:bt^     z^=cty 

a^by  c  étant  les  vitesses  de  ees  mouyemens.  Eliminant  t y  on 
aura 

bx        .  ex 

*^  a  a 

deux  équations  qui  appartiennent  à  une  ligne  droite  passant  par 
l'origine  des  coordonnées ,  et  dont  les  projections  sur  les  plans 

des  o:,^,  et  des  x^  z  font,  avec  Taxe  des  jp,  des  angles  dont- 


et  -  sont  les  tangentes.  La  partie  de  cette  droite  qui  répond  aux 
coordonnées  x,  j-y  z^  sera  donc 

ce  sera  Tespace  décrit  pendant  le  temps  t ,  en  vertu  des  trois 
mouvemens  uniformes.  Ce  mouvement  composé  sera  donc  aussi 
rectiligne  et  uniforme,  avec  une  vitesse  égale  à  v^(a*  +  i'-f-c*).  A 
J'égard  de  .sa  direction ,  il  est  plus  simple  de  la  rapporter  aux  trois 
axes  des  coordonnées  x^jr^Zy  et  il  est  visible  que ,  puisque  at , 
bty  et  sont  les  projections  de  la  ligne  iv/(a*+ô*+c*)sur  les  trois 

axes  ,  les  rapports  ^^^.^^.^^,).  vâ?+6^+?)'  y^(a>+A«+c>)  ®^™°* 
les  cosinus  des  angles  que  cette  direction  fait  avec  les  mêmes 
axes.  La  somme  des  carrés  de  ces  cosinus  est  ,  comme  Ton 
volt ,  égale  à  l'unité ,  ce  qui  est  la  propriété  connue  des  angles 
qu'une  même  droite  fait  avec  deux  autres  droites  perpendiculaires 
entre  elles. 

8.  Nommons  A  la  vitesse  du  mouvement  composé ,  et  « ,  fi^y 

les  angles  que  la  direction  de  ce  mouvement  fait  ayec  les  trois 

axes,  on  aura 

A:;=  v/(<»'  +  **+^)> 
et 

^  =  cosa,    -jj-  =  cos/3,     J  =  COS>'; 

d'o« 
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d'où  l'on  tire 

a=Acosa,    b=Acosfij    cz=iAcosy. 

On  voit  par  là  comment  la  vitesse  A  d'un  mouvement  uni- 
forme ,  suivant  ime  direction  donnée ,  peut  se  décomposer  dans 
trois  vitesses  a^  by  c  suivant  des  directions  perpendiculaires 
entre  elles. 

Si  donc  un  corps  avait  à  la  fois  deux  vitesses  A  et  B  suivant  des 
directions  données ,  faisant ,  avec  trois  axes  perpendiculaires  entre 
eux,  les  angles  respectif  a^jS^^et  A, /Et, r, il  en  résulterait , 
suivant  ces  mêmes  axes ,  les  vitesses  composées 

AcosA+BcosA,    AcosjS+Bcos/t,    Aco6>^  +  Bcqsi^  ; 

et  ces  vitesses  donneraient  une  vitesse  unique  C ,  avec  une  direc- 
tion qui ibrait,  avec  les  mêmes  axes,  les  angles  tt^  f^Vy  de  ma-: 
nière  que  l'on  aurait 

Ccos^s=:Acos  a  +  Bcos  X, 
C  cos  p  ==  A  cos  j^  +  Bcos /Et, 
C  cos  0-  =  A  cos  >  -f-  B  cos  ¥. 

Comme  les  fa'gnes  A  cos  a,  A  cos  /S,  A  cos  y  sont  les  projections 
sur  les  trois  axes  de  la  ligne  A  prise  sur  la  direction  de  la  vitesse 
A ,  et  ainsi  des  antres  quantités  semblables ,  il  est  facile  de  conclure 
des  équations  précédentes ,  que ,  si  on  place  les  deux  lignes  A  et  B 
l'une  au  bout  de  l'autre ,  suivant  leurs  propres  directions ,  la  ligne 
C  joindra  ces  lignes ,  de  sorte  que  A ,  B ,  C  seront  les  trois  côtés 
d'un  triangle  ;  et  si ,  sur  les  deux  lignes  A  et  B  partant  d'un  même 
point,  on  construit  un  parallélogramme  ,  la  ligne' C  en  sera  la  dia-  . 
gonade.  De  cette  manière,  la  composition  et  décomposition  des 
vitesses  se  réduit  à  une  considération  géométrique  très-simple  j 
mais  pour  le  calcul ,  il  est  plus  simple  encore  de  tout  rapporter  à 
trois  axes  perpendiculaires  entre  eux  par  les  formules  précédentes  / 
qu'on  peut  étendre  à  autant  de  vitesses  qu'on  aura  à  composer. 

Nous  remarquerons  encore  que  si  on  nomme  A  l'angle  des  deux 
ligUQ»  A  et  B  partant  d'un  même  points  le  carré  de  la  ligne  qui  Ici 

4x 
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joindra ,  sera  exprime ,  comme  l'on  sait,  par 

A*  —  2 AB  cos  A  +  B*. 

D'un  aulre  côté ,  en  considérant  les  projections  de  ces  lignes  y  3 
est  aisé  de  voir  que  ce  même  carré  sera  exprimé  par 

(A  cos  a — B  cos  X  )•  -+-  ( A  cos  j8— B  cosft)*  +•  (A  cos> — B  cos  f)' 
=:A*-+-B* —  2  AB  (  cos  a  cos  A  +  cos  j8  cos^+cosj.cosr), 

d'où  l'on  tire ,  par  la  comparaison , 

cos  A  =  cos  a  cos  A  +  cos  /3  cos  ft-f-cos  y  cos  r, 

équation  qui  donne  la  relation  entre  Pangle  A  de  deux  lignes  et  les 
angles  a ,  jB^y  et  A ,  )Et ,  r  que  ces  lignes  font  ayec  trois  axes  per- 
pendiculaires entre  eux.  Cette  relation  est  connue  dans  la  trigono^ 
métrie  sphérique  ;  mais  comme  nous  aurons  occasion  d'en  Êiire 
usage  dans  la  suite ,  nous  avons  été  bien  aises  de  la  démontrer 
par  la  méthode  des  projections. 

g.  La  considération  des  mouyemens  uniformes  nous  a  donné  la 
composition  et  la  décomposition  des  vitesses;  celle  des  mouvemens 
uniformément  accélérés  nous  donnera  de  même  la  composition  et  la 
décomposition  des  forces. 

En  effet ,  supposons  que  les  trois  mouvemens  rectilignes  sui; 
vant  les  axes  des  coordonnées  x^  j  ^  Zj  soient  uniformément 
accélérés  et  produits  par  des  forces  accélératrices  gy  hy  ky  oïl 
aura  (  art.  6  ) 

L'élimination  de  t  donne 

hx  _^  kx 

• 

ce  qui  fait  voir  que  la  ligne  décrite  en  verta  de  ces  mouvemens , 
est  aussi  une  droite  passant  par  l'origine  des  coordonnées.  La 
partie  de  cette  droite  qui.  répond  aux  coordonnées  x^jr^z  sera 
donc  aussi 
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ce  sera  l'espace  parcouru  par  le  mouvement  composé ,  pendant  le 
temps  t  i  d'où  l'on  voit  que  ce  mouvement  sera  aussi  uniformément 
accéléré ,  et  du  à  une  force  accélératrice  égale  à  v^(§*+ *•+  *•), 
Et  comme  les  lignes f^  gi%  j  ht%  7  kf"  sont  les  projections  de  la  ligne 

î:  ^  ï/(^*+ *•+*•)  sur  les  trois  axes,  les  rapports  ^^^^,^^> 

direction  du  mouvement  composé  fera  avec  les  mêmes  axes. 

On  voit  par  là  que  la  composition  des  mouvemens  uniformé- 
ment accélérés ,  suit  les  mêmes  règles  que  celle  des  mouvemens 
uniformes,  et  que  par  conséquent  la  composition  et  décomposi- 
tion des  forces  se  fait  de  la  même  manière  que  celle  des  vitesses  ; 
de  sorte  que  les  formules  trouvées  dans  l'article  précédent,  s'ap« 
pliqueront  également  aux  forces  accélératrices ,  en  substituant  sim- 
plement les  forces  aux  vitesses. 

Ainsi,  si  un  mobile  est  sollicité  à  la  fois  par  deuic  forces  G  et  H, 
suivant  des  directions  données,  dont  les  angles  avec  trois  axes 
perpendiculaires  entre  eux,  soient  respectivement  a,  fiy  y  et 
X,  ft,  y,  il  en  résultera,  suivant  les  directions  des  trois  axes,  les 
forces  composées 

Gcos«+H  cosX,    Gcos  j8  +  Hcos;a,    Gcos  >+Hcosi^; 

et  si  R  est  la  force  unique  résultante  de  celle-ci ,  en  nonunant  ^ , 
p ,  0-  les  angles  que  sa  direction  fera  avec  les  mêmes  axes ,  on 
aura  les  équations 


Kcos^ 
Kcos  p 
K  cos  c 


G  cos  ot  +  H  cos  X/ 
G  cos  i8  +  H  cos  X , 
G  cos  >  +  H  cos  r. 


Cette  manière  de  considérer  la  composition  des  vitesses  et  celle 
dm  forces  conmie  des  résultats  de  la  composition  des  espaces 
parcourus,  me  parait  la  plus  naturelle ^  et  elle  a  l'avantage  de 
&ire  voir  clairement  pourquoi  la  composition  des  forces  suit  né- 
cessairement les  mêmes  lois  que  celle  des  vitesses.  Comme  on 
peu  t.  considérer  les  forces  indépendamment  du  mouvement,  on  a 
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therché  à  déduire  leur  composition  de  principes  purement  géo- 
métriques ou  analytiques;  mais  il  ne  serait  pas  impossible  de 
prouver  que  toutes  les  démonstrations  qu'on  a  données  de  la 
composition  des  forces  ne  sont  que  la  composition  des  espaces  y 
déguisée  ;  il  n'en  faut  peut  être  excepter  que  celles  qui  sont  fon- 
dées sur  l'équilibre  du  levier  droit. 

lo.  Si  les  mouvemens  suivant  les  axes  des  coordonnées,  étaient  ^ 
composés  d'uniformes  et  d'uniformément  accélérés,  de  manière 
que  l'on  eût 

alors  la  ligne  décrite  en  vertu  de  ces  mouvemens ,  ne  serait  plus 
droite ,  elle  serait  seulement  dans  un  même  plan  passant  par  l'ori- 
gine des  coordonnées  ;  car  en  éliminant  t  et  t^  des  trois  équations , 
on  aurait  une  équation  de  la  forme 

/j:  +  /«;^  +  «s  =  o. 

Mais  on  peut  composer  à  part  les  trois  mouvemens  uniformes  et 
les  trois  mouvemens  uniformément  accélérés;  et  il  en  résulterai 
un  mouvement  composé  d'un  simple  mouvement  uniforme  suivant  ' 
une  direction  donnée ,  et  d'un  simple  mouvement  uniformément 
accéléré  suivant  une  autre  direction  donnée. 

La  nature  nous  présente  aussi  la  combinaison  de  ces  mouye-  ' 
mens  dans  les  projectiles  lancés  obliquement  à  l'horizon ,  en  &dr 
sant  abstraction  de  la  résistance  de  l'air.  Le  mouvement  uniforme,  ' 
effet  de  la  vitesse  imprimée  ,  se  continue  en  ligne  droite ,  comme 
s'il  était  seul  ;  et  '  le  mouvement  uniformément  accéléré ,  effet  de 
la  gravité  du  corps ,  se  continue  aussi  verticalement  de  haut  en 
bas ,  comme  s'il  était  unique  dans  le  mobile,  de  manière  qu'au  bout 
d'un  temps  quelconque,  le  corps  se  trouve  au  même  pomt  où 
il  serait  si  ces  deux  mouvemens  s'efiectuaient  successivement  et 
indépendamment  l'un  de  l'autre  j  et  à  chaque  instant,  le  corps  a 
à  la  fois  la  vîtessc  du  mouvement  uniforme  et  la  vitesse  du  mou-  ■ 
vement  uniformément  accéléré ,  et  de  ces  deux  vitesses  suivant  ■ 
des  directions  différentes ,  se  compose  la  vitesse  du  projectile. 
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Soit  H  la  hauteur  d'où  il  faudrait  qu'un  corps  tombât  pour  ac- 
quérir la  vitesse  avec  laquelle  le  projectile  est  lancé  obliquement 
à  rhorizon;  cette  vitesse  sera  exprimée  par  t/aH,  en  prenant  la 
force  accélératrice  de  la  gravité  pour  l'unité  (  art.  6  ).  De  là ,  en 
prenant  les  abscisses  x  horizontales  et  dans  le  plan  de  la  ligne  de 
projection,  et  les  ordonnées  j  verticales  et  dirigées  de  haut  en 
bas ,  et  nonunant  <l  l'inclinaison  de  la  ligne  de  projection  avec 

l'horizontale  x  on  aura  VsHxcosa  et  V^Hx  sinoi  pour  les  vi- 
tesses l'horizontale  et  verticale  :  donc ,  les  expressions  de  â:  et  7* 
deviendront 

a:  =  < v/aH  cos  fit    et   ^-rTs^v/aHsin  et— 7/% 

parce  que  la  direction  de  la  gravité  étant  contraire  à  celle  des 
ordonnées  jr ,  le  terme  7  (^ ,  dû  à  l'accélération  de  la  gravité  , 
doit  être  pris  négativement.  En  éliminant  t  de  ces  équations ,  on 
aura 


jz=^x  tang  « 


x" 


4H  ces  ce 


1  » 


équation  à  une  parabole ,  d'où  l'on  pourra  déduire  les  propriétés 
connues  de  la  trajectoire  des  projectiles  dans  le  vide  ;  mais  ce 
n'est  pas  ici  le  lieu  d'entrer  dans  ce  détail. 
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I.II...  1  jjiiaas8agg3B8aw 


CHAPITRE  m. 

Du  momement  curviligne.  Des  vitesses  et  d^s-Jbrees-  dans  ces- 
jnouvemens.  Équations  générales^  du  mouvement  d^un  corps 
sollicité  par  des  forces  quelconques.  De  la  manière  d^étt^ 
miner  le  temps  dans  ces  équations  pour  trouver  la  courifô 
décrite  par  le  corps. 

II.  l-JOKSiDÉRONS  maintenant  un  mouyement  quelconque ,  et 
supposons  que  les  coordonnées  Xyjr,  s  de  la  courbe  décrite  par 
le  mobile ,  soient  des  fonctions  données  du  temps  t.  Dans  un  instant 
quelconque ,  au  bout  du  temps./ ,  le  corps  £|ura ,  suivant  la  direc- 
tion de  l'axe  des  x,  la  vitesse  a/  et  la  force  accélératrice  af' 
(  art.  6  )  ;  il  aura  pareillement ,  suivant  la  direction  de  l'axe  des 
j^j  la  vitesse  y  et  la  force  accélératrice  y';  et  suivant  la  directioii  de 
l'axe  des  z  y  la  vttesse  z'  et  la  force  accélératrice  a".  Donc ,  les  trois. 
vitesses  x',y,  z'  donneront  la  vitesse  composée  l^Coc'^-f-y *-!-«'•)> 
que  nous  appellerons  u ,  dont  la  direction  fera ,  avec  les  trois 

axes,  des  angles  dont  les  cosinus  seront  ~,*^,  —  ;  de  sorte  que, 

nommant  a ,  /3 ,  ^  ces  angles ,  on  aura  (art.  8) 

x'=:UCOSCLy    y=UCOS)8,     «^=:ilC0S^. 

Nous  remarquerons  d'abord  ici  que  l'expression  de  la  vttesse  » 
du  mobile ,  est  la  même  que  celle  de  la  fonction  prime  de  l'arc  de 
la  courbe  parcourue  (art.  67,  deuxième  Partie )j  de  sorte  que 
nommant,  en  général,  s  l'espace  curviUgne  parcouru  par  le  corps , 
et  le  regardant  comme  une  fonction  du  temps ,  on  aura  s'  pour 
vitesse  réelle  du  mobile ,  comme  si  le  mouvemeqt  était  rectiligne. 
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Nous  remarquerons  ensuite  que  la  direction  de  cette  vitesse  sera 
la  même  que  ceDe  ide  la  tangente  de  là  courbe;  car  ,  par  les  for- 
mules ^e  l'érticîe  53  de  là  deuxième  Partie ,  on  voït  que  y  et  s! 
sotrt  lès  larf^tes  des  âitiglëis  'qae  la  tangèMe  de  \k  bourbe  projetée 
sur  le  iJiîan  ^ëà  fc  et  j  éî  èîûr  tetai  deà  ir  et  z,  feït  avec  l'axe  des 
x  ;  imaSs  cJdtftme ,  'dans  ces  fbriÏÏiïiIes ,  >•  ei  z  'sobt  supposées  fonc- 
tiom  ^  A,  peut  les  appliquer  au  cas  où  roh'âfû][>]f>6se  x^j^z  fonc- 
tion d'une  troisième  variable  t ,  il  faudra ,  suivant  la  i^cimàrque  de 

Tâttlde  5o  Âê  là  première  Partie ,  substituer  "^  et  ^  à  la  place  de 

y  et  s',  de  sorte  que  les  tangentes  des  angles  dont  il  s'agit  seront 

exprimées  par  ^  ^t  z?  •  ^^S  angles  seront  donc  les  mêmes  que  ceux 

des  projections  sur  les  mêmes  plans  de  la  ligne  qui  serait  décrite 
par  la  vitesse  composée  de  trois  vitesses  x',  f^  z'  (  art.  7  )  j  par 
conséquent,  cette  ligne  coïncidera  avec  la  tangente  de  la  courbe. 
Delà,  il  suit  que  si  les  causes  qui  empêcheioit  le  mouvement  d'être 
rectiligne  et  uniforme,  venaient  à  cesser  subitement  dans  un 
instant  quelconque,  le  mobile  continuerait  son  mouvement  par 
la  tangente ,  avec  une  vitesse  égale  à  la  fonction  prime  de  l'arc 
déicrtl. 
Suivant  té  calcul  diffîfebliel ,  les  fônctiohs  primes  a^^  j\  J  sont 

représentées  par  gj  >  ^  >  gf  >  e'  1^^  fonctions  secondes  a:",  y,  z" 
par  2^  ,2^ ,  ^ ,  en  prenant  di  constant. 

13-  Les  trois  forces  accélératrices  od\f\  a"  donneront  de  mêtne 

(art-  9)  une  force  unique   exprimée  par  v^Cj:^''+y'*+z"*) , 

que  nous  appellerons  P^  et  dont  la  direction  fera ,  avec  les  trois 

axes  des  coordonnées  x^  j^  z,  des  angles  dont  les  cosinus  seront 

-^ ,  ^ ,  S-  ;  de  sorte  que ,  nommant  A ,  )Bi ,  y  ces  angles ,  on  aura 

«"œPcbsXj   y=Pcos;t^    z"=:Pcosi^. 

Aiiiai ,  connaissant  la  loi  ddf  mouvement  du  corps ,  c'est-à-4irè , 
valeurs  de  ^  ,^ ,  z  en  /,  on  pourra  trouver ,  par  ces  équations , 
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la  force  accélératrice  et  sa  direction  à  chaque  instant  ;  et  récipro^ 
quement,  connaissant  la  force  P  avec  les  angles  X,  ft,  i^^on  aura 
trois  équations  du  second  ordre  qui  serviront  à  déterminer  x ,  / 
et  z  en  t.  Les  problèmes  de  la  première  espèce  ne  dépendent  que 
de  l'analyse  directe  des  fonctions ,  et  sont ,  par  conséquent  y  tou- 
jours résolubles  ;  ceux  de  la  seconde  espèce  dépendent  de  Fana-' 
lyse  inverse  des  fonctions  >  et  sont  sujets  à  toutes  les  difficultés  de 
cette  analyse» 

Si  le  mobile  était  sollicité  à  la  fois  par  deux  forces  accélératricea 
F  et  Q  suivant  des  directions  Ëdsant ,  avec  les  axes  des  x^j^z^ 
des  angles  A,  /a,  y  pour  la  force  P,  et  ir^  py  cr  pour  la  fbrceQi 
on  aurait  y  par  les  formules  des  articles  cités  y 

a/'  Ks:  P  COS  X  +  Q  COS  TT  y 

y  =  P  COS  fi  +  Q  COS  p , 
a"  s=s  P  COS  F  +  Q  C08  (T  ; 

et  ainsi  de  suite ,  pour  tel  nombre  de  forces  qu'on  voudra/ 

i3.  Supposons  que  les  directions  des  forces  P,  Q  fassent ,  aveo 
la  tangente  de  la  courbe  y  les  angles  Â ,  F,  puisque,  dans  les  formules 
de  l'article  1 1 ,  les  angles  et ,  jS ,  ^  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la 
tangente  avec  les  trois  axes,  on  aura,  par  la  formule  trouvée  à  la 
fin  de  l'article  8, 

COS  Â  =  cos  a  COS  A  4-  COS  fi  cosfc+cos  y  cosr , 

et  de  même , 

cosr=cos  ùL  COS  ^4^  COS /S  COS  p-f- COS  >^  ces 0*. 

Donc ,  multipliant  les  trois  dernières  équations  de  l'article  précédent 
par  COS  « ,  COS  j8 ,  cos  y  y  et  les  ajoutant  ensemble ,  on  aura 

j:"  cos  ùl  ^y  COS  jSrf-  «"  COS  j^  =  P  cos  A  +  Q  cos  r.  ■ 

V 

Pubstituapt  pour  cos  «  j  cos  jS  ,  cos  y  leurs  valeurs  —>\.^\ 

(art. 
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(art.  Il),  et  remarquant  que  ^ .  .^TY  ^>.T  ^^>)  est  la  fonction  prime 

de  i/(x'^+y"'+z'*),  c'est-à-dire,  de  5',  que  par  conséquent  cette 
quantité  est  égale  à  y',  on  aura  Péquation 

/'  =  Pco8  A  +  Qcosr, 

qui  est,  comme  l'on  yoit,  semblable  aux  équatiobs  du  tnouyement 
roctiUgne  suivant  les  trois  axes. 

Cette  équation  sert  à  déterminer  directement  la  vitesse  réelle  du 
corps  qui  est  exprimée  par  s\\  et  l'on  voit  que  les  forces  perpen<- 
diculaires  à  la  tangente ,  n'influent  en  rien  sur  la  vitesse ,  puis- 
que les  angles  A  ,  F  étant  alors  droits ,  leurs  cosinus  sont  nuls  ', 
ce  qui  détruit  les  termes  dus  à  ces  forces  dans  l'expression  de  J\ 
D'où  l'on  peut  conclure,  en  général,  que  lorsqu'un  corps  est  con» 
traint  de  se  mouvoir  dans  un  canal  d'une  figure  donnée,  comme 
l'action  des  parois  du  canal  sur  le  corps  ne  peut  s'exercer  qu6 
perpendiculairement  au  canal  même ,  la  vitesse  du  corps  ne  sera 
nullement  altérée  par  cette  action.  Au  contraire,  les  forces  qui 
agissent  suivant  la  tangente ,  produisent  sur  la  vitesse  leur  plein  et 
entier  effet ,  comme  si  le  mouvement  du  corps  était  rectiligne , 
puisque  les  angles  A ,  r  devenant  nuls  par  ces  forces ,  leurs  coaif- 
no8  sont  égaux  à  l'unité. 

i4.  La  gravité  et  toutes  les  forces  d'attraction  connues  a^ssent 
également  sur  toutes  les  parties  matérielles  des  corps ,  et  produisent 
le  lïiâme  mouvement ,  abstraction  &ite  de  l'inégalité  des  forces , 
à  Fa»on  des  distances;  de  sorte  que  l'efiet  de  l'action  de  ces  forces 
est  indépendant  de  la  masse  du  ctfrps  mu ,  et  est  le  même  par 
rapport  à  la  vitesse  imprimée ,  que  si  la  masse  était  réduite  à  ufi 
pmnt.  Dans  les  attractions  réciproques  des  corps ,  la  force  d'attrac-- 
tien  est  proportionnelle  à  la  masse  du  corps  attirant ,  parce  que 
chacune' de  ses  particules  attire  également;  par  conséquent,  le 
mouvement  absolu  imprimé  au  corps  attiré,  est  simplement  pro^ 
pertionnel  à  la  masse  du  corps  attirant. 

n  n'en  est  pas  de  même  des  forces  qui  ne  pénétrent  point  dans 
F  intérieur  des  corps ,  et  qui  n'agissent  qu'à  Pextérieur ,  ccHnme 

4a 
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l'action  des  ressorts ,  celle  de  la  résistance  des  fluides  y  les  forces 
produites  par  la  pression  ,  par  la  tension  des  fils ,  etc.  II  est  clair 
que  ces  forces  ne  peuvent  produire  le  même  efïèt  sur  diflférens 
corps ,  à  moins  qu'elles  ne  soient  proportionnelles  à  leurs  massés; 
car  si  une  force  double ,  par  exemple ,  agit  sur  un  corps  de  masse 
double ,  c'est  la  même  chose  que  si  deux  forces  simples  agissent 
séparément  sur  deux  masses  simples  ;  il  est  dair  aussi  que  PdSet 
produit  sur  une  même  masse  ou  des  masses  égales ,  par  diflfêrentes 
forces ,' c'est-à-dire ,  le  mouvement  ou  la  vitesse  imprimée  doit  être 
proportionnelle  aux  forces  ;  ainsi ,  si  une  force  F  agissant  sur  onè 
masse  M,  y  imprime  la  vitesse  V,  une  force  mV  agissant  sur  la 
masse  mM,  y  imprimera  la  même  vitesse  V;  mais  la  force  iiiP 
agissant  sur  la  masse  M ,  lui  imprimera  la  vitesse  mY  :  donc  la 
même  force  mV  imprimera  à  la  masse  mM  la  vitesse  Y,  et  à  la 
masse  M  la  vitesse  mV  ;  d'où  il  suit  que  les  vitesses  imprimées 
par  une  même  force  à  des  masses  difierentes ,  sont  en  raison  in- 
verse des  masses.  Donc ,  en  général ,  l'effet  d'une  force  donnée  sur 
une  masse  donnée ,  est  en  raison  directe  de  la  force  et  en  raison 
inverse  de  la  masse ,  ou  comme  la  force  divisée  par  la  masse. 

Ce  principe  est  confirmé  par  l'expérience  ;  car  un  ressort  placé 
entre  deux  corps ,  et  agissant  également  sur  l'un  et  sur  l'autre  | 
leur  imprime  des  vitesses  en  raison  inverse  de  leurs  masses. 
Lorsque  deux  corps  durs  mus  sur  la  même  ligne  en  sens  opposés , 
viennent  à  se  choquer  avec  des  vitesses  en  raison  inverse  de  leurs 
masses  y  ils  s'arrêtent  après  le  choc ,  par  la  destruction  réciproque 
de  leur  mouvement  ;  et  s'ils  sont  parfaitement  élastiques  ^  ils  sent 
réfléchis  en  arrière,  chacun  avec  la  même  vitesse  qu'il  avait  avant 
le  choc. 

Dans  les  corps  pesans,  comme  la  gravité  agit  également  sur 
toutes  les  parties  de  la  masse  du  corps,  son  action  absolue  est 
proportionnelle  à  la  masse  ;  donc,  divisant  cette  action  par  la  masse, 
l'effet  de  la  pesanteur  pour  imprimer  du  mouvement  aux  corps , 
devient  indépendant  de  leur  masse,  et  est  le  même  pour  tous  kft 
corps.  Mais  si  deux  corps  pesans  se  tiennent  par  un  fil  passant  sur 
une  poulie,  comme  les  forces  qui  résultent  de  leur  pesanteur , -et 
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tjui  sont  proportionnelles  aux  masses ,  tirent  le  fil  en  sens  con- 
traire f  il  uy  a  qoe  la  différence  de  ces  forces  qui  pnisse  leur 
imprimer  du  mouvement  ;  et  comme  les  deux  corps  doiyent  se 
mouiroir  conîointemtnt  et  pai*counr  lé  même  espace  vertical  dans 
le  même  temps ,  la  masse  totale  à  mouvoir  est  la  s^iinne  des 
masses  ;  ainsi ,  ^actioD  die  la  gravité  pour  moufvoîr  ces  corps,  se 
trouve  diminuée  en  raison  de  la  difierence  des  masses  à-lMur 
somme;  par  conséquent ,  les  espaces  parcourus  au  bout  d'un  temps 
quelconque ,  seront  à  ceux  d'un  corps  pesant  qui  tombe  libre- 
ment y  dans  la  même  raison.  C'est  ce  que  Texpérience  confirme 
dans  la  machine  inventée  par  Atwood  pour  démontrer  les  lois  de 

des  graves. 
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i5.  IL  ré^uke  du  principe  que  nous  venons  d'exposer,  que  les 
forces  accélératrices  d'un  corps  doivent  être  estimées  par  les  yaleuf^ 
absolues  des  forces  qui  agissent  sur  le  corps,  ditisées  par  la  naasse 
inéme  du  corps.  Ainsi ,  si  P ,  Q ,  etc.  expriment  les  valeurs  abso-i 
lues  des  forces  qui  agissent  sur  un  corps  dont  la  masse  est  M ^ 
suivant  des  directions  qui  Êissetit ,  ,avec  <  les  axefi  des  coordon-^ 
nées  x^y^  z^  les  angles  A.,At,  y  pour  la  force  P,  les  angles  ^^ 
p,  cr  pour  la  force  Q,  et  ainsi  des  autres,  il  fttBdra-,  dans  les  fhr^ 

p    o 

mules  de  l'article  la  ,  mettre  partout  s»  m'  ^'^^'  ^  1^. place  ds 

P  9  Q  9  etc.  9  ou ,  ce  qui  reviendra  au  même  9  multiplier  par  M  les 
quantités  a/\  f\  7!'.  De  cette  manière ,  on  aura  donc  pour  les 
équations  du  mouvement  du  corps  M,  sollicité  par  les  foreesfou 
puissances  quelconques  P,  Q,  etc. ,  les  équations 

Mjc"=  p  cos  X  +  q  cos  yr  4-  «te. , 
IV^y"  =  Pcos^K  -+•  Q  cos  p  -f-  etc. , 
Mz"  =  P  cos  y  +  Q  cos  (F  +  etc. 

Lorsque  des  corps^  s'attirent  mutuellement,  comme  ratûrabâôii 
est  censée  venir  de  toutes  les  parties  de  la  masse  attirante  et  agir 
sur  toutes  les  parties  de  la  masse  attirée ,  il  s'ensuit  que  la  valeur 
absolue  de  la  force  d'attraction  entre  deux  cor^,  doit  être  propor- 
tionnene  au  produit  de  leurs  masses. 
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.16.  Dans  ces  équations,  les  coordonnées  x,  jr^&  sont  regardées 
comme  des  fonctions  du  temps  t.  Pour  avoir  les  équations  mâùies 
de  la  courbe  décrite  par  le  corps ,  il  faudra  éliminer  le  tenpà  ^^  et 
réduire  les  coordonnées  j^  et  z  à  de  simples  fozictions  ile  x:  Voici 
Tesprit  et  le  fondement  de  cette  réduction  :  '  -  '    :     ' 

Eu  regardant  les  quantités  x^  j^  z  comme  fonction  de  t^  Icffa^ 
que  t  devient  *  4-  ô ,  ces  quantités  deviennent 


9*     ...     fl* 


a:  H- flo/ +  ^  jc" -4- -^  jc"'j  etc. , 
J'+fly  +  Ty  +  O^'^etc, 
z4.fla'+^z"  +  ^»"',etc., 

par  les  principes  établis  dans  la  première  Partie  sur  le  déyeloppe- 
inent  des  fonctions. 

'-  En  regardant ,  d'un  autre  côte ,  ^  et  z  comme  fonctions  de  ± , 
lorsque  ;r  deyient  x  + 1,  ces  mêmes  quantités  deyiennent 

r +'(/)+S  (y)+ si(y'')+ etc., 
a  +  «(»')  +  ;(»")+^(»"')+etc.. 

Je  renferme  ici  les  quantités  j-^, y,  etc.,  ^s',  s",  etc.  entre  des  paren^ 
thèses,  pour  les  distinguer  des  mêmes  quantités  relatives  à  la  pre? 
mière  hypothèse, 
i  D<mc  si  on  fait 

i  =  8a:' +  -  x"  +  -?t,  ^^'  +  etc., 
il  faudra  que  Ton  ait,  quel  que  soit  G,  l'équation 

et  de  même, 

"*(s^)  +  ^*(0  +  5^(0  +  ctc.,  =  Ô;5'H-^3"+^V''-hetc. 
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Substituant  la  valeur  de  i,  et  comparant  les  termes  affectés  de  la 
même  poissanee  de  d ,  la  première  équation  donnera 

y"  =  (y)a:"'H-5(y)x'4/'+(y«)x"} 

et  ainsi  de  suite.  D'où  l'on  tire 


■V 


3/^' 


et  ainsi  de  suite.  Et  Fon  aura ,  par  la  seconde  équation ,  des 
formules  semblables  pour  {z!)y  (z"),  etc. ,  en  changeant  seulement 
la  lettre  ^  en  2. 

Ces  formules  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons  trouvées , 
d'une  autre  manière,  dans  la  première  Partie  (art  5o)  car  on 
voit  que 

(y)=^,    (y')=~r^,etc. 

L'analyse  précédente  est  plus  directe ,  et  résulte  des  premier^ 
principes  de  la  chose  ;  mais  celle  de  l'endroit  cité-  a  l'avantage  de 
fiure  voir  la  loi  de  la  progression ,  car  elle  donne  immédiatement 


et  ainsi  de  suite ,  en  désignant  par  un  trait  appliqué  aux  paren^ 
Ihèses  carrées ,  la  fonction  prime  de  la  quantité  renfermée  entre  lea 
parenthèses. 

Par  le  moyen  de  ces  formules,  on  pourra  transformer  leséqua- 
tîons  qui  contiennent  les  fonctions  dérivées  or',  a:",  etc.  ,y,y,  etc. , 
t!j  »",  etc. ,  relativement  à  i ,  en  d'autres  équations  où  il  n'y  ait 
que  les  fonctions  dérivées  (7')  ?  (j")  >  etc. ,  (a') ,  (a^')  >  ^t^-j  r^"" 

latiremient  à  or. 


'  ^ 
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CHAPITRE  W. 

De  la  question  où  il  s'agit  de  trouver  la  résistance  que  le 
milieu  doit  opposer  pour  que  le  projectile  décrive  une  courbe 
donnée.  Analyse  de  la  solution  que  Newton  a  donnée  de 
ce  problème  dans  la  première  édition  de  ses  Principes. 
Source  de  l'erreur  de  cette  solution.  Distinction  entre  la 
métJiode  des  séries  et  celle  des  fonctions  dérivées^  au  du 
calcul  différentiel. 

l'^  Ir  OUR  montrer  Tusage  des  formoto  que  bchis  TenoBS  da 
donner ,  supposons  qu'on  demande  la  résistance  du  milieu ,  ea 
vertu  de  laquelle  un  Qorys  pesant  lancé  dans  ce  milieu ,  décrirait 
une  courbe  donnée.  On  regardera  la  rédstanoe  comme  une  force 
retardatrice  qui  agit  dans  la  direction  même  du  corps ,  c'est-*à-> 
dire ,  dans  celle  de  la  tangente  de  la  courbe  ;  ainsi ,  en  nommant 
r  la  résistance ,  c^est-à-dire ,  l'action  du  milieu  résistant  sur  h 
surlace  du  corps  y  divisée  par  la  masse  même  du  corps ,  on  aura 
—  r  cos  « ,  —  r  cos  /3 ,  —  r  cos  y  pour  les  forces  accélératrices  qui 
en  résultent  suivant  les  directions  des  axes  des  x^jr^z^Xes  anglea 
et,  /3,  7  étant  ceux  de  la  tangente  avec  ces  axes.  De  plus,  si  on 
nomme  g  la  force  accélératrice  de  la  gravité  y  et  qu'on  prenne 
les  coordonnées  j  verticales  et  dirigées  de  bas  en  haut ,  on  aura 
^-  g  pour  la  force  accélératrice  provenant  de  la  grayité  suivant 
les  coordonnées  j^. 
Donc  y  les  équations  du  mouvement  seront 

a:"=--rcos«  ,    y  sss-*-^  — rcos  j8,    »"s=:*— rcos  j^j 

^   ^    ^ 

substituant  pour  cos  a ,  cos  jS ,  cos  y ,  leurs  valeurs  — ,  ^ ,  * 

(art,  11  ),  où  Uy  vitesse  du  corps,  est  =:j'=  y/(jc'»-|-y'-|-*''), 
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6ii  aura  ceUe-ci 


X^'s:--^,    y=:-^-^,      Z 


_^      _f/ 


f/ 


u 


lia  première  et  la  dernière  donnent 


u 
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y   > 


d*où  l'on  tire ,  en  prenant  les  fonctions  primitives , 

m  et  n  étant  des  constantes  arbitraires.  Cette  équation  étant  ceUc 
d'un  plan  vertical,  Êdt  voir  que  la  courbe  est  nécessairement  toute 
dans  ce  plan  :  ainsi ,  en  prenant  Taxe  des  x  dans  ce  même  plan , 
on  aura  2  =  o  et  z' =0,  et  les  équations  de  la  courbe  se  réduiront 
aux  deux  premières.  Mais  conune  dans  ces  équations  les  variables 
a^ViT  ®<^t  supposées  fonctions  du  temps ,  et  que  pour  avoir  l'équa- 
tion de  la  courbe ,  on  doit  regarder  jr  comme  fonction  de  x  ;  il 
Ëtudra  chercher  ses  fonctions  dérivées  dans  cette  hypothèse  par 
les  formules  de  l'article  précédent. 

Supposons,  pour  abréger ,  -  =  ^ ,  on  aura 

« 

substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  {jf")  de  Farticle  16, 
on  aura 

kJ  J  ^  "~  ^  > 

■ 

•   ■ 
ainsi  la  valeur  de  q  dépend  de  {f')*  Or  on  a,  par  le  mêm^i 

article , 


Xf* 


a^* 


mais  connaissant  les  valeurs  de  x"  et  y,  il  n'j  aura  qu'à  prendre 
\sûin  fonctions  -priines  pour  avoir  celles  de  af"  et  y"  j  et  Ton  trou  - 
yera,  en  désignant  par  9'  la  fonction  prime  de  7 , 


'ÇJC 
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Par  CCS  substitutions,  les  deux  premiers  termes  de  layalcur  de  (y^ 
donneront-^,  el  le  terme  — -^tt—  donnera  —  ^;  de  sorte  qu'on 

aura  {j"')  =  —  ^<  Or  q  étant  =  on  fera  cette  substî- 

tution,  et  on  en  chassera  x'  et  y  au  moyen  des  équations  (^  )  =:^ 
et  (y  ) = —  4;  )  lesquelles  donneront 

on  aura  ainsi 


(y) 


/nTî» 


ffV^C»+(y')'] 


Comme  les  fonctions  dérivées  (y),  (y')>  C/'")  s®  rapportent 
maintenant  à  la  variable  jc ,  nous  pouvons  les  représenter  wak^ 
plement  par  y  y  y,  y"  j  on  aura  dono 

r_    yi/(i+y) 

Or  y  la  courbe  étant  donnée ,  on  a  ^  en  fonction  de  or  :  de  là , 
on  tirera  les  fonctions  dérivées  >', y, y' ;  et  la  formule  précé^ 
dente  donnera ,  pour  chaque  point  de  la  courbe  y  le  rapport  de  la 
résistance  ù  la  gravité. 

La  vitesse  u  sera 
c'est-à-dire ,  en  changeant  {jr")  en^, 

Pour  traduire  ces  formules  en  calcul  différentiel,  il  Ëtadni 

changer jf' en  ^,  ety  en  ^,,    en  prenant  dx  constant    parce 

que  ces  fonctions  dérivées  sont  ici  relatives  à  la  variable  x. 

Si 
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'  Si  on  suppose  la  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse 
et  à  la  densité  du  milieu ,  alors  nommant  A  cette  densité  dans  un 
lieu  quelconque  ,  on  aura  r=mu^^  ,  m  étant  un  coefticient  cons- 
tant i  donc  y  substituant  la  valeur  de  a , 

-y 

et  mettant  cette  valeur  dans  l'équation  ci-dessus ,  elle  deviendra 


3yV(i  +y) 


/\   9 


par  où  l'on  déterminera  la  densité  du  milieu  nécessaire  pour  faire 
décrire  la  courbe  donnée.  Réciproquement ,  cette  équation  servira 
à  déterminer  la  courbe ,  lorsque  la  densité  du  milieu  sera  donnée. 
Pour  les  projectiles  lancés  dans  l'air,  on  peut  supposer  la  densité  du 

milieu  constante j  ainsi  faisant,  pour  plus  de  simplicité ,  2mù.z=z  j , 
réquation  de  la  courbe  sera 

s  étant  l'arc  de  la  courbe  ^  d'où  l'on  tire ,  en  prenant  les  fonctions 

primitives, 

y  =  Ae**. 

A  étant  une  constante  arbitraire  :  c'est  la  forme  la  plus  simple 
sous  laquelle  puisse  être  mise  l'équation  de  cette  courbe.  On  peut 
tirer  de  ces  équations  les  différentes  approximations  qui  ont  été 
données  jusqu'ici  pour  la  détermination  de  la  courbe  décrite  par 
les  boulets  et  les  bombes  ;  mais  les  bornes  de  cet  écrit  nous  em- 
pêchent d'entrer  dans  aucun  détail  sur  ce  sujet. 

18.  Nous  remarquerons  encore  qu'on  aurait  pu  déduire  tout  de 
suite  l'équation  de  la  courbe ,  des  équations  du  mouvement 

a/'— —  —      r"=:— ^— 21. 

45 
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par  rélimination  immédiate' du  temps  t.  En  effet,  xetjr  étant  fonc- 
tions de  /,  on  peut  réciproquement  regarder^  et  t  comme  fonctions 
de  X  ;  et  par  la  règle  donnée  dans  l'article  5o  de  la  première  Partie  ^ 
si  on  regarde,  en  général, a*, ^,  t  comme  fonctions  d'une  autre  ya- 

riable  quelconque  z ,  il  feudra  substituer  y  et  -^  à  la  place  de  a:\yy 

et  — -r^  ,  ■>   ;      à  la  place  de  ac",  y  j  mais  en  prenant  x  pour 
variable  principale  à  la  place  de  / ,  on  fera  jt/  =  i  ;  et  l'on  aura 
à  substituer  p  et^  à  la  place  de  a/  et  y,  et  —  75  ^'"^  ~  |T  ^  '^ 
place  de  af'  et  y. 
Les  deux  équations  deviendront  donc ,  à  cause  de  j'=|/(jtr'*-f-j'*)^ 

d'où  il  faudra  éliminer  la  fonction  if.  Substituant,  dans  la  secondç 
équation  la  valeur  de  -^s  >  tirée  de  la  première ,  elle  deviendra 

divisant  par  y,  et  prenant  de  part  et  d'autre  les  fonctions  primes, 
on  aura 

valeur  qui ,  étant  substituée  dans  la  première  équation^  donnera^ 
comme  plus  haut^ 

r ^|/(i4-y0 

A  l'égard  de  la  vitesse  11  =  5'  =  l/(^*+y*),  elle  deviendra 
t^      >  ^*  comme  on  vient  de  trouver  t'  z=z  y/*-. -2-^  la  vitesse 
deviendra        w^^*^  ■ ,  comme  ci-dessus. 
Si  la  force  de  la  gravité  g  était  variable ,  alors  la  valeur  de 


TROISIÈME  PARTIE ,  CHAP.  IV. 


339 


-  qu'on  Tient  de  trouver  ne  serait  plus  exacte  ;  car  en  prenant 


les  fonctions  primes  de  Téquation  ^  =  —  ^ ,  on  aurait 


7^ 


et  la  substitution  de  cette  valeur  donnerait 


e 


Cette  manière  d'éliminer  le  temps  dans  les  équations  du  mou- 
vement, pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  décrite,  est  analogue 
à  celle  qu'on  emploie  dans  le  calcul  difierentiel  ;  mais  l'analyse 
de  l'article  16,  fondée  sur  le  développement  des  fonctions,  est,  à 
certains  égards ,  plus  directe  ;  elle  nous  sera  d'ailleurs  utile  pour 
découvrir,  comme  nous  l'avons  annoncé  au  commencement  do 
cet  écrit,  la  véritable  source  de  la  méprise  où  Newton  est 
tombé  dans  la  première  édition  des  Principes ,  en  résolvant  le  pro* 
blême  dont  nous  venons  de  nous  occuper. 

Quoiqu'il  puisse  paraître  peu  important  de  découvrir  en  quoi  et 
comment  Newton  a  pu  se  tromper  dans  une  solution  qu'il  a  ensuite 
lui-même  abandonnée  ;  néanmoins ,  comme  tout  ce  qui  a  rapport 
à  l'invention  et  aux  premiers  développemens  de  l'analyse  infinité- 
«maie ,  mérite  l'attention  de  ceux  qui  s'intéressent  à  l'histoire  des 
Bciences ,  j'ai  cru  qu'on  me  saurait  gré  de  discuter  de  nouveau  ce 
Bujet ,  comme  un  point  qui  n'a  pas  été  assez  éclairci ,  parce  qu'il 
tient  à  une  distinction  subtile  entre  la  méthode  différentielle  et  la 
méthode  des  séries ,  que  Newton  a  employée  dans  sa  première 
eolution  (Liv.  II,  Prop.  X). 

ig.  Voici  la  construction  qui  sert  de  fondement  à  cette  solution. 
Le  mobile  étant  parvenu  à  un  point  quelconque  de  la  courbe , 
sans  la  résistance  et  la  gravité  il  décrirait,  dans  un  temps  donné 
très-petit,  une  partie  tiSb-petite  de  la  tangente  que  nous  désiguerons 
par  (t  ;  soit  y  le  petit  espace  que  la  gravité  lui  ferait  décrire  dans 
le  même  temps  perpendiculairement  à  l'horizon ,  et  p  le  petit  espace 
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dont  la  rcsistance  diminue  l'espace  ot  parcoura  sur  la  tangente  ; 
il  est  clair  que  le  rapport  de  p  à  ^^  sera  celui  de  la  résistancef 
à  la  gravité.  Ainsi,  le  corps,  dans  le  temps  qu'il  aurait  parcouru 
sur  la  tangente  l'espace  a— -  p,  serait  descendu  verticalement  de  la 
quantité  y  j  par  conséquent  y  sera  la  flèche  de  l'arc  a  —  p.  Main- 
tenant ,  si  on  considère  le  corps  comme  partant  du  même  point  et 
rebroussant  chemin  pour  décrire  en  sens  contraire  le  même  are 
de  courbe  qu'il  a  parcouru ,  il  faudra  regarder  la  résistance  conune 
négative,  et  par  conséquent  comme  une  force  qui  accélère  le  mou- 
vement au  lieu  de  le  retarder.  Le  mobile  décrira  ainsi ,  dans  le 
même  temps  très-petit ,  l'espace  a  +  p  sur  la  même  tangente  dans 
une  direction  contraire ,  et  descendra  verticalement  par  le  même 
espace  y ,  en  vertu  de  la  gravité.  Par  conséquent  y  sera  la  flèche 
de  l'arc  ^-f-p ,  pris  de  l'autre  côté  du  point  de  la  courbe  dont  il 
s'agit.  Or,  les  flèches  étant,  pour  les  arcs  infiniment  petits,  comme 
les  carrés  des  arcs  ou  des  tangentes ,  la  flèche  de  la  portion  a—-  p 

de  l'arc  «  +  p  sera  y  (^^^)  j  donc  la  différence  des  flèches  pour 

les  arcs  égaux  a  —  p,  pris  de  part  et  d'autre  du  point  donné  de 
la  courbe ,  sera 

Nommons  cette  différence  cT,  on  am'a 

(-  +  p)"^~  y~      4-y*      ~4y'' 

à  cause  que  la  petite  ligne  p  ,  parcourue  d'un  mouvement  unifor-^ 
luément  accéléré,  est  infiniment  plus  petite  que  la  ligne  a  parcourue 
dans  le  même  temps  d'un  mouvement  uniforme. 

Tel  est  le  raisonnement  de  Newton  y  présenté  de  la  manière  la 
plus  claire  ;  et  le  résultat  que  nous  venons  de  trouver ,  s'accorde 
avec  celui  du  corollaire  II  du  problème  cité ,  où  il  est  visible  que 
les  lignes  CF  et  F6  sont  ce  que  nous  avons  nommé  a  et  y^  et 
que  la  différence  FG  —  K/  est  ce  que  noualivons  nommé  «T. 

Maintenant ,  en  prenant  les  abscisses  a:  horizontales  et  les  or- 
données ^  verticales  et  dirigées  de  bas  en  haut  ;  Newton  supposa 
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que  pour  l'abscisse  x  ^  o,  Tordonnée  exprimée  en  série ,  est 
^+  Qo  —  Ro^—  So*  —  So^  +  etc. ,  et  il  remarque  que  la  partie 
de  la  tangente  qui  répond  à  la  partie  o  de  l'axe,  est  ov^(i-f-Q*), 
et  que  la  flèche ,  c'est-à-dire,  la  partie  de  l'ordonnée  comprise  entre 
la  courbe  et  la  tangente,  est  Ro'4-So^+  etc.  £n  faisant  o  négatif, 
on  aura  la  flèche  qui  répond  à  la  même  partie  de  la  tangente , 
prise  de  l'autre  côté  du  point  de  contact,  et  qui  sera,  par  consé- 
quent, Ro'—So^  H*  etc«;  et  la  différence  des  deux  flèches  sera 
aSo^  —  etc.  Or ,  il  est  visible  que  les  quantités  o  v/(  i  +  Q*  )  > 
Ro*  H-  So'  +  etc.  et  aSo*  —  etc.  répondent  à  celles  que  nous  avons 

nommées  a ,  >  et  d^;  donc  ,  la  quantité  ^^^ ,  qui  exprime  le  rapport 

de  la  résistance  à  la  gravité ,  deviendra ,  en  divisant  le  haut  et  le 
bas  par  o^, 

la  quantité  infiniment  petite  o  s'évanouissant  à  côté  de  la  quantité  R. 
C'est  aussi  le  résultat  trouvé  par  Newton  dans  l'exemple  premier 
du  même  problème. 
Suivant  notre  notation ,  lorsque  x  devient  x^  Oy  jr  devient 

J^'^  oy-^^ y'  +  -^y + etc. ;  donc ,  comparant  avec  la  série 

<a  Sa  ■  O 

de  Newton ,"  on  a 

Q=y,    R=— ^\    S=— ^; 

substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  le  rapport  de 
la  résistance  à  la  gravité  deviendra  — ^  *^^  g  71^  '^ ,  au  lieu  que 

nous  l'avons  trouvé  ci- dessus  (art  17)  ^■-■'^  ^*-^\7" "^     -  D'où 

il  suit  que  la  solution  de  Newton  est  fautive. 
Il  est  remarquable  que  si  ou  substitue  simplement  y,  y,  ^% 

^"  K'  3^'  3^  P^^^  ^'  — R ,  —S,  on  a  un  résultat  exact  :  c'est  ce 

qui  a  Eût  croire  ajjxBernoulli  qui  ont  découvert  les  premiers  l'erreur 
de  Newton  y  et  à  tous  ceux  qui  en  ont  parlé  depuis,  que  cette 
erreur,  venidt  de  ce  que  Newton  avait  pris  les  termes  de  la  séxûe 
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Qo  —  Ro'-«  So'— *  etc.  y  pour  les  difierences  premières ,  secondes 
et  troisièmes  de  l'ordonnée,  tandis  que  ces  termes  ne  sont  égaux 
qu'à  ces  difierences ,  divisées  par  i ,  a ,  6,  etc.  Mais  il  est  facile  do 
voir  que  la  solution  de  Newton  est  indépendante  de  la  considéra-» 
tion  de  ces  difierences ,  et  que  la  substitution  des  termes  Ro*,  So* 

de  la   série  dont  il  s'agit  à  la  place  des  quantités  p  et-  dans  la 

formule  j-  j  est  légitime  ;  ainsi  l'erreur  doit  être  dans  celte  for- 
mule même  qui  donne  le  rapport  de  la  résistance  à  la  gravité  ; 
et  ce  qui  doit  le  prouver  sans  réplique ,  c'est  que  si  la  gravité 
était  variable,  la  même  formule  aurait  encore  lieu ,  puisque  dans 
les  deux  mouvemens  direct  et  rétrograde,  le  corps  est  censé 
descendre  verticalement  de  la  même  ligne  y.  Ainsi  dans  ce  cas  ^ 
on  devrait  aussi  avoir  une  solution  exacte  par  la  substitution  de 
y  y  y  y  y"  ^  ^^  place  de  Q,  —  R,  —  S  j  ce  qui  n'est  pas,  comme 

on  le  voit  par  la  valeur  de  ^  que  nous  avons  trouvée  pour  ce 
cas  dans  l'article  précédent* 


âo.  Pour  découvrir  la  source  de  Terreur,  nous  allons 
la  solution  de  Newton  en  analyse.  En  nommant  u  la  vitesse  dans 
un  point  de  la  courbe,  lA  est  l'espace  que  le  mobile  parcourrait 
dans  la  tangente  pendant  le  temps  6 ,  sans  la  gravité  et  la  résis^ 
tanCe.  Nommant  g  la  force  absolue  de  la  gravité,  et  r  celle  de  la 

résistance ,  ^  et  —  seront  les  espaces  parcourus  en  vertu  de  ces 

forces  regardées  comme  constantes  pendant  le  temps  6  supposé 
très-petit.  Ainsi,  le  corps  aura  parcouru,  suivant  la  tangente , 

l'espace  uO ,  et  suivant  l'ordonnée  verticale  j^,  l'espace  C!^ 

lequel  représente  la  flèche   qui  répond  à  la  tangente  i(e6~-— • 

Supposons  maintenant ,  comme  Newton ,  que  le  mobile  rebrousse 
chemin  avec  la  même  vitesse  u  et  sur  la  même  tangente  ;  dans 

le  temps  T,  il  décrirait  l'espace  uY  -^ ,  parce  que  la  résistance 

doit  être  prise  en  sens  contraire  ;  c'est  l'espace  pris  négativement 


TROISIÈME  PARTIE ,  CHAR  IV.  345 

qui  répond  au  temps  6  s—- Tj  et  la  flèche  correspondante  serait 
tC  j  et  si  on  veut  que  les  deux  espaces  décrits  de  part  et  d'autre 
aoient  é^ux^  comme  Newton  le  suppose ,  on  aura  l'équation 

9  •      a   ' 

d'où  Ton  tire,  aux  6^  près , 

T  =  fl  — î^j 

substituant  cette  valeur  dans  la  flèche  ^—  ,  elle  devient  ^— .C^* 

u    '  au' 

et  la  dilOférence  des  deux  flèches  sera  S—  ;  c'est  la  quantité  que  nous 

avons  nommée  ci-<lessus  cT.  D'un  autre  côté ,  il  est  clair  qu'on  a, 
suivant  les  dénominations  employées  ci-dessus , 

donc 

T  p         tk 

g      y       4y*  ' 

de  là  en  faisant  a  =s  o  y/i  -f-  Q%  et  prenant  Ro*+  So^ ,  Ro»— -So* 
pour  les  deux  flèches ,  ce  qui  donne  ^c=Ro%  S^  =  aSo',  on  a 


comme  Newton  l'a  trouvé  par  sa  construction. 

31.  Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  ce  résultat  vient  des 
équations 

é!  =  Ro»  +  SoS  fi^  =  Ro»— So» 

a  ■  '  a  ' 

ea  bien  simplement  de  celles-ci 

1*6  —  —  =  o  ViH-QS     ?= Ro*+So', 
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en  prenant  8  et  o  positivement  et  négativement ,  ce  qui  refvient  ji 
vérifier  ces  équations  indépendamment  de  la  valeur  de  o ,  qui  en 
effet  doit  demeurer  indéterminée ,  étant  supposée  très-petite. 

La  première  équation  donne ,  aux  termes  du  troisième  ordre 
près ,  6  et  o  étant  du  prejnier , 


u  au" 


Ckîtte  valeur  étant  substituée  Bans  la  seconde  ;  on  a  ^  au  quatrième 
ordre  près , 


» 


et  la  comparaison  des  termes  homogènes  en  o  donne 

aa*         '  au* 

De  la  première  on  tire  w*  =:  ^     p"    ■  >  et  cette  valeur  étant  suba^ 
tituée  dans  la  seconde,  on  a  le  résultat  de  Newton^ 

g—        aR-       • 

Mais  nous  devons  remarquer  que  ce  dernier  résultat  étant  tiré 
de  la  comparaison  des  termes  affectés  de  o'  dans  la  transformée 

q9* 

de  l'équation  —  =  Ro»H-So',ne  saurait  être  exact,  parce  que  le 

premier  membre  de  cette  équation ,  qui  est  l'expression  de  la 
flèche  en  temps,  n'est  lui-même  exact  qu'aux  6^  près;  de  sorte 

qu'à  la  rigueur  il  n'y  a  d'exact  que  le  résultat  R  =  ^^     ,^^  tiré 

de  la  comparaison  des  termes  du  second  ordre.  Pour  avoir  de  cette 

manière  la  valeur  exacte  de  -,  en  la  déduisant  des  termes  aficctés 

de  o',  il  Ëiudrait  que  l'expression  de  la  flèche  en  6  fut  elle-même 

exacte  jusqu'aux  6';  mais  le  terme  qui  devrait  suivre  ^,  n'étant 

pas 
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90U  e^ression  en  6  sera 

Q(^'fl+x"^  4-x'"  ^  +  etc.)  -yfl  -y  ^-y  ^î^-etc., 

ou       (Qx'-y)fl  +  (Qa:"-y')  ?  +  (Q*"'-y")5?^  +  etc. 

Les  deux  premiers  termes  se  réduisent  à  ^  par  la  substitution  des 

râleurs  de  a/,  jc",  y, y';  pour  avoir  le  terme  suivant,  il  n'y  aura 
qu'à  chercher  les  valeurs  de  x'",y"  d'après  celles  de  a^'^y.  Or,  on  a 
y'==Qx''-g',d'oùl'ontire7'''=Qx'''+QV^donc,Qa/''— /"=— <^ 
Pour  avoir  Q',  je  prends  Téquationy  =  Qx'  qui  résulte  des  valeurs 
oc'  et  y  trouvées  ci-dessus,  d'où  l'on  tire  j"  =  Qa/'+  (yx*  j  donc 

Il  résulte  de  là  que  l'expression  de  la  flèche ,  au  lieu  d'être  sioH 
plement  ^  sera  ^  —  ^.  Ainsi,  au  lieu  de  l'équation— =Ro'-+-So% 
on  aura  celle-ci, 

a  ou  '  ' 

qui  est  exacte  jusqu'aux  quantités  du  troisième  ordre.  En  y  substi- 
tuant la  valeur  de  6  de  l'article  précédent ,  qui  est  exacte ,  jusqu'aux 
quantités  du  second  ordre,  on  aura  au  quatrième  ordre  près. 

savoir, 

R0.4- so» =£ii±^  H- eli±^  J 

au*  ou*  ' 

d'où  l'on  tire ,  par  la  comparaison  des  termes , 

B_g('-f  Q')      q_y(i+<y)' 
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Substituant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  u^  tirée  de 
la  première ,  et  qui  est  la  nàême  qu'on  avait  trouvée  plus,  haut , 
on  en  déduira 

r 5S|/i+Q' 

C'est  la  valeur  que  Newton  a  donnée  ensuite  dans  la  seconde 
édition  de  ses  Principes  (Liv.  II,  probl.  III),  et  on  voit  qu'en 

m  m 

mettant  dans  cette  valeury ,  — ^ ,  —  Zl  à  la  place  de  Q,  R,  S, 

comme  dans  Particle  1  g ,  elle  devient  ^^  \jt^^  >  t^^^  V^^ 
Pavons  trouvée  dans  l'article  17. 


«y- 


nous 


aS.  Si  on  voulait  suivre  la  première  marche  de  Newton^  mais  eq 
prenant  pour  la  flèche  qui  répond  au  temps  trè&-petit  6,  l'expression 

plus  exacte  ^  —  €--  que  nous  venons  de  trouver,  on  aurait  pour 
la  flèche  qui  répond  au  temps,  —  T ,  ^  +  ^^  j  substituant  pour 

T  sa  valeur  en  fl  ,  fl  —  —,  elle  deviendrait ^  —  -§-^ *  et  la difio? 

qu'il  Ëiudrait  prendre 


rence  des  deux  flèches  serait  alors 


3u 


pour  ^;  les  valeurs  de  7  et  p  seraient  également,  aux  6^  prés, 


g9»     rj^ 


,  et  l'on  aurait,  par  la  substitution, 

«^         ar         j  r        3«/ 

7-T  =  ç-  ;     donc    -  =  -s-z» 


Prenant  maintenant ,  comme  Newton  ,  «t=  o  \/i  +  Q%  y  =  Ro% 
d^=  aSo^,  on  aurait  le  résultat  exact 

g""       4R-       • 

Comme  Newton  n'est  .parvenu  à  ce  second  résultat  qu'en  suî-f 
vaut  une  marche  analogue  à  celle  du  calcul  difierentiel,  et  en 
considérant  deux  tangentes  successives  ,  ou  deux  côtés  successifs 
de  la  courbe,  au  lieu  que  dans  la  première  solution ,  il  n'avait  con- 
sidéré qu'une  seule  tangente  prolongée  de  part  et  d'autre  àxx  point 
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de  contact  ;  nous  ayons  cru  devoir  montrer  comment ,  sans  s'écar- 
ter de  Tesprit  de  cette  solution ,  mais  en  la  rectifiant  par  la  mé* 
thode  des  séries,  on  pouvait  aussi  arriver  à  un  résultat  exact.  Ea 
effet,  on  peut  toujours  trouver,  par  cette  méthode  ,  les  premiers 
termes  de  l'ordonnée  en  série  d'une  courbe ,  ou  en  général  du  dé- 
veloppement d'une  fonction,  lesquels  satisfassent  aux  conditions 
mécaniques  ou  géométriques  du  problème  proposé  ;  et  la  loi  de  ces 
termes  donnera  l'équation  du  problème.  C'est  en  quoi  consiste  la 
méthode  qu'on  peut  appeler,  d'après  Newton^  méthode  des  série9| 
pour  la  distinguer  de  la  méthode  des  différences  ou  des  fonctions 
dérivées,  par  laquelle  on  arrive  directement  à  cette  équation 
sans  le  circuit  des  séries  et  sans  employer  d'autres  termes  que 
ceux  qui  doivent  y  entrer ,  comme  on  le  voit  par  l'analyse  de 
i'article  18, 

'  a4.  II  est  à  remarquer,  au  reste ,  que  la  construction  employée 
par  Newton  dans  sa  seconde  solution,  mène  à  une  formule  seiiH 
blable  à  celle  de  la  première  que  nous  avons  représentée  par 

-  =  271 ,  et  que  nous  avons .  vu  n'être  pas  exacte ,  mais  avec  cette 

différence  que  la  quantité  J^,  au  lieu  d'exprimer  ,  comme  dans  Ta 
première  solution ,  la  difierence  des  flèches  qui  répondent  à  dea. 
portions  égales  de  la  même  tangente ,  prises  de  part  et  d'autre  da 
point  de  contact ,  et  dont  les  parties  correspondantes  de  Taxe  des  x 
sont  o  et  —  o ,  doit  exprimer ,  au  contraire,  la  différence  des  flèches 
de  deux  tangentes  consécutives ,  prises  du  même  côté ,  et  répon- 
dantes à  des  parties  de  l'axe  égales  à  o.  Pour  avoir  ces  flèches , 
iVwfo»  représente  l'ordonnée  qui  répond  à  l'abscisse  orHra, 
par  la  série  P  +  Qo+  Ro^-f-So'  +  etc.j  mais  il  les  détermine  par 
la  méthode  différentielle ,  en  prenant  la  différence  d'une  ordonnée 
intermédiaire  et  de  la  demi-somme  des  deux  ordonnées  adjacentes. 
Ainsi,  en  considérant  les  trois  ordonnées  qui  répondent  aux  abs- 
cisses X — o^  x^  ^+0,  il  a  la  flèche  fio%  et  les  ordonnées  qui 
répondent  aux  abscisses  Xy  x-^-^o^  x-(-âo  donnent  la  flèdie 
Ro*  +  5So^,  et  la  différence  des  deux  flèches  est  3So*.  Cette  valeur 
étant  prise  pour  cT  ^  et  Siisant  ^  comme  dans  la  première  solutiox) 
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5i9 


(art  19),  a  =  oVr-i-Q*,  >=Ro%on  a 


t 

y 


4R* 


expression  exacte  y  comme  on  Pa  yu  plus  haut 

Suivant  nos  dénominations,  lorsque  x? devient  or *f-^j^  devient 

jf +  oy'+— ^-  H — *3  >  etc.  La  partie  de  la  tangente  qui  répond 
à  o  est  o  s/x  +y^  ;  c'est  la  valeur  de  a.  La  partie  interceptée 
entre  la  tangente  et  la  courbe ,  ou  la  flèche ,  est  ^  +  ^  ,  etc.  j 
c^est  la  valeur  de  y.  Ainsi  on  a ,  dans  les  deux  solutions , 


4v* 


ay''^ 


A  l'égard  de  cT,  dans  la  première  solution ,  c'est  la  dififêrence  des 

flèches  qui  répondent  à  o  et  à  —  o ,  laquelle  est  -l-  ;  notais  dans, 

la  seconde  solution ,  c'est  la  difierence  des  flèches  qui  répondent 
à  J?  et  à  x+o.  Or,  x  devenant  ar+o,y  devient y-|- 07^**+ etc.; 


donc ,  négligeant  les  o^,  la  seconde  flèche  sera  ^^  +  ^-Ç-  y  et  la 
différence  des  flèches  sera  -221.  Substituant  dans  7^  =  ■  ^]  ^^^-  , 
la  première  valeur  de  J^=:-^,  ou  la  seconde  -S^L^  on  a  les  deux 

résultats^  g  i]j"^  et  -^  ^v^  >  ^^^'  ^  premier  est  fautif  et  le 
second  exact  (  art.  19  ). 


1 . 4  « . 
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CHAPITRE  V. 

Du  mouvement  d^un  corps  sur  une  surface  donnée,  ou  assu/éU 

■ 

à  de  certaines  conditions.  Du  mouvement  de  plusieurs  corps 
liés  entre  eux.  Des  équations  de  condition  entre  les  coor^ 
données  de  ces  différens  corps  ,  et  de  la  manière  d^en  déduira 
les  forces  qui  résultent  de  leur  action  mutuelle.  DémonstnUion 
générale  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

a5.  Heprenons  les  formules  générales  de  rarticle  i5,  et  suppo-, 
sons  que  la  force  P  soit  dirigée  vers  un  point  ou  centre  déter- 
miné par  les  coordonnées  a ,  &  ^  c  ;  si  on  nomme  p  la  distança 
rectiligne  de  ce  centre  au  point  de  la  courbe  qui  i:épond  aux 
coordonnées  x  ^jj  z ,  on  aura 

et  il  est  visible  que  X'—a,jr — &,  z'—c  seront  les  projections 
de  la  ligne  p  sur  les  axes  des  a: ,  j^ ,  »  j  donc  iHf  ^  y~    ^  iZli 

seront  les  cosinus  des  angles  que  la  ligne  p  fait  avec  ces  axes,  c'est- 
à-dire,  des  angles  A, /x,  y  que  la  direction  de  la  force  P  Ëiit  aveé 
les  mêmes  axes.  Donc  les  termes  P  cos  A ,  P  cos  /jl  ,  P  cos  y  dus  à 
la  force  p  dans  les  valeurs  de  Mjc'',  My",  Mz",  pourront  être  repré- 
sentés par  P  fmf  j  P-^"^  y  P  ~  ^  :  ce  sont  les  forces  qui  ré- 
sultent de  la  décomposition  de  la  force  P  suivant  les  directions 
des  coordonnées  x  ^jr^z. 

Si  maintenant  on  suppose  p  égale  à  une  constante  dj  on  aura 
réquation  d'une  sphère  dont  ^sera  le  rayon,  et  dont  le  centre  sera 
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déterminé  par  les  coordonnées  a ,  & ,  c  ;  et  la  direction  de  la  force 
P  dera  perpendiculaire  à  la  surface  de  cette   sphère*  Donc  elle 
sera  aussi  perpendiculaire  à  toute  autre  surface  qui  passerait  par 
le  même  point  et  qui  serait  tangente  à  la  sphère. 
Représentons  par  {{xyjy  9)zss:o  Téquation de  la  sphère 

V(x— a)H-(7— *)•+(»  — c)*-rf==o, 

on  aura  y  en  prenant  les  fonctions  primes , 

^=n^),  ^=f'(r),  ^'=f(z), 

et  comme  on  a  supposé  p:=zdy  il  est  clair  que  les  forces  dirigées 
auiyant  x  ^j^  2 ,  et  résultantes  de  la  force  P ,  seront  exprimées  par 

Pf(^),Pr(jr),Pf'W- 

.  96*  Si  on  a  une  sur&ce  représentée  par  l'équation  F  (jc ,  jr,  z)  n^cf , 
laquelle  soit  tangente  de  la  sphère  dont  il  s'agit ,  il  faudra ,  par  ce 
qu'on  a  vu  dans  l'article  4o  de  la  seconde  Partie ,  que  les  trois  fonc- 
tions primes  F'(j:),  F' (7),  F' (2)  de  cette  sur&cc,  soient  propor- 
tionnelles aux  fonctions  primes  f'(x) ,  ï'{jr)yï'  {z)  de  la  sur£ice 
de  la  sphère.  Donc ,  si  la  force  P  agit  perpendiculairement  à  cette 
sur&ce ,  il  en  résultera ,  suivant  les  directions  de  j:  ,  ^,  z ,  trois 
forces  proportionnelles  à  PF'  {x) ,  PF'C^) ,  PF'  (a). 

Or,  si  on  fait  abstraction  de  la  force  P,  et  qu'on  suppose  que 
le  corps  soit  forcé  de  se  mouvoir  sur  cette  surface ,  il  est  clair  que 
l'action ,  ou  plutôt  la  résistance  que  la  surface  oppose  au  corps  , 
ne  peut  agir  que  dans  une  direction  perpendiculaire  à  la  surface  ; 
îSonc  il  en  résultera,  sur  le  corps,  des  forces  proportionnelles  aux 
fonctions  primes  F'(jr)  ,  F'(7),  F(a)  de  l'équation  F  (a:,/,  ;5)=o 
de  la  surSice. 

Donc  le  même  résultat  aura  lieu  aussi,  si,  en  faisant  abstraction 
de  la  sur&ce,on  considère  seulement  l'équation  F(a:,^,z)  =  o 
€omme  une  équation  de  condition  donnée  pour  la  nature  de  la 
question  mécanique  proposée.  D^où  l'on  peut  conclure  que  toute 
condition  du  problème ,  représentée  par  l'équation  F  (x,^,  ^)=:o. 
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sera  équivalente  à  des  forces  proportionnelles  aux  fonctiotiff  prIooîBfe 
F'  (x) ,  F'(^) ,  F'  (3) ,  et  dirigées  suivant  les  coordonnées  ûCyj-y  s. 
Ainsi ,  en  prenant  un  coefficient  indéterminé  n  y  il  faudra  ajouter 
aux  valeurs  de  Mac",  My,  Mz''  des  équations  de  l'article  i5,  le$ 
termes  nF'(a?),  nF'(^),  nF'(a).  La  quantité  inconnue  n  devra 
être  éliminée,  mais  l'équation  quk)n  aura  de  moins  par  cette  éli- 
mination, sera  remplacée  par  l'équation  de  condition  F  {Xjjr^  z) =o. 
On  peut  étendre  cette  conclusion  au  cas  où  il  y  aurait  deux 
équations  de  condition  représentées  par  F(a:,j^,  z)^so  c% 
^  (a:,  /,  z  )  =  o  j  elles  équivaudraient  à  des  forces  exprimées  par 

nF(a:)+*«'(a:),  nF(^)-|-**'(^),  nF'(z)+*«'(»), 

et  dirigées  suivant  <r,  j^,  z,  qu'il  fendrait  ajouter  aux  valeurs  de  Mjt^ 
M/'y  Mz''(art  i5),  les  coefficiens  II  et  "i"  étant  indéterminés  et 
devant  être  éliminés. 

37.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  qu'un  corps  isolé.  Soient 
maintenant  deux  corps  M  et  N  attachés  aux  extrémités  d'un  ffl 
inextensible  qui  passe  sur  une  poulie  fixe.  Soient  x^  jyZ  les 
coordonnées  du  corps  M  ;  ^ ,  >f ,  C  celles  du  corps  N  ;  a ,  & ,  c  les 
coordonnées  du  point  fixe  où  est  placée  la  poulie ,  et  J  la  loii^ 
gueur  donnée  du  fil  j  il  est  clair  qu'on  aura  l'équation 


que  nous  représenterons  par 

f{x^J^  «>Ç>  »,  0=0. 

Si  on  nomme  T  la  tension  du  fil  qui  agit  également  sur  les  deux 
corps,  et  qu'on  applique  ici  l'analyse  de  l'article  a5,  il  est  clair  que 
l'action  du  fil  sur  les  deux  corps  ^  produira  sur  le  corps  M  les  forcer 
Tf  {x) ,  1/' {y) ,  T/'  (z),  suivant  Jc,  7,  a j  et  sur  le  corps  N  les 
forces  T/ (f ) ,^J' {yi),Tf  (0 ,  suivant  ses  coordonnés  Ç ,  n ,  C- 

Il  en  serait  de  même  si  le  fil  passait  sur  deux  poulies  fixes ,  don^ 
la  position  dans  l'espace  fut  déterminée  par  les  coordonnées  a,.hy  c 
pour  la  preniiére ,  et  par  « ,  /3 ,  7  pom'  la  seconde.  Alors  en  dési- 
gnant 
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gnant  par  d  la  longueur  totale  du  fil ,  moins  la  partie  interceptée 
entre  les  deux  poulies ,  qui  est  aussi  donnée ,  l'équation  de  Finex- 
tenaibilité  du  fil  donnerait 


et  en  représentant  cette  équation  par  f(jr,^,  is,  Ç,  )f,  Ç)  =  o,  on 
aurait   pareillement  Tf  (x) ,  Tr(j) ,  Tf  (z)  pour  les  forces  qui 
tireraient  le  corps  M  suivant  les  coordonnées  or ,  ^,  5 ,  et  Tf  (  Ç) 
Tf  (n ),  Tî'.{]^)  pour  celles  qui  tireraient  le  corps  N  suivant  les 
coordonnées  f ,  )f ,  ^. 

Enfin ,  si  on  supposait  que  le  fil  auquel  est  attaché  le  corps  M 
après  avoir  passé  sur  la  première  poulie  fixe ,  repassât  sur  le  même 
corps  M9  et  de  la  sur  la  même  poulie,  et  de  nouveau  sur  le  corps 
et  sur  '  la  poulie  à  plusieurs  reprises ,  de  numière  qu'il  y  eût  m 
cordons  entre  le  corps  et  la  poulie  ^  qu'ensuite  le  fil ,  en  quittant 
cette  poulie ,  passât  sur  la  seconde  poulie  fixe  y  et  de  là  sur  le  corps 
N  ^  en  faisant  aussi  plusieurs  tours  entre  ce  corps  et  la  même  pou- 
lie avant  d'être  attaché  fixement  au  corps  N,  de  manière  qu'il  y  eût 
n  cordons  entre  ce  corps  et  la  poulie  ;  conmie  la  tension  T  est  la 
même  dans  toute  l'étendue  du  fil,  le  corps  M  étant  tiré  par  m  cordons, 
serait  tiré  vers  la  première  poulie  par  une  force  égale  à  mT,  et 
le  corps  N  serait  tiré  vers  la  seconde  poulie  par  une  force  égale 
à  ;sN.  Or ,  il  est  clair  que  dans  ce  cas  l'équation  qui  renferme  la 
condition  de  l'inextensibilité  du  fil  serait 


en  désignant  toujours  par  d  la  longueur  totale  du  fil,  moins  la  lon- 
gueur interceptée  entre  les  deux  poulies  ;  et  il  est  Ëicile  de  voir 
qu'en  représentant  cette  équation  par  ï{x^  ^>  «>?»«>  0  =0,  on 
aurait  aussi  pour  les  forces  qui  tireraient  le  corps  M  suivante?  ,^,  z , 
et  le  corps  N  suivant  ^ ,  )>  9  C  1^^  mêmes  expressions  que  d* 
dessus  Tr(x),  Tf  (jr),  Tf  (a),  Tr(Ç) ,  Tr(>,),  TfCO- 

Si  on  suppose  que  P  et  Q  soient  les  forces  qui  tirent  les  corps 
M  et  N  vers  les  deux  poulies  fixes,  on  aura  Pz=mT  et  Q=/iT  j  donc 
puisque  tu  et  n  doivent  être  des  nombres  entiers ,  si  les  quantités 
P  et  Q  sont  commensurables ,  il  faudra  prendre  T  pour  leur  corn- 

45 
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mune  mesure  ;  mais  quelles  que  soient  les  forces  P  et  Q ,  on  peut 
toujours  les  représenter  par  mT  et  /iT,  en  prenant  dans  le  ca» 
où  elles  seraient  incommensurables,  les  nombres  m  et  n  txis^ 
grands  et  la  quantité  T  infiniment  petite  j  et  les  forces  qui  tirent 
les  corps  M  et  N  suivant  leure  coordonnées  ar,^,  ?,  Ç,  ^t»  Ç  seront 
toujours  proportionnelles  aux  fonctions  primes  de  la  même  dquar* 
tion  de  condition  relatives  à  ces  coordonnées. 

d8.  Maintenant,  si  au  lieu  de  l'équation  de  condition 

dépendante  de  Fincxtensibilité  du  fil ,  on  a  une  autre  équation 
quelconque  entre  les  mêmes  coordonnées  ^  9  J'y  2  »  Ç  »  f ,  C  d^ 
deux  corps,  représentée  par  F(jc,j,  «??>»»>  Ç)  =  o,  on  peut, 
en  regardant  les  constantes  qui  entrent  dans  la  première  de  ces 
équations  comme  arbitraires ,  &ire  coïncider  non-seulement  les 
équations  mêmes  ,  mais  encore  toutes  leurs  fonctions  primes  pour 
des  valeurs  données  des  variables  x,  /,  z,  Ç ,  n  j  ^lAe  cette  ma* 
nière  les  deux  équations  deviendront  comme  tangentes  Pune  de 
l'autre,  par  la  tbéorie  des  contacts  que  nous  avons  donnée  dans 
la  seconde  Partie  ;  et  quelle  que  soit  la  liaison  des  deux  corps  qui 
est  représentée  par  l'équation  F(jc,^,  z,Ç,>»,Ç)ac=o,  elle  dfe- 
viendra  équivalente  à  celle  d'un  fil  qui  passe  par  deux  poulies. 
On  pourrait  croire  que  puisque  l'équation  de  condition 


pour  un  fil  simple  qui  passe  sur  deux  poulies  fixes ,  renferme  sept 
constantes  arbitraires ,  elle  peut  toujours  avoir  un  contact  du  pre- 
mier ordre  avec  une  équation  quelconque ,  puisque  ce  contact  ne 
demande  que  sept  conditions  ;  mais  en  représentant  cette  équatioQ 
pary(x,j,  fi,  Ç,  >î,  Ç)=^>  et  prenant  ses  fonctions 
il  est  visible  qu'on  a 


f (0  +f'(^)  +f' (*)=!,    f'(?)  +r(».)  +f (0  =  1 
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de  sorte  qu'on  ne  pourrait  plus  satisfaire  en  général  aux  conditions 
du  contact 


f(^)  =  F'(a:),  r(jr)  =  F'(r),   r(.)  =  F'(-). 

f'(e)=F'(e),  f  (if)=F'(ii),  r(o=F'(o. 

Cet  inconyénient  disparaît  en  prenant 


^our  réquation  de  condition  du  fil  multiple ,  à  cause  des  nouveaux 
çoeliiciens  indéterminés  /n  et  n  ;  et  on  peut  donc  dire  que  Téquation 
de  condition  donnée  F  (xy  y  y  2,^,  if,Ç)=so  produit  sur  les 
corps  M  et  N  les  mêmes  forces  que  le  fil. 

On  tirie  de  là  cette  conclusion ,  que  dans  un  système  de  deux 
corps  dont  la  liaison  dépend  de  l'équation  V  (x  ^  y  ^  z,  ^ ^  n ,  Qz=s o ^ 
leur  action  mutuelle  produit  sur  l'un  des  corps  les  forces  IIF'  (x) , 
nF'(y) ,  nF'  (z)  suivant  les  trois  coordonnées  rectangles  x^y^z^ 
et  sur  l'autre  corps  les  forces  nF'(Ç),  nF(>f),  nF'(Ç)  suivant  les 
coordonnées  rectangles  0,  yî,  C»  ^  étant  wi  coefficient  indéterminé. 

ag.  Si  le  système  était  composé  de  trois  corps  ayant  pour  coor- 
données rectangles  ^,  j^,  «,  Ç ,  >»,  ^ ,  x,  y,  z,  on  trouverait,  par 
un  pareil  raisonnement ,  que  toute  équation  entre  ces  coordonnées 
dépendante  de  la  liaison  des  corps,  et  représentée  par 

F(^,^,  s,  Ç,  >i,  Ç,x,y,z)  =  o, 

donnerait  pour  le  premier  corps  les  forces  IlF'  {x) ,  IIF'  (^  ) , 
ITF'  («)  suivant  x ,  j ,  s  j  pour  le  second  corps,  les  forces  IIF'  (Ç) , 
IIF'  (  n) ,  nF'.(Ç  )  suivant  ? ,  >î  ,  Ç ,  et  pour  le  troisième,  les  forces 
nF'(x),  nF'(y),  nF'(z)  suivant  x,  y ,  zj  et  ainsi  de  suite,  si  le 
système  était  composé  d'un  plus  grand  nombre  de  corps.  En  efiet , 
quel  que  soit  le  nombre  des  corps  ,  et  quelle  que  soit  leur  liaison , 
elle  ne  peut  produire  sur  chaque  corps  qu'une  force  déterminée 
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saivant  une  certaine  direction  ;  or ,  toutes  ces  forces  peityelR  étf» 
aussi  produites  par  la  tension  d'un  même  fil  qui  passerait  successif 
vement  et  à  plusieurs  reprises ,  sur  les  mêmes  corps ,  et  sur  des 
poulies  fixes. 

Enfin,  s'il  y  avait  entre  les  mêmes  coordonnées  une  seconde 
équation  de  condition  représentée  par 

*(^>y,5,  Ç,  >i,Ç,x,y,z)=o, 

il  en  résulterait  d'autres  forces  exprimées  par  •**'  Çx) ,  *•'  (y)  t 
-*•*'  (js)  pour  le  premier  corps  ,  par  **'  (g) ,  **'  (>i) ,  •*■*'  (C)  pour 
le  second  corps ,  et  par  **'  (x) ,  **'  (y) ,  ^^'(z)  pour  le  troisième  , 
et  suivant  les  directions  des  mêmes  coordonnées ,  le  coefficient  "i^ 
étant  indéterminé  comme  le  coefficient  H;  et  ainsi  de  suite  ^  s'il  j 
avait  un  plus  grand  nombre  d'équations  de  condition* 

3o.  On  doit  conclure  de  là  en  général ,  que  les  forces  qui  peuvenC 
résulter  de  l'action  mutuelle  des  corps  d'un  système  donné ,  se 
déduisent  directement  des  équations  de  condition  qui  doivent  avoir 
lieu  entre  les  coordonnées  des  di£fêrens  corps  du  système ,  en  pre-^ 
nant  les  fonctions  primes  des  fonctions  qui  sont  nulles  en  vertu 
de  CCS  équations.  Les  fonctions  primes  de  la  même  fonction  y  prise» 
par  rapport  aux  différentes  coordonnées  y  sont  toujours  propor- 
tionnelles aux  forces  qui  agissent  suivant  ces  coordonnées ,  et  qui 
dépendent  de  la  condition  exprimée  par  cette  fonction. 

J'étais  déjà  arrivé  à  un  résultat  semblable  dans  la  Mécanique 
analytique ,  en  partant  du  principe  général  des  vitesses  virtuelles  j 
et  en  effi^t,  ce  principe  est  renfermé  dans  le  résultat  que  nous 
venons  de  trouver.  Car  il  est  évident  que  si  plusieurs  forces  ap^ 
pliquées  à  un  système  de  corps  sont  en  équilibre,  elles  doivent 
être  égales  et  directement  opposées  à  celles  qui  résultent  de  leur 
action  mutuelle. 

Soient  X^  V  ^  Z  les  forces  appliquées  à  l'un  des  corps  suivant 
les  directions  des  coordonnées  Xy  jy  z  prolongées ,  E ,  T,  2  les 
forces  appliquées  à  un  autre  corps  suivant  le  prolongement  de 
ses  coordonnées  Ç  ,  >i,  Ç,  et  X,  Y,  Z  les  forces  appliquées  à  ub 
troisième  corps  suivant  le  prolongement  de  ses  coordonnées  x,  y,  a^ 
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ftn  aura  par  ce  qu'on  vient  de  démontrer 

jf=:nF'(x)+**'(a:),  r=nF'(j)+**'(^),  Z=nF'(«)+**'(2); 

s==nF'(Ç)+**'(0),  T=nF'(ii)+i'«'('')»  2=:nF'(0+**'(0» 

X=nF'(x)  +  **'(x)»  Ys=nF'(y)+**'(y)»  Z=nF'(z)+**'(z)j 


et  de  là  on  tirera  immédiatement 
'    xà:'4-Yy-f-Z2'+Sf+T))'  +  2C'+Jrx'+\Jry'+Zz' 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  évidemment  nul  en 
yertu  des  équations  de  condition,  puisque  les  quantités  indéter- 
minées n ,  "i^  se  trouvent  multipliées  par  les  fonctions  primes  de  ces 
•  donc  on  aura 


Xa/+  ry+  Z5'+  SÇ'+Tiï'H-  2Ç'+  Xx'+  Y/+  Zz' = G , 

équation  générale  du  principe  des  vitesses  virtuelles  pour  l'équilibre 
des  forces  Xj  F,  Z,  H ,  T,  2 ,  X,  Y,  Z ,  dans  laquelle  les  fonctions 
primes  x',  j\  z'j  ^\  etc.  expriment  les  vitesses  virtuelles  des  points 
auxquels  sont  appliquées  les  forces  X,  F,  ^,  H,  etc.,  estimées 
aoivant  les  directions  de  ces  forces.  Voyez  la  première  '  Partie 
de  la  Mécanique  analytique. 

Au  reste ,  on  ne  doit  pas  être  surpris  de  voir  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  devenir  une  conséquence  naturelle  des  formules 
qui  expriment  les  forces  d'après  les  équations  de  condition ,  puisque 
la  considération  d'un  fil  qui ,  par  sa  tension  uniforme ,  agit  sur  tous 
l08  corps  et  y  produit  des  forces  données^  suffit  pour  conduire  à 
une  démonstration  directe  et  générale  de  ce  principe ,  comme  je 
Faî  (ait  voir  dans  la  seconde  édition  de  l'ouvrage  cité. 
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CHAPITRE  VI. 

De  la  ioi  du  moupement  du  centre  de  graçité.  De  la  loi  des 
aires  dans  la  rotation  autour  d'un  axe  fixe  ,  ou  d'un  seul 
point  fixe,  ou  autour  du  centre  de  gravité  dans  les  systèmes 
libres. 


5i.  i^  ous  venons  de  donner  la  manière  de  déterminer  les  forces 
qui  peuvent  résulter  de  l'action  mi^tuelle  des  corps  dans  un  sys- 
tème quelconque ,  et  qui  doivent  être  ajoutées  aux  autres  forces 
dans  les  équations  de  l'article  i5,  pour  avoir  les  équations  com-* 
plettes  du  mouvement  du  système.  Quoique  les  équations  de  coih 
dition  F (x,j,  «,  g,  u,  Ç. . .)  ==  o ,  O  {x^jr,  z,  ^,  u,  Ç. , .)  =  o,  ctc, 
qui  donnent  naissance  à  ces  forces ,  dépendent  des  circonstances 
particulières  de  chaque  problème ,  il  y  a  néanmoins  des  cas  gé« 
uéraux  qui  méritent  d'être  examinés,  parce  qu'ils  offrent  des  résultats 
remarquables. 

Le  premier  de  ces  cas  est  celui  où  les  conditions  du  système 
sont  indépendantes  de  l'origine  des  abscisses  ^  >  0 ,  etc. ,  et  où  ks 
fonctions  désignées  par  les  caractéristiques  F ,  4) ,  etc.  ne  contiemient 
que  les  différences  0  —  Xy  x  •—  x ,  etc.  des  abscisses.  Alors ,  il 
est  évident  que  si  on  augmente  chacune  des  variables  ^,0,  etc. 
d'une  même  quantité  i,  cette  quantité  disparaîtra  d'elle-même  des 
fonctions  dont  il  s'agit  Or,  en  substituant  x+i,  f  +  <9  etc. ,  à  la 
place  de  .r,  Ç,  etc.  dans  la  fonction  F  (ar,j^ ,  «,  Ç,  >» ,  Ç.  • .)  >  ®^® 
devient ,  par  le  développement , 

F(a:,^,5;,  Ç,>î,  Ç...)  +  z[F(x)  +  F(e)  +  etc.]+etc. 
Donc ,  on  aura  nécessairement  l'équation  du  premier  ordre    - 

F(^)  +  F'(Ç)+etc.=o. 
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On  trouvera ,  do  la  mèmà  tB&Diére  >  - 

*'(a:)  +  *'  (Ç)  +  etc.=  oj 

et  ainsi  de  suite. 

Or ,  si  le  systètaie  n'est  soumis  à  d'autres  forées  (jue  eelles 
qui  peuvent  résulter  de  l'action  mutuelle  des  corps,  les  équations 
du  mouvement  relatives  awL  coordonnées  a: ,  Ç ,  etc.  seront  de  la 
forme  (art.  i5), 

afcr/'  =nF(jc)  +  **^(aî)  +  etc., 
Nf  t=  nF  (Ç)  4-  **'  (?)  +  etc. , 
etc. 

Donc  f  ajoutant  ces  équations  ensemble ,  on  aura  simplement 


Ma/'4*Nf'-|*etc-s=t:o, 

équation  indépendante  des  conditions  du  système. 
Cette  équation  a  Téquation  primitive 

Mar'^-NÇ'+etc.ssii; 

et  cdle^ci  a  encore  l'équation  primitive 

Mx  H-  NÇ + etc.  =  «1 4-  J , 

0  et  6  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ainri,t>n  atout  de  suite,  dans  ce  cas^  une  relation  entre  les 
difierentes  abscisses  Xy  ? ,  etc. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  cas  dont  il  s'agit ,  aura  lieu  dans  tout 
système  enticrèment  libre  de  Se  mouvoir  dans  la  direction  de 
l'axe  des  abscisses ,  quelle  que  soit  l'action  que  les  corps  peuvent 
exercer  les  uns  sur  les  autres.  Car  alors ,  relativement  à  cet  axe , 
les  conditions  du  système  ne  pourront  dépendre  que  de  la  posi- 
tion respective  des  corps ,  et  nullement  de  leur  position  par  rapport 
à  l'origine  des  abscisses  ;  par  conséquent ,  les  équations  qui  expri- 
meront ces  conditions  )  ne  pourront  contenir  que  les  différences 
a;  —  ? ,  etc.  des  abscisses.  Et  si  les  corps  exercent  les  uns  sur  les 
autres  des  attractions  ou  des  répulsions  mutuelles ,  comme  les 
tboctiona  F  {xjjr^  a,  Ç.  • .)  dues  à  ces  forces,  ne  dépendent  que 
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des  dislances  ^/[(a:— ^)*-f-  (  j-^if)»^.  (*—<)•] ,  etc. ,  ces  foncdoM 
auront  aussi  la  même  propriété* 

Donc  9  lorsque  le  mouvement  du  système  sera  tout  à  fait  libre 
suivant  la  direction  de  l'axe  des  x,  de  quelque  manièrQ  que  les 
corps  agissent  les  uns  sur  les  autres ,  soit  par  des  forces  quelconqii|S9 
de  résistance ,  ou  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mit- 
tuelle  ,  réquatîon  précédente  entre  les  abscisses  x^  ^^  etc.  des 
différons  corps ,  aura  toujours  lieu. 

Si  l'on  prend  dans  le  système  un  point  qui  réponde  à  l'abscisse 
X,  telle  que  l'on  ait 

Y Mj?  +  Ng  +  etc. 

■^~"    M  +  N+etc.    ' 

on  aura 

X"=o,    et  de  là    X'=a,    X=:atj 

en  supposant  que  l'espace  a:  soit  nul  au  conunencement  du  temps, 
Aini>i  7  le  mouvement  de  ce  point  suivant  la  direction  de  l'àe  des 
X  sera  uniforme  avec  la  vitesse  constante  a. 

52.  Si,  dans  le  même  système,  on  suppose  que  les  corps  M:^ 
N ,  etc.  soient  de  plus  animés  par  des  forces  quelconques  P,  Q,  etc. 
dirigées  suivant  Taxe  des  x  et  tendant  à  augmenter  les  a: ,  ^ ,  etc. , 
il  &udra  dans  ce  cas  ajouter  respectivement  les  quantités  P, 
Q  ^  e{c.  aux  valeurs  de  M^^  N^'' ,  etc.  ;  ce  qui  dppnera  les 
équations 

Ux" = P  4-  nF'  (x)  +  **'  (x)  H-  etc., 

Nr'=Q  +  nF(Ç)H-**'  (e)  +etc., 

etc., 

dont  la  sonune  sera 

■ 

Mx''+  NÇ''+  etc-  =  PH-  Q  +  etc.  ; 

et  si  l'on  substitue  pour  Mr+NÇ+etc.  la  quantité (M4-N-|-etc.)X| 
on  aura 

(  M+N+etc.)  X"=  P  +  Q  H-  etc. , 

f^uatipn  qui  représente  le  mouvement  rectiligne  swvant  l'axe  des  x 

d'un 
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d'an  corps  dont  la  masse  serait  M  *f-  N-j-  etc. ,  et  qui  serait  animé 
par  une  force  égale  à  P-f-Q+etc. 

lyoù  l'on  peut  conclure  que  le  point  du  système  qui  répond  à 
Fabscisse  X,  aura ,  dans  la  direction  de  l'axe  des  x,  le  même  mou- 
yement  qu'il  aurait  si  tous  les  corps  du  système  étaient  concentrés 
dans  ce  point,  et  que  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  les  corps 
dans  la  direction  du  même  axe,  lui  fussent  appliquées. 

35.  Si  le  système  est  libre  à  la  fois  relativement  à  l'axe  des  x 
et  à  celui  des  j^,  ihest  visible  que  les  mêmes  résultats  auront  lieu 
pour  les  mouvemens  suivant  ces  deux  axes  ^  et  si  le  système  est 
absolument  libre  dans  tous  les  sens ,  alors  les  mêmes  résultats 
aioront  lieu  par  rapport  aux  trois  axes  ;  et  on  en  pourra  conclure 
que  si  on  prend  dans  le  système  un  point  qui  réponde  aux  coorr 
données  X,  Y,  Z,  telles  que  l'on  ait 

■^~    M+N+etc.    > 
-  My  +  Nw  +  etc, 
"    M  +  N  +  etc.   ' 

^^    M  +  N  +  etc.  ' 

ce  point ,  lorsque  le  système  n'e^  animé  par  aucune  force  exté- 
rieure, se  mouvra  uniformément  en  ligne  droite  ;  et  que  si  les 
diflerens  corps  du  système  sont  animés  par  des  forces  quelconques , 
le  même  point  se  mouvra  comme  si  tous  les  corps  y  étaient  con- 
centrés, et  que  toutes  les  forces  y  fussent  appliquées  chacune 
suivant  sa  direction  propre. 

Le  point  dont  il  s'agit  est  connu ,  en  mécanique ,  sous  le  nom  de 
centre  de  gravité  j  et  la  proposition  que  nous  venons  de  démontrer 
s^énonce  ordinairement  ainsi  :  L'état  de  mouvement  ou  de  repos 
du  centre  de  gravité  de  plusieurs  corps ,  ne  change  point  par  l'action 
mutuelle  des  corps  entre  eux ,  pourvu  que  le  système  soit  cntiè- 
Têment  libre  ;  c'est  ce  qui  constitue  la  loi  de  la  conservation  du 
mouvement  du  centre  de  gravité. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  loi  a  lieu  aussi  lorsque ,  par 
ia  rencontre  et  l'action  mutuelle  des  corps ,  il  survient  des  chan* 

46 
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gcmens  brusques  dans  leurs  mouvemens  ;  car  on  peut  regarder 
ces  changemens  comme  produits  par  l'action  de  ressorts  inter- 
posés entre  les  corps  qui  se  choquent,  et  dont  la  durée  est 
presque  momentanée.  C'est  ainsi  qu'on  peut  envisager  les  change- 
mens qui  arrivent  dans  le  choc  des  corps  durs  ,  et  c'est  par  celte 
raison  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  n'est  point  altéré 
dans  CCS  changemens. 

54.  On  rapporte  communément  le  centre  de  gravité  de  pkisiear» 
corps  à  trois  axes  fixes ,  par  le  moyen  des  coordonnées  X ,  Y,  Zy 
données  ci-dessus;  si  on  voulait  le  rapporter  à  des  points  défer* 
minés,  alors  nommant  a,  hj  c  les  trois  coordonnées  d'un  de 
ces  points ,  et  ^  la  distance  du  centre  de  gravité  à  ce  peint  p 
on  aurait 

i/*  =  (X  — a)- +(¥—«)*+ (Z—^)* 
=:X*-f- ¥•+  Z*— .  aaX—  aAY— acZ+fl*+  b^  +  c\ 

Or,  si  on  foit  le  carré  de  la  quantité  Mx+N^H-^tc^ilest 
Ëicilc  de  voir  qu'on  peut  le  mettre  sous  la  Ibrme 

(M+N4.etc.)(Mx*+Nf+eteO  — MN(jc— ?)•  — etc.; 
donc  on  aura  (  art.  précédent)   . 

^    „  "*    It  +  N  +  etc.  (M-fN+ctc.y     ' 

et  de  la 


^                        M  +  N  +  etc.  (M  +  N  +  eteO^* 

On.  trouvera  de  Biâse 

.                M  +  N  +  etc.  (M+l^+etc^r  ' 

et  pareillement 

^                       M+N  +  etc.  (M+N  +  eteÔ^* 

Si  ron  fiiic  ees  substitutions  dans  Feipression  précédente  dé  rf", 

et  qplon  désigne,  pour  abréger,  par  A  k  soœmfe  des  masse»  M, 
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N|  etc.,  multipliées  chacune  par  le  carré  de  sa  distance  au  point 
dc»mé,  cette  somme  étant  de  plus  divisée  par  la  somme  des 
masses;  et  qu'on  désigne  aussi  par  B  la  somme  des  produits  des 
masses  prises  deux  à  deux  et  multipliées  par  le  carré  de  leurs 
distances  respectives,  cette  sonoune  étant  divisée  par  le  carré  de 
la  somme  des  masses  ^  on  aura  ^*  =:  A  —  B ,  et  par  conséquent 
^î=i/(A-.B). 

Ainsi,  comme  la  quantité  B  ne  dépend  que  de  la  position  res- 
pective des  corps ,  si  on  détermine  les  valeurs  de  A  par  rapport 
à  trois  points  différens,  pris  dans  le  système  ou  hors  du  système, 
à  volonté,  on  aura  les  dkbinces  du  centre  de  gravité  à  ces  points, 
et  par  conséquent  sa  position  absolue.  Si  les  corps  étaient  tous 
dans  le  même  plan,  il  suffirait  de  considérer  deux  pcânts,  et  9 
n'en  faudrait  qu'un  seul  si  tous  les  corps  étaient  dans  une  même 
ligne  droite.  En  prenant  les  trois  points  donnés  dans  les  corps 
inémes  du  système ,  la  position  du  centre  de  gravité  sera  donnée 
simplement  par  les  ibasses  et  par  leurs  distances  respectives. 
Comme  cette  manière  de  trouver  le  centre  de  gravité  est  peu 
connue,  j'ai  cru  pouvoir  la  donner  ici  à  cause  de  Futilité  dont  elle 
peut  être  dans  plusieurs  occasions. 

35.  Le  second  cas  est  celui  où  les  conditions  du  système  sont 
indépendantes  de  la  direction  des  axes  des  x  €lj  sur  le  plan  de 
ces  coordonnées,  ensorte  qu'en  faisant  tourner  ces  axes  autour 
de  l'axe  des  z  d'un  angle- quelconque  i,  ce  qui  changera  les  abs* 
cisses  or,  0,  etc.  en  x  cos  i  — jr  sin/ ,  0  cosi  —  n  sini,  etc. ,  et  les 
ordonnées  j^  9i,  etc.  eajr  cosi  +  x  sin/,  9t  cosî  +  ^  sin  /,  etc. , 
les  fonctions  représentées  par  les  caractéristiques  F,  4),  etc.  ne 
varient  point  par  ces  changemens,  quel  que  soit  l'angle  i.  Il  est 
Êicile  de  voir  que  cette  propriété  aura  lieu ,  en  général,  dons,  toute 
fonction  des  quantités  a;*-î-^*,  Ç'+  >i*,  x^  4-/ït>  ^'i  -"  J^Çj  etc. 

Si  l'on  fait  dans  ce  cas 

a=ar(cosi—  i)  — j  sini,      4=:j^(cosz—  i)-f-a;sin<, 
a=:^(cosi  —  i)  —  tisint,      /3:±=ii(cosi — i)  +  0sini,  etc.j 

il  Ëiudra  qu'en  substituant  à  la  fois  dans  ces  fonctions  x+a^ 
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/  -f-  *,  ?  +  «,  *ï  +  /3,  etc.  à  la  place  de  x^  y^  ^,  )f ,  etXî.,  et 
développant  suivant  les  puissances  de  i,  la  somme  des  termeai 
affectés  d'une  même  puissance  soit  nulle.  Or,  par  ces  substitutions, 
et  par  le  développement  suivant  les  puissances  de  a^  b^  et^  ^^  etc., 
la  fonction  F(x,  j^,  z,^. . .)  devient 

+  fF'C^)  +  etc. 
Mais  on  a 

sin  i  =  «  —  — =  -f-  etc. ,       cos  i  =  i  — .  -  +  etc.  : 

donc  les  termes  affectés  de  i  dans  la  formule  précédente  seront 

ii-^jY  {x)  +  ^F'(/)  -  ^F'  (e)  +  ^F'  (»»)  -  etc.  ]  ; 

par  conséquent  on  aura  pour  la  fonction  F  (or,  /• .  •)  l'équation  de 
condition 

xYf  —fe\x)  +  ÇF  (n)  —  >iF'(0)  -f-  etc.  =  o. 

On  trouvera  de  la  même  manière  pour  la  fonction  4'(«,  jr.  •  »), 
réqualion 

xil>'{j)  ^j<b'{x)  +  ?«'(>»)  —  ))4'(^)  +  etc.  =  o; 

et  ainsi  des  autres. 

36.  Maintenant,  si  les  cofps  du  système  n'éprouvent  d'autres 
actions  que  celles  qui  peuvent  résulter  de  leur  liaison  mutuelle , 
les  équations  du  mouvement  relatives  aux  coordonnées  x^  jr^  0, 
î»,  etc.  seront  de  cette  forme  (art.  26  et  5o); 

Mx"  =  m\x)  +  **'(a')  +  etc. } 
M/'  =  nF'(j)  +  **'(r) -H  etc.} 
Ng"  =nF'(^)  +  **'(Ç)  +  etcj 
N>ï"  =s  nF'(»)  +  **'  W  +  etc.  j 
etc. 

Donc,  si  oh  ajoute  la  seconde  de  ces  équations  multipliée  pat 
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a:^  la  quatrième  multipliée  par  ^  et  ainsi  de  suite,  et  qu'on  en 
retranche  la  première  multipliée  par^,  la  troisième  multipliée  par 
n,  etc.,  on  aura,  en  vertu  des  équations  de  condition  trouvées 
ci-dessus,  l'équation 

qui  est  aussi,  comme  l'on  voit,  indépendante   des  conditions  du 
système. 
En  prenant  son  équation  primitive,  on  aura 

MC^y-^x')  H-  N(eV—  >iÇ')  +  etc.  =  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi  on  a  tout  de  suite  mie 
équation  du  premier  ordre  entre  les  coordonnées,  x^jr^  ^,  n,  etc. 
des  différens  corps. 

Or,  jo/  —  jrjc^  =  xy-i-ya:' —  arx';  mais  xy -{-jx'  est  la 
fonction  prime  de  jcjr,  c'e.sl-à-dire ,  du  double  de  Taire  du  triangle 
rectangle  dont  x  est  la  base  et^  la  hauteur,  et /x'  est  la  fonc- 
tion prime  de  l'aire  de  la  courbe  comprise  entre  l'abscisse  x  et 

l'ordonnée  jr-,  donc  ^  ^^    sera  la  fonction  prime  de  la  différence 

du  triangle  et  de  l'aire  dont  nous  parlons;  et  il  est  facile  de  voir 
que  cette  différence  est ,  en  général ,  égale  à  l'espace  compris  entre 
la  courbe  dont  xetj-  sont  les  coordonnées,  et  la  droite  menée 
de  l'origine  de  ces  coordonnées  à  la  courbe,  c'est-à-dire,  a  Tairç 
du  secteur  décrit  par  cette  même  droite  qu'on  nomme  mjon 
vecteur. 
Ainsi  nommant  A  cette  aire,  on  aura 

xy  "^jx^  =  2A'; 

et  nonmiant  de  même  a  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  mené 
à  la  courbe  dont  ^  et  n  sont  les  coordonnées,  on  aura  pareillement 

Ç>ï'  —  >î^'  =  aa'  ; 

et  ainsi  des  autres.  De  cette  manière,  l'équation  précédente  de- 
viendra 

aMA' +  aNa' +  etc.  =;  C  j 


366  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

et  comme  les  fonctions  primes  se  rapportent  ici  au  tems  /,  ou 
aura  cette  équation  primitive 

MA  +  Nflc+etc.  =  iQ  +  D, 

D  étant  une  constante  arbitraire ,  qui  sera  nulle  si  on  fait  com- 
mencer les  aires  A,  a,  etc.  au  commencement  du  temps  t.  Alors 
la  somme  des  aires  multipliées  chacune  par  la  masse  correspon- 
dante, sera  proportionnelle  au  temps. 

Il  peut  arriver,  suivant  la  forme  de  la  courbe  dont  xetjr  sont 
les  coordonnées,  que  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  soit  au 
contraire  la  différence  de  Faire  de  la  courbe  et  de  celle  du  triangle , 
auquel  cas  on  aura 

xy  —  j^x'  =  —  aA'; 

mais  il  est  Sicile  de  se  convaincre  que,  dans  ce  cas,  Faire  sera 
décrite  dans  im  sens  opposé.  Donc  en  général  la  somme  des  pro- 
duits des  masses  par  les  aires,  sera  proportionnelle  au  temps, 
en  prenant  positivement  les  aires  tracées  dans  le  même  sens,  et 
négativement  celles  qui  seraient  tracées  dans  un  sens  opposé. 
C'est  une  remarque  essentielle,  et  sans  laquelle-  le  théorème  dont 
il  s'agit  ne  serait  pas  vrai  en  général. 

Cette  loi  des  aires  aura  donc  lieu  dans  le  mouvement  de  tout 
système  de  corps  agissant  les  uns  sur  les  autres  d'une  manièro 
quelconque ,  pourvu  que  le  système  soit  entièrement  libre  de  tour- 
ner autour  de  Taxe  des  z  pei^endiculaire  au  plan  des  x  et^;  car 
il  est  visible  que  les  conditions  provenant  de  la  liaison  mutuelle 
des  corps ,  seront  alors  les  mêmes ,  quelque  direction  qu'on  donne 
aux  axes  des  xety. 

Et  si  les  corps  agissent  les  uns  sur  les  autres  par  des  forces 
d'attraction  ou  de  répulsion,  ces  forces  seront  exprimées  par 
des  fonctions  des  distances  |/ [ (ar  —  ? )* + ( J  —  ^^ )*  +  C ^  —  C)*] 
lesquelles  auront  aussi  la  propriété  que  nous  avons  supposée, 
par  conséquent  la  même  loi  des  aires  aura  encore  lieu. 

EnGn,  si  les  corps  M,  N,  etc.  étaient  de  plus  animés  par  des 
forces  quelconques  P,  Q,  etc.,  dirigées  vers  des  points  donnes  de 
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Vaxe  des  z,  éloignés  du  plan  des  x  et  y  des  quantités  m^  w,  etc., 
il  est  Êicile  de  conclure  des  formules  de  Farticle  i5  que  Ton 
aurait  à  ajouter  aux  râleurs  de  Ma:''  et  Ny,  les  termes  respectifs 


Px  Pjr_ 


et 


et  de  même  aux  valeurs  de  M^''  et  N^t'^,  les  termes 

et  ainsi  de  suite.  Donc  les  valeurs  des  quantités  M  (  xy"  •— j'o/'  ) , 
MCÇ*»" — ^?')i  ^^^'  seront  indépendantes  de  ces  forces,  et  la  loi 
des  aires  subsistera  également  dans  ce  cas  ;  donc  elle  subsistera 
aussi  si  les  corps  ne  sont  animés  que  par  des  forces  dirigées  pa- 
rallèlement au  même  axe,  et  par  conséquent  perpendiculaire  au 
plan  des  x  et  j. 

m 

57.  Donc,  en  général,  si  le  système  est  libre  de  tourner  autour 
d'un  axe  fixe,  quelle  que  soit  Faction  que  les  corps  peuvent  exer- 
cer les  uns  sur  les  autres  et  de  quelques  forces  qu'ils  soient  animés  ^ 
pourvu  qu'elles  tendent  à  cet  axe  ou  qu'elles  y  soient  parallèles , 
la  somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque  corps  par  l'aire  que 
sa  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  au  même  axe  décrit  au- 
tour de  cet  axe ,  est  toujours  proportionnelle  au  temps. 

Si  donc  le  système  était  libre  de  tourner,  d'une  manière  quel^ 
conque,  autour  d^'un  point  fixe,  et  qu'outre  Faction  mutuelle  des 
corps,  chacun  d'eux  fut  encore  sollicité  par  une  force  quelconque 
tendant  à  ce  point,  la  même  loi  des  aires  aurait  lieu  relativement 
à  tous  les  axes  qui  passeraient  par  ce  même  point.  Ainsi,  dans 
ce  cas,  en  prenant  ce  point  poifr  Forîgîne  des  coordonnées,  on 
aurait,  relativement  aux  trois  axes  des  coordonnées,  ces  trois 
équations  du  premier  ordre  (  art.  précédent  )  : 

U(xy—jrx')  +  N(^>»'—  >îf  )  H-  etc.  =  C, 
M(\rz'  —  zx')  +  N(ÇC'—  ÇÇ')  +  etc.  =D, 
M{/z'  —  zf)  +  N«'  ~  Çn')  +  etc.  =Ej 

C^  D,  Ë  étant  trois  constantes  arbitraires. 


« 
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38.  Si  le  syslème  était  entièrement  libre,  et  qu'il  tfy  eAt  aucun 
point  fixe,  ces  équations  et  par  conséquent  la  loi  des  aires  auraient 
lieu  par  rapport  à  un  point  quelconque  qu'on  prendrait  pour  Fori- 
ginc  des  coordonnées,  et  pour  tous  les  axes  qu'on  ferait  passer 
par  ce  point. 

Il  en  serait  encore  de  même  dans  ce  cas,  si  le  point  dont  il 
s'agit,  au  lieu  d'être  fixe  dans  l'espace,  avait  un  mouvement  quel- 
conque rectUigne  et  uniforme.  En  efiet,  supposons  qu'il  parcoure 
dans  le  temps  t  les  espaces  ai,  /3/,  yt  suivant  la  direction  des  axes 
des  XyjTj  Zy  les  yîtesses  ^^  |3,  >  étant  constantes,  et  soient  /?,  ^,  r 
les  coordonnées  du  corps  M,  t,  %,  p  celles  du  corps  N,  etc.^ 
rapportées  à  ce  même  point  pris  pour  leur  origine,  il  est  dair 
qu'on  aura 

et  de  même 

et  ainsi  des  autres.  Donc  on  aura 

et  pareillement 

toc' —  X9r' =  ?>!'  — >iÇ' ~  a  (^)i' —  >î)  + /3  (/^' —  Ç)  j 
et  ainsi  des  autres  formules  semblables.  On  aura  donc 

=M(^/— j^)  +  N(^)i'  —  „|')+etc. 

— a/(M/+N>i'  +  etc.)  +  a  (My  +  N>i  +  etc.) 

+/3<Atr'+N^'+  etc.)  —  /3(M^+  Ng^-  etc.) 

Or,  dans  ce  cas  (art.  Sa  et  33  ), 
Mx+N0  +  etc.  =:at+b,      M^  +  N>i  +  etc.  =  ce+d; 

a,b^  c^  d  étant  des  constantes  :  donc  faisant  ces  substitutions,  il 

viendra 
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viendra 

=  M^x/  —  jx')  +  N  (f )i'  —  1,0'  )  +  etc. 

Ainsi  la  quantité  M(/?7' —  7/?')  +N  (ttx'  —  X^'  )  ©tc-  sera  encore 
constante;  par  conséquent,  la  somme  des  aires  décrites  autour  de 
Taxe  des  r  passant  par  le  point  mobile,  multipliées  chacune  par 
la  masse  respective ,  sera  aussi  proportionnelle  au  tems. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  les  deux  autres  quantités 

MC/^r'— /p')+N(V-p^')+etc.,  M (tf^—r^' yh^ (xp'—px'yh  etc., 

seront  constantes ,  et  qu'ainsi  la  somme  des  aires  décrites  autour 
des  axes  de  7  et  /?  passant  par  le  même  point  mobile,  multipliées 
chacune  par  la  masse  respective,  sera  encore  proportionnelle  au 
tems. 

Donc ,  puisque  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  le  centre  de  gravité 
du  système  ne  peut  avoir  qu'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme 
(art.  33),  il  s'ensuit  que  la  loi  des  aires  aura  lieu  aussi  par  rap- 
port au  centre  de  gravité  et  pour  tous  les  axes  qu'on  fora  passer 
par  ce  centre . 

Nous  remarquerons  encore  que  la  loi  des  aires  dont  nous  par- 
lons a  lieu  aussi  comme  celle  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité, et  par  la  même  raison  (art.  cité),  lorsqu'il  survient  des  chan- 
gemens  brusques  dans  les  mouvemens  du  système,  par  l'action 
mutuelle  des  corps  qui  le  composent.  Ainsi  la  même  loi  peut  s'ap* 
pliqqer  également  au  choc  des  corps  durs  et  à  celui  des  corps 
élastiques. 


•  • 
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CHAPITRE  Vn. 

De  la  loi  des  forces  vives  dans  le  mouvement  d^un  système 
animé  par  des  forces  accélératrices  quelconques.  De  la  conser^ 
vation  des  forces  vives  dans  le  choc  des  corps  élastiques.  De  la 
perte  de  ces  forces  dans  le  choc  des  corps  durs,  ou  en  général 
dans  les  changemens  brusques  que  le  système  peut  éprouver. 
De  la  somme  des  forces  vives  dans  les  situations  de  V  équilibre. 
Remarques  générales  sur  V économie  de  ces  forces  dans  les 
machines. 

39.  XiiN  gcDcral  quelles  que  soient  les  conditions  du  système ,  Im 
équations  de  condition 

donneront  toujours,  en  prenant  les  fonctions  primes  relativement 
au  tems  /,  dont  les  variables  a: ,  y,  etc.  sont  des  fonctions , 

^'F'(x)  +y  F'Cr) + z'FXz)  +  e'FXe)  +  *i'F'(.)  +  ÇT'  CO  +  etc.  ^  o, 
^'*'(^)+7'*'(7')+2'*'W+  r*'(?)+  »'*'W+ Ç'«'(0  +  etc. =0} 

et  ainsi  de  suite. 

Or,  si  le  système  n^éprouve  que  Faction  des  forces  qui  résul* 
tent  de  ces  conditions,  les  équations  du  mouvement  des  corps 
M,  N,  etc.  seront ,  comme  dans  Tarlicle  56  ^  de  la  forme 


M/'  =  nr(y 

N^"  =  nF(ç 
N)i"  =  nF'(\ 
NC"  =  nF'(Ç 

etc. 


+  -*(!>' (x)  +  etc. 

+  **'W  +  etc. 
+  **'(z)  +  etc. 

+  **'(?)  +  etc. 
+  **'()»)  +  etc. 

+  **'(0  +  etc. 
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Donc,  multipliant  ces  équations  respectivement  par  or',  ^,  a'> 
^y  ^f  Cj  ^te.  et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura  celle-ci, 

M(a/a:"+7y'+aV')  +  N(§'$''+  ,,V'+$r)  +  etc.  =r  o, 

qui  est  entièrement  indépendante  des  conditions  du  système,  et 
qui  par  conséquent  aura  lieu  en  général,  quelle  que  puisse  être 
la  disposition  et  la  liaison  mutuelle  des  corps  qui  le  composent. 
Cette  équation  a  pour  équation  primitive 

M(x^'  +/•■+•  z'')  +  N(f '4-  V'  +  Ç'»)  +  etc-  =  H, 

dans  laquelle  H  est  une  constante  arbitraire.  Or,  nous  avons  vu 
(art.  11  )  que  i/Cx^'+y  •+  z'')  exprime  la  vitesse  du  corps  qui 
décrit  la  courbe  dont  œ^  y^  %  sont  les  coordonnées;  donc,  si  on 
nomme  u  la  vitesse  du  corps  M ,  9  celle  du  corps  N,  et  ainsi  des 
autres,  on  aura 

«'•+y  +  «'•=  u\        Ç'*+  rl^J^  Ç'* s  1^%  etc., 

et  réquation  précédente  deviendra 

Mil*  H-  Np*  +  etc.  =  H. 

Dans  la  Êimeuse  dispute  sur  l'estimation  des  forces ,  on  a  appelé 
force  vive  d'un  corps  en  mouvement,  le  produit  de  sa  masse  et 
du  carré  de  sa  vitesse.  Ainsi,  en  conservant  cette  dénomination, 
on  voit  par  l'équation  qu'on  vient  de  trouver,  que  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  les  corps  d'un  système  est  constante,  lorsque 
ces  corps  n'éprouvent  d'autres  actions  que  celles  qui  résultent  de 
leur  liaison,  et  en  général,  de  toutes  les  conditions  qui  peuvent 
être  exprimées  par  des  équations  entre  les  dififêrentes  coordonnées 
du  corps ,  sans  que  le  tems  y  entre.  C'est  dans  cette  loi  que  consiste 
le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

4o.  Si  les  corps  agissaient  de  plus  les  uns  sur  les  autres  par  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  quelconques,  ces  forces  don- 
neraient à  la  vérité,  des  termes  de  la  même  forme  nf(x),  nf  (j),etc. 
dans  les  valeurs  des  quantités  Mo/',  Vif^^  etc.,  en  prenant  pojur 
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Ja  fonction  f (a:,  ^,."  •)  la  distance  »/[(a:  —  ^)*+(/— )!)•+(«— O'I 
entre  deux  corps,  et  pour  n  la  force  absolue  que  ces  corps  exear- 
cent  Tun  sur  l'autre  (art.  26)  ;  mais  il  est  évident  que  la  condi- 
tion ^^^(j:) -Hyr(^) -f-etc.  =  0,  n'aurait  pas  lieu  pour  cette 
fonction ,  comme  pour  celles  qui  résultent  des  conditions  du  sy»-. 
tème.  Ainsi  ces  termes  subsisteront  dans  l'équation  indépendante  des 
conditions  du  système ,  et  l'on  aura  par  conséquent 

M(x'a:"+/y'+  zV)  +  N(f  f -H  >f'V'+  ro  4-  etc. 

= n  [ocT(x)  +ynr) +zT(z) + rTO + y^n^) + mo] + etc. , 

où  l'on  voit  que  la  quantité  a?'r(j:) +^T' ( j)  •+•  etc.  est  la  fonction 
prime  relativement  à  /  de  la  fonction  f(x  ^j^  z ,  f  •  •  • }  qui  est  ici 

i/CC*-Ç)'+(^- »')•+ (2  -  0-]. 

Djonc ,  en  général,  si  on  désigne  par  p  la  distance  rectîlignef 
entre  les  corps  M  et  N,  et  par  P  la  force  absolue  d'attraction  on 
de  répulsion  que  ces  corps  exercent  l'un  sur  l'autre,  si  on  désigne 
de  même  par  q  la  distance  rectiligne  entre  deux  autres  corps  du 
système,  et  par  Q  la  force  d'attraction  ou  de  répulsion  entre  ces 
corps,  et  ainsi  de  suite,  en  prenant  les  quantités  P,  Q,  etc.,  po- 
sitivement lorsqu'elles  tendent  à  augmenter  les  distances  ;?,  ^,  etc. , 
et  négativement  lorsqu'elles  tendent  à  diminuer  ces  distances,  et 
qu'on  nomme  li,  p,  etc.  les  vitesses  des  corps  M,  N,  etc.,  l'équa- 
tion précédente  deviendra 

Mott'  +  Ni'^''  -H  etc.  =  P;?'  +  Q7'  +  etc. 

qui  est  également  indépendante  des  conditions  du  système ,  niais 
qui  renferme ,  conmie  l'on  yoit,  les  forces  P,  Q ,  etc.  d'attraction 
ou  de  répulsion  mutuelle. 


« 


4i.  Enfin,  si  les  corps  étaient  en  même  temps  attirés  vers  des 
centres  fixes  ou  repoussés  de  ces  centres ,  la  même  équation  aurait 
encore  lieu  en  prenant,  par  exemple,  p  pour  la  distance  du  corps 
M  à  un  centre  fixe ,  et  P  pour  la  force  qui  vient  dé  ce  centre  ;  et 
ainsi  des  autres.  Car  on  peut  déduire  le  cas  des  forces  tendan- 
tes à  des  centres  jQxes,  de  celui  des  actions  mutuelles  des  corps, 
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en  supposant  que  quelques-uns  de  ces  corps  deviennent  immo- 
biles, ce  qui  a  lieu  lorsque  leurs  masses  sont  infinies j  mais,  sans 
avoir  recours  à  cette  démonstration  indirecte ,  il  n'y  a  qu'à  con- 
sîdcrer  que  si  le  corps  M,  par  exemple ,  éprouve  Taction  d'une 
force  F  qui  part  d'un  centre  fixe  dont  la  position  soit  déterminée 
par.  les  coordonnées  /,  m,  n,  et  dont  la  distance  à  M  soit  /?,  il  en 
résultera  (art.  26)  dans  les  valeurs  des  quantités Mx",  My,Mz", 
les  termes  respectifs 

P(J^— 0           P(y-m)           P(z— n) 
~P~'  P         '         ~^ • 

et  par  conséquent  dans  la  valeur  de  M(x'a:r"+^y+zV'),  ou  de 
VLiutfy  les  termes 

P(a:-/)a/       P(j^-m)y       P(z—n)z' 
•     p  ^  p  ^  p  > 

mais  p  étant  =  v/[(^  — /)*+(j-  — m)*-f-(2  — »)•],  ona 

p p ^ 

donc  les  termes  dont  il  s'agit  se  réduisent  à  P/7^ 
D'où  l'on  conclura,  en  général,  que  l'équation 

Muu'  +  Nw'  +  etc.  =  Vp'  +  Qç'  +  etc. 

a  lieu  pour  un  système  quelconque  de  corps  disposés  ou  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque,  et  qui  s'attirent  ou  se  re- 
poussent réciproquement,  ou  sont  attirés  vers  des  centres  fixes, 
ou  repoussés  par  des  forces  quelconques  P,  Q ,  etc. ,  en  nommant 
p,  (fy  etc.  les  distances  mutuelles  des  corps  qui  s'attirent  ou  se  re- 
poussent, ou  leurs  distances  aux  centres  fixes  d'attraction  ou  de 
répulsion,  et  prenant  les  quantités  P,  Q,  etc.,  positivement  ou 
négativement,  selon  que  ces  forces  seront  répukives  ou  attractives, 
parce  que  les  premières  tendent  à  augmenter  les  distances  /?,  7,  etc., 
et  les  secondes  à  les  diminuer. 

4a.  Si  les  forces  P,  Q,  etc.  sont  respectivement  des  fonctions 
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quelconques  des  distances  p,  q^  etc.,  suivant  lesquelles  elles 
agissent,  ce  qu'on  peut  toujours  supposer  lorsque  ces  forces  sont 
indépendantes  les  unes  des  autres,  ou,  en  général,  si  les  quantités 
P,  Q,  etc.  sont  des  fonctions  de  p^  q^  etc.,  telles  que  la  quantité 
p^'  j^  Q^'+etc.  soit  la  fonction  prime  d'une  fonction  de^,  7,  etc. , 

que  nous  désignerons  par  F(/7,  q ),  Téquation  priinitiTe  de 

l'équation  ci-dessus  sera 

Ma»H-Ni^*  +  etc.  =  K-+-2F(;?,  q...) 

K  étant  une  constante  arbitraire;  et,  dans  ce  cas,  les  forces  P, 
Q ,  etc. ,  qui  agissent  suivant  les  lignes  ^,  q^  etc. ,  seront  repré- 
sentées par  les  fonctions  primes  F'(/?),  F'(y),  etc. 

Soient  a^h^  etc.  les  valem^s  de  p^  7,  etc.  dans  un  instant  donné, 
et  U,  y,  etc.  les  vitesses  de  M,  N,  etc.  dans  cet  instant,  i'équai^ 
tion  précédente  rapportée  à  ce  même  instant,  donnera 

MU*  +  NV*+etc.=:KH-aF(a,  i...)> 
d  où  Ton  tire 

K:5=MU»+  NV+  etc.  —  5iF(tf,  *...); 
donc,  substituant  cette  valeur,  on  aura  l'équation  générale 
Mii*+Np*+etc.=MU*+MV'H-  etc.-f  aF(;?,  q. .  .)~2F(a,  *. . .). 

Cette  équation  renferme  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives  pris  dans  toute  sa  généralité.  Elle  fait  voir  que  la  force  vive 
totale  du  système  ne  dépend  que  des  forces  actives  qui  aninaent 
les  corps ,  et  de  la  position  des  corps  relativement  aux  centres 
de  ces  forces j  de  sorte  que  si,  dans  deux  instans,  les  corps  se 
trouvent  à  mêmes  distances  de  ces  centres,  la  sonrnie  de  leurs 
forces  vives  sera  aussi  la  même. 

J'entends  -^zr  forces  actives^  les  forces  que  les  corps  exercent 
les  uns  sur  les  autres,  et  dont  l'efifet  est  de  changer  leurs  distances 
ou  leurs  positions  respectives ,  comme  les  forces  intrinsèques  d'atr 
traction  ou  de  répulsion,  les  forces  des  ressorts  placés  entre  les 
corps  ;  etc.  Au  contraire  j'appelle  forces  passives  les  forces  de 
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résistance  produites  par  les  pressions  des  corps,  les  tensions  des  fils 
ou  des  verges,  etc.,  et  dont  Teffet  est  de  maintenir  les  corps  dans 
une  même  position  respective ,  et  d'empêcher  que  les  conditions 
du  système  ne  soient  violées.  Ces  forces  passives  ne  contribuent 
en  rien,  comme  Ton  voit^  à  la  production  de  la  force  vive;  les 
forces  actives  seules  l'augmentent  ou  la  diminuent,  comme  elles 
feraient ,  si  les  corps ,  étant  mus  librement ,  partaient  des  mêmes 
points  et  arrivaient  aux  mêmes  points ,  en  décrivant  des  lignes 
quelconques.  ^ 

43.  Nous  avons  vu  que  la  loi  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité ,  et  celle  des  aires ,  sont  indépendantes  de  l'action  mutuelle 
des  corps,  quelle  que  soit  cette  action,  soit  qu'elle  vienne  des 
forces  passives  ou  actives;  ainsi,  à  cet  égard,  ces  deux  lois  ont 
une  plus  grande  étendue  que  la  loi  de  la  censervation  des  forces 
vives ,  qui  n'est  indépendante  que  de  l'action  des  forces  passives. 
Il  résulte  de  là  que  cette  dernière  loi  ne  peut  pas  subsister, 
comme  les  deux  premières,  dans  le  cas  où,  par  l'action  mutuelle 
des  corps,  ou  par  la  rencontre  d'obstacles,  il  survient  des  chan- 
gemens  brusques  dans  leurs  mouvemens ,  parce  que  ces  change- 
mens  sont  ou  peuvent  toujours  être  regardés  comme  reflet  des 
forces  actives  de  ressorts  placés  entre  les  corps,  ou  entre  eux  et 
les  obstacles,  et  qui,  en  se  contractant  ou  se  dilatant  trcs-peu, 
maintiennent  la  loi  de  continuité  dans  la  variation  des  mou- 
vemens. La  force  vive  des  corps  qui  subissent  ainsi  des  change- 
mens  brusques,  reçoit,  à  chacun  de  ces  changemens,  une  aug- 
mentation ou  une  diminution  égale  à  la  force  vive  que  l'action  de 
ces  ressorts  produirait  si  les  corps  n'étaient  soumis  qu'à  cette 
action. 

Ainsi,  si  les  corps  M,  N,  etc.  viennent  à  se  rencontrer,  ou  à 
rencontrer  des  obstacles ,  de  manière  qu'il  en  résulte  des  change- 
mens brusques  dans  leurs  mouvemens,  on  pourra  appliquer  à  ces 
corps,  pendant  leur  action,  quelque  courte  qu'elle  puisse  être,  la 
fermide  de  l'article  précédent  ;  de  sorte  qu'en  nommant  U,  V,  etc. 
leurs  vitesses  au  commencement  de  l'action  u,  v  les  vitesses  à  la 
fin  de  l'action ,  désignant  de  plus  par  a ,  &,  etc.  les  valeurs  des  dis- 
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tances  Pj  7,  etc.  au  couiiuencemcDt,  et  par  et,  /3,  etc.  leurs  valeuts 
à  la  iin  de  la  même  action ,  on  aura 

MU*4-NV+etc.— -Mtt'— Np»— etc.=  2F(tf,  b. . .)— aF((»,  j8. .  .)• 

Ce  qui  montre  que  la  difTércnce  des  forces  yiyes  au  commencement 
et  à  la  fin  de  l'action  sera 

2F(rt,  A...)  — 2F(a,  iS...), 

où  Ton  remarquera  que,  quoique  les  quantités  et,  /S,  etc.  diffèrent 
très-peu  des  quantités  a^  b^  etc.,  la  difierence  des  fonctions  sem- 
blables F(ây  b. . .)  et  F(a,  )8. . .)  peut  avoir  une  valeur  finie  quel- 
conque. 

44.  Comme  'ces  fonctions  sont  inconnues ,  on  ne  pourrait  pas 
déterminer,  de  cette  manière,  la  variation  de  la  force  vive;  mais 
dans  les  cas  particuliers  on  pourra  la  trouver  d'après  les  condi- 
tions du  problème. 

Lorsque  des  corps  se  choquent ,  soit  immédiatement,  soit  par 
l'entremise  de  leviers  ou  de  machines  quelconques,  si  les  corps 
sont  parfaitement  élastiques,  la  compression  et  la  restitution  se 
font  suivant  la  même  loi,  et  l'action  est  censée  durer  jusqu'à  ce 
que  les  corps  soient  revenus,  par  la  restitution  du  ressort,  à  la 
même  position  respective  où  la  compression  a  commencé.  On  âur^ 
donc  pour  ce  cas,  dans  l'équation  précédente, 

ât  =  a,      i8=  6,  etc., 
et  par  conséquent 

F(a,  i8...)  =  F(tf,  i...)î 

d'où  il  suit  que  la  force  vive  sera  la  même  avant  et  après  le  choc; 
ce  qu'on  sait  depuis  long-temps,  mais  dont  on  n'avait  pas,  que  je 
sache,  une  démonstration  simple  et  générale. 

Au  contraire,  dans  le  choc  des  corps  durs,  l'action  n'est  censée 
durer  que  jusqu'à  ce  que  les  corps  aient  acquis  des  vitesses  en 
vertu  desquelles  ils  ne  se  nuisent  plus,  et  qui,  par  conséquent, 

no 
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Uc  produisent  point  d'action  entre  eux.  Ainsi  Tefifet  de  ces  vitesses 
6ur  l'action  mutuelle  des  corps  étant  nul  y  si  on  leur  imprimait  ces 
mêmes  vitesses  avant  ou  pendant  Faction ,  elle  serait  la  même  en 
vertu  des  vitesses  composées  de  celles-ci  et  des  vitesses  propres 
dea  corps.  Donc  elle  serait  encore  la  même ,  si  les  vitesses  impri- 
mées étaient  égales  et  directement  contraires  à  celles  dont  nous 
parlons ,  car  l'action  ne  varierait  pas  j  en  supposant  qu'on  détruisit 
ces  vitesses  imprimées  par  des  vitesses  opposées. 

Il  s'ensuit  de  là  que ,  dans  le  choc  des  corps  durs ,  les  vitesses 
Il ,  if  y  etc.  après  le  choc ,  sont  telles ,  que  l'équation 

MU^+NV+etc— Mtt*— Ni'*— etc.=  2F(/i,  *, c.)  —  2F(ût,  i3,  y...) 

subsisterait  également  en  composant  les  vitesses  U ,  Y,  etc. , 
II,  f',  etc.  avec  les  vitesses  — m,  — c^,  etc.,  le  second  membre 
de  cette  équation  demeurant  le  même ,  parce  qu'il  ne  dépend  que 
de  la  position  mutuelle  des  corps,  avant  et  après  le  choc. 

Si  donc  on  nomme  A  la  vitesse  composée  de  U  et  de  —  u ,  B  la 
vitesse  composée  de  V  et  de  —  (^,  etc.,  l'équation  deviendra 

MA*+NB*4-etc.  =  2F(a,  *,  c...)  — 2F(a,  /S,  y...)^ 

puisque  les  vitesses  composées  m— m,  1^— f,  etc.  sont  nulles. 
On  aura  donc,  pour  le  choc  des  corps  durs,  cette  équation 

MU»  —  N  V — Mu»  —  Nt^*  —  etc.  =  MA*  +  NB*  -t-  etc. 

Conmie  U,  V,  etc.  sont  les  vitesses  avant  le  choc,  et  w,  i^  Icd 
vitesses  après  le  choc,  il  est  clair  que  A,  B,  etc.  seront  les  vitesses 
perdues  par  le  choc  ;  par  conséquent  MA*  +  NB'  +  etc.  sera 
la  force  vive  qui  résulterait  de  ces  vitesses  ;  d'où  l'on  tire  celte 
conclusion  :  que  dans  le  choc  des  corps  durs,  il  se  fait  une  perle 
de  forces  vives  égale  à  la  force  vive  que  les  mêmes  corps  auraient 
s'ils  étaient  animés  chacun  de  la  vitesse  qu'il  perd  dans  le  choc. 
Ce  théorème  remarquable  est  dii,  je  crois,  à  M.  Camot^  qui  l'a 
trouvé  d'une  autre  manière  dans  son  Essai  sur  les  machines  en 
général;  il  est  utile  pour  compléter  l'équation  des  forces  vives, 
dans  les  cas  où  il  se  Êiit  une  perte  de  ces  forces  par  le  choc. 

48 
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45.  Dans  Téquation  (art.  4i) 

Uuii!  +  Nt'i^'  +  e  te.  =  P;;'  +  Qq'  +  etc. , 

les  quantités  p^  </,  etc.  désignent  les  distances  rectilîgnes  des  p(»ntd 
où  les  forces  P,  Q,  etc.  sont  appliquées,  aux  centre»  de  ces  forces^ 
ainsi  les  quantités  p'^  7',  etc.  expriment  les  vitesses  de  ces  points 
suivant  les  directions  de  ces  mêmes  forces,  et  comme  les  quantités 
p^  gr,  etc.  n'entrent  point  dans  l'équation,  il  s'ensuit  qu'eBe  atou^ 
jours  lieu,  quelles  que  soient  les  forces  P,  Q,  etc.,  soit  qu'elles 
tendent  à  des  points  donnés  ou  non ,  pourvu  que  Ton  prenne  pour 
p\  q\  etc,  les  vitesses  respectives  des  points  où  ces  forces  sont 
appliquées  suivant  les  directions  mêmes  des  forces. 

Si  les  forces  P,  Q,  étaient  en  équilibre, la  quantité  P^'+Q?'+cto. 
serait  nulle  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  (arL  3o)  :  ainsi 
l'équation  précédente  montre  ce  que  cette  quantité  devient  lorsque 
les  forces  produisent  du  mouvement;  et  l'on  voit  qu'elle  est  alcHTS 
égale  à  la  fonction  prime  de  la  moitié  de  la  force  vive  de  tous  les 
corps  du  système,  quelles  que  soient  d'ailleurs  la  disposition  et  la 
liaison  mutuelle  de  ces  corps. 

Donc  si,  dans  un  instant  quelconque,  les  forces  qui  agissent  sur 
le  système  viennent  à  se  contre-bakmcer ,  la  fonction  prime  de 
la  force  vive  sera  alors  nulle,  et  par  conséquent,  la  force  vive 
sera  un  maximwn  ou  un  minimum  (art.  26 ,  a*  Partie).  En  général, 
de  toutes  les  situations  que  le  système  peut  prendre,  celle  où  il 
serait  en  équilibre ,  est  aussi  celle  où  sa  force  vive  serait  un  maxi-- 
mum  ou  un  minimum  s'il  était  en  mouvement;  et  il  est  démontré  que 
l'équilibre  sera  stable  lorsque  la  force  vive  sera  un  maximum^  et 
qu'il  ne  le  sera  pas,  lorsque  la  force  vive  sera  un  minimum.  Mais  la 
démonstration  de  cette  propriété  singulière  de  l'équilibre  ne  peut 
pas  être  insérée  ici  ;  on  peut  la  voir  dans  la  Mécanique  analjrtique. 

46.  Puisque  les  quantités  p\  q\  etc.  n'expriment  que  les  vitesses 
des  points  où  sont  appliquées  les  forces  P,  Q,  etc.,  estimées  sol- 
vant la  direction  de  ces  forces,  on  peut  prendre  pour//,  q\  eto. 
les  espaces  simultanés  parcourus  par  ces  points,  suivant  ees  dtr 
rections.  Ainsi  Vp'  sera  la  fonction  prime  de  l'aire  de  la  caiui)e 
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dont  l'abscisse  serait  égale  à  ^  et  l'ordonnée  rectangle  serait  P,  et  de 
même  Qq'  sera  la  fonction  prime  de  l'aire  de  la  courbe  dont  l'abscisse 
serait  7  et  l'ordonnée  Q;  et  ainsi  des  autres  (art.  a8,  a* Partie). 
Donc,  si  on  désigne  respectivement  ces  aires  par  (P),  (Q),  etc., 
et  qu'on  prenne  les  fonctions  primitives  des  deux  membres  de 
réqnation  de  l'article  précédent ,  on  aura  en  multipliant  par  a  et 
nommant UyVles  vitesses deM,N, etc.  lorsque  les  aires  (P)>(Q),etc. 
sont  supposées  commencer  : 

M«'  +  Ni''  +  etc.  —  MU»  —  NV  —  etc.  =  a(P)  +  a(Q;  +  etc. 

€ette  équation  est  la  m^e  que  celle  de  l'article  4a ,  qui  ren** 
ferme  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives;  mais  elle 
est  présentée  ici  d'une  manière  indépendante  des  fonctions  qui 
peuvent  représenter  les  forces  P,  Q ,  etc. 

Si  on  suppose  que  ces  forces  agissent  chacune  séparément  sur 
des  corps  13)res  dont  les  masses  soient  m,  ity  etc.,  on  aura,  par 
les  équations  fondamentales  de  l'article  i5, 

V=:P,      V  =  Q5  etc.; 

donc,  multipliant  respectivement  par  2p\  a?',  etc.,  et  prenant  les 
fonctions  primitives,  on  aura 

■ 

et  ainsi  des  autres,  a  et  ^  étant  des  constantes  arbitraires.  Donc, 
si  on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  vitesses  p\  q\  etc. 
soient  nulles,  lorsque  les  aires  (P),  (Q),  etc.  commencent,  on 

aura 

a  =s  o,      &  =  G,  etc.; 
et  par  conséquent 

V=  a(P) ,  nq'^  =  2(Q) ,  etc., 

où  l'on  voit  que  773^'%  nq^\  etc.  sont  les  forces  vives  produites  sé- 
parément et  librement  par  les  forces  P,  Q,  etc.  pendant  la  gcné- 
ration  des  aires  (P),  (Q),  etc.  de  sorte  que  ces  aires  elles-mêmes 
soitt  égides  à  la  moitié  des  forœs  vives  engendrées. 


45.  Dans  Féquation  (art.  4i  ) 

MW+  Ni^i^'+  etc.  =  P/?'-H  Q(f'+  etc. , 

lies  quantités  py  q^  etc.  désignent  les  distances  rectilîgnes  des  points 
où  les  forces  P,  Q,  etc.  sont  appliquées,  aux  centres  de  ces  forces^ 
ainsi  les  quantités  p\  q\  etc.  expriment  les  vitesses  de  ces  pœnts 
suivant  les  directions  de  ces  mêmes  forces,  et  comme  les  quantités 
p^  q^  etc.  n'entrent  point  dans  l'équation,  il  s'ensuit  qu'eHe  a  tou- 
)ours  lieu,  quelles  que  soient  les  forces  P,  Q,  etc.,  soit  qu'elles 
tendent  à  des  points  donnés  ou  non ,  pourvu  que  Ton  prenne  pour 
p\  q\  etc.  les  vitesses  respectives  des  points  où  ces  forces  sont 
appliquées  suivant  les  directions  mêmes  des  forces. 

Si  les  forces  P,  Q,  étaient  en  équilibre, la  quantité  P)9'+Q?^+^c. 
serait  nulle  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  (art  3o)  :  ainsi 
l'équation  précédente  montre  ce  que  cette  quantité  devient  lorsque 
les  forces  produisent  du  mouvement;  et  l'on  voit  qu'elle  est  alors 
égale  à  la  fonction  prime  de  la  moitié  de  la  force  vive  de  tous  les 
corps  du  système,  quelles  que  soient  d'ailleurS' la  disposition  et  la 
liaison  mutuelle  de  ces  corps. 

Donc  si,  dans  un  instant  quelconque,  les  forces  qui  agissent  sur 
le  système  viennent  à  se  contre-balancer ,  la  fonction  prime  de 
la  force  vive  sera  alors  nulle,  et  par  conséquent^  la  force  vive 
sera  un  maxitmun  ou  un  minimum  (art.  26,  a*  Partie).  En  général  ^ 
de  toutes  les  situations  que  le  système  peut  prendre,  celle  où  il 
serait  en  équilibre ,  est  aussi  celle  où  sa  force  vive  serait  un  maxi^ 
mrim  ou  un  minimum  s'il  était  en  mouvement;  et  il  est  démontré  que 
l'équilibre  sera  stable  lorsque  la  force  vive  sera  un  maximum  ^  et 
qu'il  ne  le  sera  pas,  lorsque  la  force  vive  sera  un  minimum.  Mais  la 
démonstration  de  cette  propriété  singulière  de  l'équilibre  ne  peut 
pas  être  insérée  ici  ;  on  peut  la  voir  dans  la  Mécanique  analytique. 

46.  Puisque  les  quantités  p\  q\  etc.  n'expriment  que  les  vkesaes 
des  points  où  sont  appliquées  les  forces  P,  Q,  etc. ,  estimées  8»t- 
vant  la  direction  de  ces  forces,  on  peut  prendre  pour//,  q\  ete. 
les  espaces  simultanés  parcourus  par  ces  points,  suivant  eM  dir 
rettions.  Ainsi  P/?'  sera  la  fonction  prime  de  Taire  de  la  €OUli>€ 
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dont  l'abscisse  serait  égale  à  ^  et  l'ordonnée  rectangle  serait  P,  et  de 
même  Qq^  sera  la  fonction  prime  de  Taire  de  la  courbe  dont  l'abscisse 
serait  7  et  l'ordonnée  Q;  et  ainsi  des  autres  (art  a8,  a* Partie). 
Donc,  si  on  désigne  respectivement  ces  aires  par  (P),  (Q),  etc., 
et  qu'on  prenne  les  fonctions  primitives  des  deux  membres  de 
réqnation  de  l'article  précédent,  on  aura  en  multipliant  par  a  et 
nommant  U,  Vies  vitesses  de  M ,  N ,  etc.  lorsque  les  aires  (P) ,  (Q  ) ,  etc. 
sont  supposées  commencer  : 

Mil*  +  N<^»  +  etc.  —  MU*  —  NV  —  etc.  =  a(P)  +  a(Q;  +  etc. 

€ette  équation  est  la  même  que  celle  de  l'article  4a ,  qui  ren<* 
ferme  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives;  mais  elle 
est  présentée  ici  d'une  manière  indépendante  des  fonctions  qui 
peuvent  représenter  les  forces  P,  Q ,  etc. 

Si  on  suppose  que  ces  forces  agissent  chacune  séparément  sur 
des  corps  13)res  dont  les  masses  soient  m,  n,  etc.,  on  aura,  par 
les  équations  fondamentales  de  l'article  i5, 

iy=:P,      V  =  Q»  etc.; 

donc,  multipliant  respectivement  par  a/?',  a;^,  etc.,  et  prenant  les 
fonctions  primitives,  on  aura 

/i9?'-  =  fl  +  a(P),      /!/•  =  *+ a(Q), 

et  ainsi  des  autres,  a  et  ^  étant  des  constantes  arbitraires.  Donc, 
si  on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  vitesses  p\  q\  etc. 
soient  nulles,  lorsque  les  aires  (P),  (Q),  etc.  commencent,  on 

aura 

a  =£  o,      &  =  G,  etc.; 
et  par  conséquent 

ny;'*  =  a  (P) ,   w^'*  =  2  (Q) ,  etc. , 

où  l'on  voit  que  t^'*,  nq\  etc.  sont  les  forces  vives  produites  sé- 
parément et  librement  par  les  forces  P,  Q,  etc.  pendant  la  géné- 
ration des  aires  (P),  (Q),  etc.  de  sorte  que  ces  aires  elles-mêmes 
sont  égides  à  la  moitié  des  forces  vives  engendrées. 
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b: 


ADDITION 


Au  Chapitre  II  de  la  première  Partie^  page  ly. 

KJs  peut  démontrer,  de  difierentes  manières,  la  correspondance 
des  fonctions  dérivées  avec  les  diflFérentîelles.  Si  on  désigne  par 
dx  la  différence  constante  des  valeurs  successives  jr,  ar  +  dbr, 
a:  +  2dxj  X  +  3d[r,  etc.  de  la  variable  ar,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  la  variable^,  regardée  comme  fonction  de  jr,  seront  par 
la  foimule  précédente,  en  y  faisant  successivement  i  s=s  <£r,  ^dx^ 
5dxy  etc.; 

^  +  5/^  + -âZÏfL  +  J2g£l  +  i^  +  etc., 

^  +  4ydi  +  ^S^  +  ±^  +  î^  +  .,c. 
etc. 


Si  on  prend,  par  des  soustractions  successives,  les 
preniicrcs,  secondes,  troisièmes,  etc.  de  ces  valeurs,  et  qu'on  les 
dénoie  pur  df^  dy^  d^,  etc.,  on  aura 

.,.  =     y<fa    +  ^^  +  ^^  +  -C^  +  etc. 
..^  =  ^^  +  i^  +  4Sr  +  etc., 

dy  =  -J-g—  +  -i:^:^  +  etc. , 

etc. 
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Supposons  que  la  différence  dx  devienne  infiniment  petite,  les 
puissances  rfcr*,  dx^^  etc.  deviendront  infiniment  petites,  chacune 
par  rapport  à  celle  qui  précède ,  et  les  séries  qui  expriment  les 
valeurs  des  différences  dj^  dy^  d?j^  etc.  se  trouveront  composées 
de  termes  infiniment  petits ,  chacun  relativement  au  précédent , 
de  sorte  qu'en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur 
relativement  à  ceux  d'un  ordre  inférieur,  ou  aui^a  simplement 

dy  =zydx ,       dy  zz^ydx^,       dy  =  j'-'Vjt^  etc.  j 


et  par  conséquent 


ji 


y  — 


d'y 


rfx" 


^"'  =  S,etc, 


On  voit  par  là  comment  la  supposition  des  infiniment  petits  peut 
servir  à  trouver  les  fonctions  dérivées;  et  on  peut  en  conclure 

que  les  expressions  différentielles  ^,  -^^,  etc.  au  lieu  d'expri- 
mer ce  qu'elles  paraissent  représenter,  ne  sont  à  la  rigueur  que  des 
symboles  qui  dénotent  des  fonctions  différentes  de  la  fonction  pri- 
mitive ^*,  mais  dérivées  de  celle-ci  suivant  certaines  lois.  Vo^'^ez 
dans  la  nouvelle  édition  des  Leçons  sur  le  Calcul  des  Fonctions , 
la  leçon  dix-huitième ,  qui  contient  des  remarques  importantes 
sur  le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit. 


FIN. 
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L'élévation  de  l'eau  et  l'abaissement  du  mercure  dans  un  tube- de 
verre  d'un  très  petit  diamètre  sont  des  phénomènes  très  ancienne- 
ment connus,  qui  se  présentent,  au  premier  aspect,  conmae  des 
exceptions  aux  lois  de  l'Hydrostatique,  et  dont  on  a  donné  pendaiit 
long-temps  des  explications  qu'il  serait  inutile  de  rappeler.  Les  théo- 
ries qui  ne  sont  pas  fondées  sur  le  calcul  et  l'obseryatio.n  doivent 
maintenant  être  bannies  de  la  Physique,  comme  elles  le  sont  de 
l'Astronomie.  Liors  même  que  la  véritable  cause  des  phénomènes  est 
connue,  il  n'y  a  que  l'analyse  mathématique  qui  puisse  découvrir 
leur  liaison  réciproque,  et  les  déduire  les  uns  des  autres,  en  em- 
ployant les  seules  données  indispensables  de  l'expérience.  Les  effe;te , 
si  nombreux  et  si  variés,  qui  se  rapportent  à  l'action  capillaire ^  en 
offrent  l'exemple  le  plus  remarquable;  car,  sans  le  secours  de  l'ana- 
lyse, ils  seraient  restés  isolés,  et  l'on  ne  serait  pas  parvenu  à  les  pré- 
voir ou  à  les  expliquerions  avec  précision,  et  encore  moins  à  en  dé- 
terminer  la  grandeur,  au  moyen  de  deux  données  spéciales  empruntées 
à  l'observation ,  l'une  relative  à  la  ipatière  du  liquide ,  et  l'autre  dé- 
pend^te  de  cette  matière  et  de  celle  du  corps  dont  le  co|ltact  dQiui|9 
naissance  aux  différens  effets  dont  il  s'a*git. 

Quoique  l'ascension  d'un  liquide  Aju-deesiis  de  son  niv^u  ap^t  pro- 
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duite  par  l'action  du  tube  dans  lequel  elle  a  lieu,  on  sait  cepen- 
dant quelle  ne  dépend  pas  de  son  épaisseur,  et  Jurin  a  fait  voir 
que,  pour  un  même  liquide,  Tascension  ou  la  dépression  dans  des 
tubes  capillaires  formés  d'une  même  matière  suit  la  raison  inverse 
de  leurs  diamètres  intérieurs.  Ces  deux  faits  importans  étaient  cons- 
tatés par  rexpérience,  loisquc  Gairaut  essaya,  le  premier,  de  ram#^ 
ner  les  phénomènes  de  la  capillarité  aux  lois  de  l'équilibre  des 
fluides,  dont  il  venait  de  trouver  les  équations  générales  (i).  Il 
considère  un  canal  infiniment  étroit,  situé  dans  l'axe  du  tube,  et  se 
prolongeant  au-dessous  de  son  extrémité  inférieure ,  pour  se  relever 
ensuite  en -dehors  et  aboutir  à  la  surface  plane  et  horizontale  du 
liqui^;  il  montre  que  l'action  du  liquide  sur  la  partie  inférieure 
et  sur  les  deux  branches  ascendantes  de  ce  canal  se  détruit  en  par- 
tie ,  et  qnll  ne  subsiste  que  Faction  du  ménisque  qui  termine  le  li- 
quide dans  l'intérieur  du  tube;  et,  selon  Qairaut,  cette  force,  jointe 
à  celle  qui  provient  de  l'action  directe  du  tube,  doit  faire  équilibre 
au  poids  de  la  partie  du  canal  élevée  au-dessus  du  niveau  exté-* 
rieur.  Cette  conclusion  est  exacte  ;  mais  il  aurait  dû  ajouter  que  la 
seconde  ibrce ,  qu'il  regardait  comme  la  principale,  était  au  con- 
traire insensible,  et  ne  conserver,  en  conséquence,  que  la  seule  ae^ 
tion  du  ménisque.  En  effet,  si  l'action  du  tube  ne  dépend  pas  de  son 
épaisseur,  il  en  faut  conclure  qu'elle  n'émane  que  de  sa  couche  inté- 
rieure, d'une  épaisseur  insensible,  en  sorte  que  les  points  du  fûbb 
qui  sont  à  une  distance  sensible  du  liquide  n'agissent  pas  sur  ses 
molécules ,  ni  par  conséquent  sur  les  points  du  canal  dont  la  distance 
au  tube  est  égale  h  son  demf-diamètre.  Faute  dWoir  fait  cette  re-^ 
marque  et  de  l'avoir  étendue  à  Faclion  da  fiquide  sur  lui-^méme , 
Ckiraut  a  seulement  ouvert  la  route ,  et  n'a  pas  pu  déduire  de'  son 
analyse  là:  Ibi  e)cpétimenfale  oue  Juriu  avait  trouvée.  Mais  quoique 

(ty  Thêofif^'de  Ictjlgurè^de  là  Terte,  pretmère  partie >  chapitre  X 
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ces  idées  nous  paraissent  aujonrdliui  (Ires.  natuDellefii  et  ^km  trou- 
vât déjà  un  exemple  dn  calcul  de  œ  :ge&re  d^  forces  dans  hi  nia- 
mère  dont  Ne^fvtoa  avak  déterminé  l'action  des  tsotfm  sur  la  lu* 
mière ,  il  s'est  néanmoins  écoulé  un  long  intenralle  de  temps  avant 
que    nous  eussions  une  théorie  de  l'action  capillaire  où  FactiOft 
du  tube  et  celle  dn  liquide  fussent  envisagées  sous  ce  point  de  ivue. 
Dans  cette  théorie^  que  Laplace  à  publiée  en  iâû6  et  1807,.  il 
cMsidère  ^'action  des  molécules  du  tube  sur  celles  du  liquide  «it  fac- 
tion mutuelle  des  mol^ules-du  liquide^  comme  des  forces  aUractî^es, 
décroissantes  très  rapidement  suivant  une  loi  inconnue ,  depuis  le 
contact  jusqu'à  une  distance  insensible,  oà  elles  tii^aaraîssent  entière- 
ment. Ces  forces  ont  lieu  en  même  temps  que  l'attraction  newt<^ 
nienne  qui  suit  la  raison  inverse  du  carré  des  .distaiBcet;  mèis  l'effet 
de  eelle^ri  n'est  sensîMe  que  dans  des  masses  très  grandes,  qui  peuvent 
balancer  l'action  de  la  terre  entière  ^sur  le  fîl-4-piomb  pbcé  dans 
leur  voisinage ,  ou  bien  encore  p  qtMuid  on  l'oppose  à  «oe  Sfoooe  '4e 
torsion  très  délicate,  comme  dans  l'expérience  de  Cavendish  pour 
fMSurer  FaitraclBOn  d'un  globe  de  plomb  d'une  asses  petite  éten- 
due. Les  phénomènes  de  la  capillarité  ne  dépendent  donc  fns  de 
l'attraction  qui  s'étend  à  de  grandes  distances ,  et  qu'à  sera  permis 
de  négliger  y  sans  aucune  erreur,  pour  ne  s'occuper  ^e  de  tceHe 
dont  la  sphère  d'activité  est  suppoeée  tout-à-fait  insensible ,  et  qu'on 
appelle  proprement  VaUraction  moléculaire.  En  partant  de  cette  hy- 
pothèse, La{iiace  obtient  l'équation  de  la  surfiioe  d'tm  liquide  dans 
son  état  d'équilibre ,  soit  en  considérant  son  action  normale  eur  lan 
canal  infiniment  étroit  et  prolongé  indéfiniment,  soit  d'après  .L'action 
tangeniieUe  qu'il  exerce  anr  chaque  molécule  superficielle;  méthodes 
qui  ne  sont  pas  essentiellement  différentes,  et  dont  l'une  doit  con- 
duire à  la  différentielle  de  l'équation  donnée  par  l'autre,  ainsi  que 
Laplace  Ta  fait  voir  à  priori.  Il  regarde  l'angle  sous  lequel  la  suifface 

inténanle  du  tobèest  coupée  parcelle  dn  liquide^  comme  af4épe)a* 

I.. 
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dant  uniquemeDt  que  de  la  matière  du  liquide  et  de  celle  du 
eu  sorte  que  cet  angle  est  constant  et  donné  ^  dans  chaque  cas , 
pour  tous  l6B  points  du  c#ntour  de  la  surface  capillaire  ;*  le  liquide 
étant  supposé  homogène ,  aussi  bien  que  la  matière  du  tube. 
L'équation  qui  résulte  de  cette  considération  et  celle  qui  appar- 
tient à  la  surface  entière  sont  les  deux  équations  du  problème; 
elles  renferment  les  deux  constantes  spéciales  dont  j  ai  parlé  tout 
à  l'heure;  et  c'est  de  ces  deux  équations  que  Laplace  a  déduit 
l'explication  des  différens  phénomènes  observés  par  les  physi- 
ciens. 

Un  ou  deux  ans  ayant  Laplace ^  Th.  Young  s'était  déjà  occupé  de 
ces  questions  (i).  Des  idées  ingénieuses  Favalent  conduit  à  recon- 
naître l'invariabilité  de  l'angle  sous  lequel  la  surface  capillaire  vient 
couper  celle  du  tube,  et  le  rapport  qui  existe  entre  l'élévation  d'un 
liquide  dans  un  tube  d'un  très  petit  diamètre  et  son  adhésion  à  un 
disque  formé  de  la  même  matière  que  le  tube  ;  mais  il  s'appuyait 
sur  l'identité  de  la  surface  du  liquide  avec  celle  d'une  membrane 
également  tendue  en  tous  ses  points;  identité  qui  ne  peut  être  que 
la  conséquence ,  et  non  le  principe ,  de  la  solution  du  problème. 
Lorsque  le  travail  de  Laplace  eut  paru.  Th.  Young  éleva  contre  sa 
théorie  plusieurs  objections,  parmi  lesquelles  il  n'y  en  a  que  deux 
qui  soient  importantes  :  l'une ,  que  Laplace  n'a  pas  eu  égard  à  l'ac- 
tion de  la  chaleur  dans  le  calcul  des  forces  moléculaires  (2) ,  et  l'autre , 
tirée  de  l'expérience,  qui  se  rappoi^  au  cas  de  plusiéui^s  liquides 
superposés  dans  un  même  tube  (3).  J'examinerai  celle-^ci  lorsqu'il 
sera  question ,  dans  cet  ouvrage ,  de  l'équilibre  de  ces  liquides  ;  quant 
à  la  nécessité  de  tenir  compte  de  la  répulsion  calorifique,  il  ne  peut 


(i)  Transactions  philosophiques,  année  i8o5. 

(a)  Supplément  à  la  Théorie  de  V Action  capillaire,  page  76. 

(3)  Supplément  à  FMncjclopédie  britannique,  article  Cohésion  des  liquides. 
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rester  aucun  doute  à  ce  sujet  i  mais,  pour  cela,  il  suffit  de  prendre 
pour  l'action  mutuelle  de  deux  molécules,  Texcès  de  l'attraction  de 
leurs  matières  pondérables  sur  la  répulsion  de  leurs  quantités  de 
chaleur,  et  de  considérer,  en  conséquence,  la  fonction  qui  l'ex-^ 
prime  comme  une  quantité  qui  peut  changer  de  signe  dans  reten- 
due de  ses  valeurs  sensibles.  Mais  Laplace  a  omis,  dans  ses  calcnk, 
une  circonstance  physique  dont  la  considération  était  essentielle  : 
je  veux  parler  de  la  variation  rapide  de  densité  que  le  liquide 
éprouve  près  de  sa  surface  libre  et  près  de  la  paroi  du  tube,  sans 
laquelle  les  phénomènes  capillaires  n'auraient  pas  lieu,  ainsi  que 
je  Tai  déjà  fait  remarquer  dans  mon  Mémoire  sur  l'équilibre  des 
liquides  (i). 

En  effet,  dans  l'état  d'équilibre,  chaque  couche  infiniment  miiic)8 
d'un  liquide  est  comprimée  également  sur  ses  deux  hces  par  Faction 
répulsive  des  molécules  voisines,  diminuée  de  leor  force  attractive , 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  on  peut  la  considérer  comaHh appuyée 
sur  la  partie  du  liquide  située  d'un  côté ,  et  comprimée  par  la  partie 
située  du  côté  opposé;  et  son  degré  dé  condensation  est  déterminé  par 
la  grandeur  de  la  force  comprimante.  A  une  distance  sensible  de  la 
superficie  du  liquide,  cette  force  provient  d'une  couche  du  liquide 
adjacente  à  la  couche  infiniment  mince,  dont  l'épaisseur  est  com- 
plète et  partout  la  même,  c'est-à-dire  égale  au  rayon  d'activité  des 
molécules  fluides;  et,  pour  cette  raison,  la  densité  intérieure  du  li- 
quide est  aussi  constante ,  abstraction  faite  de  la  petite  condensation 
due  à  la  pesanteur,  qui  varie  avec  la  distance  h  la  surface  supérieure. 
Mais  quand  cette  distance  est  moindre  que  le  rayon  d'activité  molé- 
culaire ,  l'épaisseur  de  la  couche  située  au-dessus  de  celle  que  l'on 
considère  est  aussi  plus  petite  que  ce  rayon  :  la  force  comprimante 
qui  provient  de  cette  couche  supérieure  décroît  alors  très  rapide- 

r 

(i)  Mémoires  de  F  Académie  des  Sciences,  tome  IX ,  page  76  et  suirantok 
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noart  irec  la  distance  à  ht  surface ,  et  s  evanoait  entièrement  à  la  sur* 
fiice  mémcy  où  la  couche  infiniment  mince  n'est  plus  comprimée  que 
par  ia  pression  srtmosphériqae.  Par  conséquent ,  la  condensation  du 
liquide  décroît  de  même ,  suivant  une  loi  inconnue ,  k  mesure  que 
IViu  B'approcbe  de  sa  surfece  libre ^  et  sa  densité  est  très  différente  à 
cette  surfece  et  à  une  profondeur  qui  excède  un  tant  soit  peu  le 
rayon  d'at^itité  de  ses  molécules ,  ce  qui  suffit  pour  qu'elle  soit 
égale  k  la  densité  intérieure  du  liquide.  Or,  on  démontrera^  dans 
le  premier  chapitre  de  cet  ouvrage,  que  si  l'on  négligeait  cette  va- 
riation rapide  de  la  densité  dans  Tépaisseur  de  la  couche  superfi- 
cielle (i),  la  surface  capillaire  demeurerait  plane  et  horizontale,  et 
il  n'y  aurait  ni  élévation  ni  abaissement  du  liquide*  On  fera  voir  de 
même  la  nécessité  d'avoir  ^gard  a  la  compression  variable  que  le 
liquide  éprouve  près  de  la  paroi  du  tube ,  et  qui  s'étend  jusqu'à  la  li- 
mite de  l'action  exercée  par  ce  corps  solide. 

En  ayAt  donc  égard  à  ces  données  physiques  de  la  question ,  je 
suis  parvenu  à  former ,  dans  les  chapitres  II  et  lU,  l'équa^n  com- 
mune k  tous  les  points  de  la  surlace  de  contact  de  deux  liquides 
superposés  et  contenus  dans  un  tube  quelconque ,  et  l'équation  parti- 
culière atrx  points  de  son  contour,  ce  qui  comprend,  comme  cas 
particulier,  les  équations  relatives  k  la  surface  libre  d'un  seul  li- 
quide. Leur  forme  est  la  même  que  celle  des  équations  de  la  Méca- 
nique  céleste;  mais  les  expressions  en  intégrales  définies  des  deux 
constantes  spéciales  qu'elles  renferment  sont  très  différentes,  de  sorte 

(t)  Cette  épaisMor  dmt  être  de  gnandflHr  fiaie ,  maii  absoloment  înseQiiUDi 
d'après  l'hjpodibie  qu'cm  a  iaîte  sur  le  peu  d'étendue  de  la  apbëre  d'activité  aup* 
léculaire.  Cela  est  confirmé  par  nne  e:Lpérience  de  M.  Gay-Lossac.  Ayant  lédnit  on 
corps  en  poussière  très  fin  e,  il  a  trouvé  sa  pesanteur  spécifique  sensiblement  la 
même  avant  et  après  cette  opération  ;  d'o&  il  faut  conclure  que  l'épaisseur  de  la 
couche  dilatée  qui  termine  chacune  des  parcelles  de  poussière,  est  insensible  eu 
égard  à  leurs  dimensions. 
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quelcrars  valeur»  numériques  le  seraient  égalemenl  8iy.aaKeu.delefiidé^ 
terminer  par  l'expérience ,  on  pouvait  les  calculer  directement  diaprés 
leurs  expressions  analytiques ,  ce  qui  exigerait  que  l'on  connut  le&  lois 
des  actions  du  tube  sur  le  liquide  et  du  liquide  sur  lui-mémej  On 
trouvera^  dans  les  chapitres  suivans,  les  applications  de  ces  équations 
générales  à  Téquilibre  des  liquides  dans  les  tubes  d'un  très  petit 
diamètre  et  à  d'autres  questions  analogues  ^  et  l'on  j  pourra  remar-* 
qner  l'usage  que  j'ai  fait  des  tables  elliptiques  de  M.  L^endre^ 
pour  la  solution  rigoureuse  de  problèmes  qui  n'avaient  pn^  sans  :  ce 
secours,  être  résolus  que  par  approximadon*  ... 

Depuis  que  cet  ouvrage  est  écrit ,  j'ai  eu  connaissance  d'un  Mé* 
moire  de  M.  Gauss,  qui  parait  en  ce  moment,  aous  le  titre  de 
Principia  generalia  theoriœ  Jigurœ  fluidorum  in  statu  œ^uUibrii  (i). 
Pour  former  les  équations  de  cet  équilibre ,  l'auteur  a  recours  an 
principe  des  vitesses  virtuelles,  qu'il  applique  à  la  masse  entière  du 
liquide  y  et  non  pas,  ccmime  dans  la  Mécanique  analytique^  à  un 
âément  différentiel  de  cette  masse.  Il  trouve,  de  cette  manièce, 
qu'une  certaine  intégrale  sextuple ,  étendue  à  toute  cette  masse , 
doit  être  un  mimniunu  Dans  le  cas  d'un  liquide  homogène  et  in- 
compressible,  il  réduit  d'abord  cette  quantité  à  une  intégrale  qua- 
druple ;  et  en  considérant  spécialement  le  cas  oà  les  forces  applif 
quées  au  liquide  sont  la  pesanteur  et  l'attraction  mutuelle  de  ses 
molécules,  dont  la  sphère  d'activité  est  insensible,  il  réduit  de  non- 
veau  la  quantité  dont  il  s'agit,  qui  est  ensuite  composée  de  trois 
termes  y  savoir,  le  produit  du  poids  du  liquide  et  de  l'ordonnée 
verticale  de  son  centre  de  gravité ,  l'aire  de  sa  surface  libre  multi- 
tipliée  par  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  matière  du  li- 
quide, et  l'aire  des  parois  fixes  contre  lesquelles  il  s'appuie,  mul- 
tipliée par  une  seconde  constante  dépendante  de  la  matière  du  liquide 

(i)  Gottîngue,  i83o. 
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et  de  celle  de  la  partie  solide  du  système.  Par  les  règles  connues 
du  calcul  des  variations ,  on  détermine  la  surface  inconnue  du  li-* 
quide  qui  rend  cette  somme  un  minimum,  et,  comme  on  sait,  on 
trouve  à  la  fois  Féquation  générale  de  cette  surface  et  Téquation 
particulière  de  son  contour,  ce  qui  est  Tavantage  caractéristique  de 
la  méthode  que  M.  Gauss  a  suivie.  Mais  cet  illustre  géomètre  étant 
parti  des  mêmes  données  physiques  que  Laplace,  et  n'ayant  pas 
non  .plus  considéré  la  variation  de  densité  aux  extrémités  du  li- 
quide, qu'il  a  regardé,  au  contraire-,  comme  incompressible  dans 
toutes  ses  parties,  les  objections  qui  s'élèvent  contre  la  théorie  de 
Laplace  s'appliquent  également  à  la  sienne,  qui  ne  diffère  de  Tantre 
qbe  par  la  manière  de  former  les  équations  d'équilibre.  On  peut, 
à  cet  égard ,  employer  différens  moyens  ;  mais ,  sans  craindre  de 
compliquer  le  calcul  et  d'en  augmenter  les  difficultés,  il  importe 
de  ne  négliger  aucune  des  circonstances  essentielles  de  la  question , 
parmi  lesquelles  il  faut  compter  surtout  la  dilatation  du  liquide 
près  de  sa  surface  libre  et  la  condensation  qui  peut  être  produite 
par  l'attraction  du  tube. 

La  conséquence  générale  que  Ton  tirera  de  notre  théorie,  c'est 
que  les  phénoÎEZiènes  de  la  capillarité  sont  dus  à  l'action  moléculaire , 
modifiée,  non-seulement  par  la  courbure  des  surfaces,  comme  La* 
place  laviait  dit ,  mais  aussi  par  l'état  particulier  des  liquides  à  leurs 
extréniiités. 


» 
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CHAPITRE  PREMIER. 


Discussion  préliminaire. 

(i).  La  théorie  de  l'action  capillaire  se  compose  de  deux  parties  dis- 
tinctes: Tune  est  relatiye  à  la  surface  du  liquide  contenu  dans  un  tube, 
Tautre  se  rapporte  au  contour  de  cette  surface  et  à  Faction  du  tube  sur  le 
liquide.  Nous  allons ,  dans  ce  pi^raier  chapitre,  examiner  successiye- 
ment  les  principes  que  Laplace  a  suivis  dans  le  supplément  au  livre  X 
de  la  Mécanique  céleste,  pour  traiter  ces  deux  parties  de  la  question  ; 
nous  montrerons  les  difficultés  auxquelles  ils  sont  sujets,  et  en  même 
temps  nous  ferons  connaître  ceux  que  nous  nous  proposons  d'y  subs- 
tituer, et  qui  seront  la  base  de  la  nouvelle  théorie  qui  fait  l'objet  de 
cet  ouvrage. 

Ainsi ,  nous  supposerons  que  les  molécules  du  liquide  sont  soumises 
à  une  attraction  mutuelle  qui  n'est  sensible  qu'à  des  distances  insen- 
sibles, et  que  les  points  matériels  du  tube  exercent  une  semblable  ac* 
tion  sur  ces  molécules.  Comme  dans  la  théorie  de  Laplace ,  nous 
ferons  d'abord  abstraction  de  la  répulsion  calorifique  ;  nous  n'aurons 
point  égard  à  la  dilatation  ou  à  la  compression  du  liquide  près  de 
la  surface  ou  près  des  parois  du  tube ,  c'est-^-dire  que  nous  y  re* 
garderons  la  densité  du  liquide  comme  étant  la  même  que  dans  son 
intérieur.  Enfin ,  pour  calculer  les  résultantes  de  l'attraction  molécu- 
laire ,  nous  partagerons  le  volume  du  liquide  et  celui  du  tube  en 
élémens  infiniment  petits ,  puis  nous  exprimerons  ces  forces  par  des 
intégrales  définies  relatives  à  ces  élémens. 

(:2).  Soit  ÂOB  (fig.  r"")  la  sur&ce  du  liquide.  Par  le  point  quel- 
conque 0,  menons  le  plan  tangent  COD;  appelons  €ù  l'élément  in- 
finiment petit,  commun  à  cette  surface  et  à  ce  plan;  et  sur  co,  comme 
base,  élevons  dans  l'intérieur  du  liquide  un  cylindre  OE  normal  et 
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indéfiniment  prolongé.  Désignons  par  No»  l'action  exercée  par  le 
liquide  sur  ce  cylindre^  suivant  sa  longueur  et  de  dehors  en  de- 
dans. On  pourra  diviser  No)  en  deux  parties  :  Tune  relative  à  la 
portion  du  liquide  terminée  par  le  plan  COD  et  dont  le  cylindre 
fait  partie ,  l'autre  correspondante  au  ménisque  compris  entre  ce 
plan  et  la  surface  AOB;  et  si  l'on  désigne  la  première  par  Kc»,  et 
la  seconde  par  /jloù  ,  on  aura 

N  =  K=faAt, 

en  prenant  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  selon  que  le  li- 
quide sera  concave  ou  convexe  au  point  0.  La  figure  suppose  que  ce 
soit  le  premier  cas  qui  ait  lieu. 

Pour  calculer  K ,  soit  M  un  point  du  cylindre  OE ,  et  M'  un 
point  quelconque  du  liquide  compris  dans  la  sphère  d'activité  de  M. 
Appelons  r  la  distance  MM',  s  et  /  les  perpendiculaires  abaissées  de 
ces  deux  points  sur  le  plan  COD,  et  co'  un  élément  de  ce  plan,  qui  sera  la 
base  d'un  cylindre  parallèle  a  OE  et  comprenant  le  point  W.  Les  élé- 
mens  de  volume  qui  répondent  à  M  et  M^  auront  pour  expressions 
cêds  et  cû'ds^  ;  et  si  l'on  représente  par  *f  la  densité  du  liquide ,  et 
par  (pr  une.  fonction  de  r  qui  n'ait  de  valeurs  sensibles  que  pour 
des  valeurs  insensibles  de  cette  variable,  l'action  mutuelle  de*  ces 
deux  élémens  pourra  s'exprimer  par  le  produit 

f*<pr.cûco'dsds\ 

La  fonction  (pr  ne  changera  pas  de  signe  dans  toute  l'étendjie  des 
valeurs  de  r,  puisqu'on  a  seulement  égard  à  l'attraction  des  mo- 
lécules, et  qu'on  ne  tient  pas  compte  de  la  répulsion  due  à  leur 
calorique  ;  et  si  on  la  regarde  comme  positive ,  la  composante  de 
la  force  précédente,  dirigée  suivant  ME,  s'obtiendra  en  multipliant 

cette  force  par  le  i^apport qui  est  le  cosinus  de  l'angle  M'ME. 

Représentons  par  u  la  projection  de  r  sur  le  plan  COD,  et  par  f 
l'angle  que  cette  projection  fait  avec  une  droite  fixe,  menée  par  le 
point  0  dans  ce  même  plan.  On  pourra  prendre 

'  ùf'  ss  udiâdv  j 


DE  L^ACTION  CAPILLAIRE.  ,     1 1 

on  aura  eu  outre.  .         . 

r*  =  tt»  -h  C'y'  —  sy  ; 

et  la  valeur  de  Kco  s'obtiendra  par  des  intégrations  relatives  h  u,  u, 
s^j  s.  Celle  qui  répond  k  Tangle  <;  aura  pour  limites  (/=o  et  v=  27r, 
en  désignant  par  ^  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ;  elle 
s'effectuera  immédiatement  ;  et  si  Ton  supprime  le  facteur  a> ,  on 
aura 

Soit  0'  un  point  de  OE,  tel  que  Von  ait  MO  =  MO'.  Par  ce 
point ,  menons  un  plan'  C^OD'  parallèle  à  COD.  Il  est  évident  que 
Faction  du  liquide  compris  entre  ces  deux  plans ,  sur  le  point  M , 
se  réduira  à  zéro,  à  cause  que  Ton  n'a  point  égard  à  la  variation 
rapide  de  sa  densité  dans  la  couche  qui  le  termine.  Si  donc  on  fait 


i> 


on  jx)urra  faire  commencer  à  zéro  l'intégrale  relative  à  la  nouvelle 
variable  a: ,  aussi  bien  que  les  intégrales  relatives  ii  u  ^t  a  ^.  On 

aura  d'ailleurs 

■     ■  ».  ~ 

r*  =  tt'  -|-  (a?  -f-  ^)'; 

en  sorte  que  pour  toute  valeur  sensible  de  Tune  des  variables  po- 
sitives u^  o:^  ^,  la  variable  r  aura  aussi  une  valeur  sensible  p  et  Çr 
sera  nulle  ;  on  pourra  donc  étendre  ces*  intégrales  jusqu'à  l'infini ,  et 


écrire 


K  =  a^r' r  f    r    ?^  ^^  ududxds. 

Soit  maintenant 

sziizuZj    x=iujr,    ds=:udz,     dx^^ucljr; 

les  limites  relatives  aux  nouvelles  varid[>le6  zetjr  seront  encore  zéro 
et  l'infini  ^  et  nous  aurons 

r»=««[i4-(r +  »)']. 

a.. 
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Si  donc  nous  substituons  r  à  la  variable  u,  et  que  nous  pFenions, 
en  conséquence  i 

r  f  dr 


les  limites  relatives  à  r  seront  atissi  r=  o  et  rss  oô ,  et  il  en  résultera 

y»GO 

K  =  27r/*ç  /      r^^rdr , 
ea  Élisant  y  poar  abréger, 

J  oJo    [I  +  Cr  +  »)*1** 


Mais  on  a 


•*•  [1+ 


CrHra)«i8 


iy+^yf      ^(i+j^)'* 


*     —         I 


î  — 3' 


on  aara  donc  enfin 


K^^f^r>(prtir.        (,) 


(3).  Calculons  de  même  la  valeur  de  /i.  Pour  cela,  je  partage  le 
ménisque  en  cylindres  perpendiculaires  au  '  plan  tangent  '  COD ,  qui 
aient  pour  bases  les  élémens  infiniment  petits  de  ce  plan,  et  se  termî* 
nent  à  la  surface  AOB.  Soit  M'O'  (fig.  3)  Tun  de  ces  cylindres.  Dési* 
gnons  par  co'  sa  base ,  et  par  Ç  sa  hauteur  ;  en  sorte  que  e»'Ç  soit  son 
volume.  Pour  qu'il  agisse  sur  le  cylindre  OE,  il  faudra  que  la  dis- 
tance OM'  soit  très  petite ,  et ,  par  conséquent ,  que  Tordonnée  Ç  de 
la  surface  soit  très  petite  du  second  ordre;  on  pourra  alors,  sans  er^ 
reur  sensible ,  regarder  tous  les  points  de  M'O'  conmie  exerçant  des 
actions  égales  et  parallèles  sur  le  point  quelconque  M.  de  OE ,  et 
prendre 

pour  Taction  totale  de  M'O^,  sur  l'élément  etils  qui  répond  à  ce  point; 
les  distances  MO  et  MM'  étant  représentées  par ^  et  r,  comme  précé- 
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demment.  Cette  force  étant  dirigée  de  M  vers  M',  sa  composante  sui-- 
vant  ME  sera  négative,  et  s^obtiendra  en  multipliant  cette  force  par 

— -.  Si  l'on  appelle  u  la  distance  OM',  et  p  l'angle  qu'elle  fait  avec  une 

droite  fixe,  menée  par  le  point  0  dans  le  plan  tangent ,  on  aura 

et  l'on  en  conclura 

Soient  »  et  )f'  les  deux  Coordonnées  de  M'  relatives  à  des  axeâ 
rectangulaires,  menés  par  le  point  0  dafi^  le  plan  COD,  de  sorte 
qu'on  ait 

}|S=£<siuP,        n'ssKCOSP. 

La  valeur  de  ^  sera  donnée  eu  fonction  de  n  et  /  par  l'équation  de  la 
surface  du  liquide;  on  pourra  la  développer  en  série  très  conver- 
gente, suivant  les  puissances  et  les  produits  de  )f  et  W  i  et  comme 

Kf'^f  7^  f  s'évanouissent  en  même  temps  que  ces  deux  variables , 
on  aura 

en  négligeant  les  teinnes  du  troisième  ordre,  et  désignant  par  Q,  Q^  Q", 
des  coeûiciens  indépendans  de  )f  et  D^  Je  substitue  ces  valeurs  de 
{[,  >f,  )i',  dans  celle  de  /i,  et  j'effectue  l'intégration  relative  k  9; 
il  vient 

/»  =  -H(Q4-Q')» 

« 

en  faisant ,  pour  abréger , 


^00   ^»  ^j|5 


On  réduira  cette  intégrale  double  à  une  intégrale  simple,  en  fai- 
sant d'abord 

s  =i  ux ,      ds  ^s  udx , 
et  ensuite 
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r  ,  dr 

ce. qui  donne       •    .       ^^ 

cesl-à-dîre 

H=  7  9r/*  f     r^(prdr.  (a) 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  >f  et  »'  les  tangentes  aux  sec- 
tions normales  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure,  de  la  sur- 
face du  liquide  au  point  0.  £p  désignant  par  A  et  A^  les  rayons  de 
ces  deux  courbures  principales,  nous  aurons 


A 

au  moyen  de  .quoi  la  valeur  de  /t  sera 

(4)*  Les  quantités  K  et  ;a  étant  ainsi  déteripninées ,  et  la  surSace 
du  liquide  ayant  été  supposée  concave  au  point  0,  on  aura 

N  =  K--^H(l4.^);       (5) 

formule  dans  laquelle  on  régardera  A  et  A'  comme  des  quantités  po- 
sitives.  Pour  l'étendre  au  cas  de  la. surface  convexe,  il  suffira  dV 
changer  les  signes  dé  A  et  A^;  et,  généralement,  on  y  considérera 
chacune  de  ces  deux  quantités  comme  positive  ou  comme  négative, 
selon  que  la  ligne  de  courbure  à  laquelle  elle  répond  tournera  sa 
concavité  en-dehors  ou  en-dedans  du  liquide. 

Les  expressions  des  coefficiens  K  et  H  que  cette  formula  renferme 
s^accordent  avec  celles  que  Làplace  a  trouvées^  sous  une  autre  forme, 
pour  les  mêmes  quanti tc$.  En  effet,  on  suppose,  dans  la  Mécanique 
céleste  , 

f^rdr  =  c  —  Ilr,,      fitlrdr  sa  c'  —  '^r; 
les  intégrales  commençant  avec  r,  c  et  c'  étant  leurs  valeurs  faudra 
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une  grandeur  sensiUe  f  Ilf  et  "^r  désignant  des  fonctions  qui  s'éva- 
nouissent pour.  tQute  valeur  sensible  de  r.  D'après  cela ,  on  a 


K 


en  rétablissant  la  densité  f  que  Laplace  a  prise  pour  unité  ^  et  la 
limite  h  étant  une  quantité  de  grandeur  sensible,  qu'on  pourra ,  si 
Ton  veut,  remplacer  par  Finfini.  Or,  si  Ton  intègre  par  partie ^  il 
vient 

H  =  irp^h^-^h  —   î^' r  ^^  S^  ^  ==  ^*  r  ^^^^^  5      • 
intégrant  de  nouveau,  on  a 

ce  qui  coïncide  avec. les  formules  (i)  et  (2) ,  en  prenapt  A==;  00  . 

(5).  Lorsque  la  sur&ce  du  liquide  sera  connue,  .et  que.  les  valeurs 
des  constantes  K  et  H,  dépendaotes  de  sa  nature,  seront  données,  la 
formule  (5)  fera  connaître  l'action  qu'il  exerce  sur  un  filet  cylindrique, 
normal  à  cette  surface  ^u.  point  où  il  la  rencontre.  Si,  par  exemple, 
la  sur&ce  du  liquide  était  celle-  de  l'aire  nUnima ,  on  aurait 

-   -T-  ^  —   O  , 

et  Faction  dont  il  s'agit  serait  constante  et  la  même  que  dans  le  cas 
d'une  surface  plane. 

Réciproquement,  on  conclura  de  cette  expression  de  N  l'équation 
de  la  surface  libre  dW  liquide  homogène  soumis  à  l'attraction  mu-* 
tuelle  de  ses  molécules  et  à  d'autres  forces  données,  telles  que  la  pe- 
santeur. En  effet,  Taction  de  ce  liquide  sur  tous  les  points  sensible- 
ment éloignés  de  la  sur^Eice  étant  égale  en  tous  sens  et  se  détruisant 
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par  conséquent^  Nâ»  exprimera  encore  cette  actitunsor  le  filet  OE(fig.'S), 
normal  au  point  (juelconque  0,  lors  même  qii'il  Cessera  d*êtrë  droit  à 
une  profondeur  sensible ,  pourvu  que  la  section  perpendiculaire  à  sa 
longueur  ne  Tarie  pas^  et  soit  toujours  égtflç  à  ui.  Supposons  donc  que 
ce  filet  curviligne  vienne  aboutir  en  un  point  fixe  L  de  la  sur£aice  du 
liquide,  et  qu'il  soit  aussi  normal  en  ce  point.  Désignons  par  /  et  t 
les  valeurs  de  X  et  X'  relatives  à  ée  point  L.  Les  actions  du  liquide 
surle  filet  OEL  seront  Ne»  au  point  0,  et  N'ûi  an  point  L ,  en  appelant 
N'  ce  que  devient  N  quand  on  y  tnet  /  et  /',  au  lieu  de  \  et  A'.  Si  donc 
la  pression  extérieure,  est  nulle  ou  la  même  aux  deux  points  0  et  L , 
et  si  l'on  suppose  que  la  pesanteur  soit  la  seule  force  donnée  qui 
agi^e  sur  le  liquide,  il  faudra ,  pour  Téquilibre  du  filet  OEL ,  que 
Texcès  de  N'a)  sur  No)  soit  balancé  par  la  différence  des  actions 
exercées  par  la  pesanteur  sur  les  deux  branches  de  ce  filet,  sui- 
vant leurs  longueurs.  En  appelant  donc  A  cette  différence,  il  fau- 
dra qu'on  ait 

N'«  —  N»  5=  A. 


t 


Or,  si  l'on  repr&ente  par  g  la  pesanteur,  par  z  l'ordonnée  verticale 
d'un  point  quelconque  du  filet,  et  par  ds  l'élément  de  sa  longueur, 
gpcùds  sera  le  poids  de  là  -maste  correspondante  à  cet  élément ,  et 
gpe$€k  sa  composante  suivant  la  longueur  xiu  filet  |  d'ou^  l'on  con- 

dura 

A==gp(3^, 

■  • 

en  prenant  le  point  L  pour  origine  des  coordonnées,  et  comptant 
les  z  positives  au-dessus  du  plan  horizontal  passant  par  ce  point  ; 
et  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  A  et  celles  de  N  et  N'  dans  l'équa- 
tion d'équilibre,  il  en  résultera 

î  «G +r)-;  «G. +?)+»'=«-    <« 

pour  l'équation  de  la  surface  du  liquidç  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

(6).  Les  points  0  et  L  peuvent  être  des  points  de  la  surface  du 
liquide  situés  en-dehors  ou  en-dedans  du  tube»  Le  raisonnement  qui 
nous  a  conduit  à  l'équation  (4)  subsistera  toujours,'  pourvu  que  4e 
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filet  OEL  ne  soit  pas  interrompu  par  le  tube,  et  il  suffira  pour  eek' 
de  le  faire  passer  au-dessous  de  l'extréixiité  inférieure  du  tube  lorsqm 
Tuu  des  deux  points  sera  en-dedans  et rautré  en-debors.  Si  le  poiQJtL. 
est  en-dehors  y  à  une  distance  du  tube  assez  grande  pour  que  la>8urrT 
iàce  du  liquide  y  soit  sensiblement  plane  et  horizontale ,  on  aura 

et  l'équation  précédente  fera  connaître  Féléyation  ou  rabaissement  de 
chaque  point  de  la  surface  capillaire,  au-dessus  ou  au-dessous  du 
niveau  extérieur  du  liquide. 

Cela  étant,  supposons  que  le  tube  soit  formé  d'une  matière  homo- 
gène, et  que  sa  surface  intérieure  soit  celle  d'un  cylindre  à  base  cir- 
culaire et  qui  ait  son  axe  vertical  ;  il  est  évident  que ,  dans  ce  caSj^  la 
surface  capillaire  ne  pourra  être  qu'une  surface  de  révolution ,  dont 
l'axe  de  figure  sera  celui  du  tube.  Au  point  situé  sur  cet  axe,  les 
deux  rayons  A  et  A'  seront  égaux  et  de  même  signe.  En  désignant 
par  b  leur  grandeur  a^^lue ,  on  aura  donc 

A  =  A'=  rfc  by 

selon  que  le  liquide  sera  concave  ou  convexe  i  et  si  Ton  représente 
par  h  la  valeur  de  z  relative  au  point  dont  ilVagit,  et  qu'on  supprime 
les  termes  de  l'équation  (4)  qui  dépendent  de  l  et  t^  on  aura 

pour  déterminer  l'élévation  ou  l'abaissement  du  centre  de  la  surface 
capillaire. 

En  ayant  égard  à  la  formule  (2) ,  on  tire  de  là 

* = *  g»  /.*'>*' 

« 
et  comme  ^r  est  constamment  positive ,  à  cause  que  l'on  a  seule- 
ment .égard  à  l'attraction  des  molécules,  il  s'ensuit  que  l'ordonnée  h 
sera  positive  ou  négative ,  et,,  par  conséquent,  que  le  liquide  s'ëlè* 
vera  ou  s'abaissera  dans  le  tube,  selon  qu'il  y  çéra  terminé  pAr'one 
surface  concave  ou  convexe;  ce  qui  serait,  en  effet,  conforme  à 
l'expérience.  Mais ,  dans  la  supposition  de  <pr  positive  pour  toutes 
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leê  Taleurs  de  r,  non*- seulement  H,  mais  aussi  K^  serait  positif; 
or,  on  va  voir  que*  la  force  K  doit  au  contraire  être  négative,  pour 
fat re  équilibre  k  la  pression  extérieure;  ce  qui  suffira  pour  rendre 
inadmissible  Tkjfpotbèse  de  ^r  constamment  positive. 

(7).  Par  un  point  0.  (fig.  4)  appartenant  au  filet  normal  (MS^  et 
situé  à  une  distance  quelconque  du  point  0  ,  menons  un  plan 
C|0|D|  parallèle  au  plan  tangent  COD.  L'action  du  liquide  compris 
entre  ces  deux  plans ,  sur  la  partie  00.  de  OE ,  sera  évidemment 
nulle,  puisqu'on  y  suppose  la  densité  constante.  Nous  appellerons 
K^ù)  Faction  sur  00.  de  l'autre  portion  du  liquide  terminée  par  le 
plan  C,0,D, ,  laquelle  action  sera  dirigée  suivant  0,E,  et  s'ajoutera  à 
l'action  du  ménisque  qu'on  a  désignée  précédemment  par  fi.  Celle 
de  la  pesanteur,  ou  le  poids  de  00^  décomposé  suivant  sa  longueur, 
aura  gpccù^  pour  valeur,  en  appelant  a  la  perpendiculaire  abaissée 
de  0  sur  le  plan  horizontal  passant  par  0,,  ou  la  différence  de 
niveau  de  ces  deux  points.  Enfin ,  en  appelant  II  la  pression  exté- 
rieure rapportée  à  l'unité  de  surface,  qui  sera,  si  l'on  veut,  la  pres- 
sion atmosphérique,  il  y  aura  encore  la  force  ÏIoo  qui  agira  sur  00. 
dans  le  sens  des  forces  précédentes.  Pour  l'équilibre  de  cette  partie 
du  fîlet  OE,  il  faudra  dqnc  que  la.  somme  de  toutes  ces  forces  soit 
égale  il  zéro ,  6u  qu'on  ait 

K,  +  /t  -h  gpa  +  n  =  o ,         (6) 

en  supprimant  le  facteur  conimun  cû.  . 

Observons  d'ailleurs  qu'on  a  K,  =  K.  En  effet ,  soit  M  un  point 
apipartenant  à  00^ ,  M,  un  point  situé  de  l'autre  côté  du  plan  CiOJD,, 
j,  et  X  leurs  distances  à  ce  plan ,  r,  la  distance  MM^ ,  u  sa  projection 
sur  ce  même  plan  ;  nous  aurons 

Le  cosinus  de  l'angle  EM M ,  sera  ^"^^^  :  le  volume  d'un  anneau  cir- 

oulaire  tdont  tous  lès  points  agissent  égalemenjt  sur  le  point  Bl^  aura 
pour  expression  vjrududx ,  et  celui  de  l'élément  de  00^  qui  ré- 
pond kVif  étant  (êds^y  on  ep  conclura^  lanâ  difficulté,  -   ' 


»■  ■  1; 


.*•■ 
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en  supposant  que  00,  ait  une  graadeàr  sensible^  oa  du  mohis  pUà 
grande  que  le  rayon  d'activité  moléculaire  ^  ce  tqui  a  permis  d'Aendre 
jusqu'à  rinfini  l'intégrale  relative  à  f,.  Or,  en  y  employant. les  ktties 
^et  r ,  au  lieu  de  ^1  et  r, ,  cette  expression  coïncide  avec  Tmie  de  celles 
que  Ton  a  trouvées  pour  K  dans  le  n**  2. 

Mettant  donc  K  à  la  place  de  K, ,  et  pour  /â  sa  valeur  dans  réqua- 
tioo  d'équilibre  de  00,,  on  aura 

ce  qui  montre  que  K  sera  généralement  une  quantité  négative,  dépen- 
dante principalement  de  la  pression  extérieure  et  de  renfoncement 
du  point  0| ,  auquel  elle  i*épond.  Si  la  surface  du  liquide  est  plane , 
et  que  le  point  0^  n'en  soit  éloigné  que  d'une  distance  insensible ,  K 
sera  simplement  égal  et  contraire  à  la  pression  IT ,  çt  nul  quand  le  li- 
quide sera  placé  dans  le  vide. 

D'après  la  manière  dont  Laplace  a  formé  les  équations  (4)  et  (^) , 
il  n'a  pas  eu  besoin  de  considérer  la  quantité  K  qui  n^y  est  pas  com- 
prise,  ni  de  s'occuper  de  sa  relation  avec  la  pression  extérieure  ;  mais, 
suivant  ses  principes,  cette  quantité  serait  positive  et  extrêmement 
grande  par  rapport  à  H ,  ainsi  qu'il  le  dit  lui  -  même  en  plusieurs 
endroits,  et  comme  cela  résulterait  effectivement  des, formules  (1) 
et  (2).  Pour  que  l'intégrale  représentée  par  K  puisse  être  négative , 
et  que  cependant  l'intégrale  que  H  représente  reste  positive ,  con- 
formément à  l'expérience,  il  est  indispensable  d'avoir  égard  à  l'atr 
traction  des  molécules  et  à  leur  répulsion  calorifique;  on  regardera 
alors,  dans  les  formules  (i)  et  (2),  la  quantité  p^r  comme  exprimant 
l'excès  de  la  fœre  attractive  sur  k  force  fépukive,  et  ^r  comme  étant 
positive  à  toutes  les  distances  r  où  la  première  force  l'emporte  sur 
la  seconde  9  et  négative  à  toutes  les  distances  où  c'est  la  secoùde 
qui  surpasse  la  première  (^)  ;  mais  nous  allons  faire  voir  que 
cette  considération  serait  encore  insuffisante,  et  que  dans  la  tbèorie 

C)  NoM^eroM  dire  que  eetlt  iMdîfioiiUinià  m  tbéerie  rtfflé  mliquie  pÊtVÀm" 
tear  dans  une  note  qui  fait  partie  du  Bulletin  de  la  Société  Philomatique,  aa- 
née  1819,  page  laa. 

3.. 
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de  Laplace,  ainsi  modifiée,  la  quantité  H,  d'oii  dépend  l'éléTation 
ou  l'abàifisement  du  liquide,  n'en  devrait  pas  moins  être  nulle  ou 
insensible. 

(8).  Supposons  que  le  filet  OE ,  normal  à  la  surface  du  liquide ,  ne 
soit  plus  cylindrique ,  et  que  l'aire  de  la  section  perpendiculaire  à 
sa  longueur  varie  d'un  point  à  un  autre ,  quoiqu'elle  soit  toujours 
infiniment  petite.  La  distance  OM  étant  insensible  et  représentée  par  ^, 
et  <tf  désignant  toujours  l'élément  de  la  surface  du  liquide  au  point  0, 
on  pourra  représentei"  l'aire  de  la  section  au  point  M  par  cûÇi  ^  ks)  , 
en  négligeant  les  puissances  de  s  supérieures  ^  la  première,  et  dési- 
gnant par  k  un  coefficient  indépendant  de  cette  variable.  Si  nous  re- 
gardons aussi  la  longueur  de  00.  comme  insensible,  l'expression 
a)(i  -f-^^)  ^ura  lieu  dans  toute  cette  longueur,  et^nous  pourrons 
partager  le  filet  00,  en  deux  autres,  l'un  ayant  une  section  cons- 
tante et  égale  à  dû,  et  l'autre  une  section  variable  et  exprimée  par 
atks.  Soient  Veok  et  Yœk  les  actions  normales  à  la  surface  du  li- 
quide', et  dirigées  de  dehors  en-dedans,  qui  seront  exercées  sur  la 
seconde  partie  de  00, ,  par  le  liquide  que  termine  le  plan  C,0,D,  et 
par  le  liquide  compris  entre  ce  plan  et  le  plan  tangent  COD.  Obser- 
vons que  l'action  du  ménisque  renfermé  entre  COD  et  ÂOB,  sur  cette 
partie  de  00, ,  est  du  même  ordre  que  les  quantités  qu'on  a  négligées 
en  calculant  l'action  ftco  de  ce  ménisque  sur  la  partie  cylindrique  de  00„ 
en  sorte  que  /xœ  exprimera  encore  l'action  du  ménisque  sur  le  filet 
non  cylindrique.  Le  poids  de  00,  n'aura  pas  non  plus  changé  sensi- 
blement, et  la  pression  extérieure  qui  a  lieu  à  son  extrémité  0^  sera 
toujours  ïlcû.  Pour  l'équilibre  de  00,,  il  faudra  donc  qu'on  ait 

K,  +  fft  4- pg'a  4- n  +  UA:  4- VA:  =3  o  ; 

K,  et  pget  étant  les  mêmes  quantités  que  dans  le  numéro  précédent. 
Or,  l'équilibre  devant  exister,  soit  qu'il  s'agisse  d'un  filet  cylin- 
drique, ou  soit  que  l'on  considère  un  filet  dont  la  section  varie,  il 
est  nécessaire  que  cette  équation  ait  lieu  en  même  temps  que  l'équa- 
tion (6),  qui  se  rapportait  au  filet  cylindrique.  En  retrandiant  l'une 
de  l'autre,  et  supprimant  le  facteur  commun  k,  on  aura  donc 

U  +  V  =  o. 
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Si  l'on  désigne  par  j,  la  distance  MO,  et  par  l  la  longueur  de  00, , 
et  que  Ton  consenre  toutes  les  liutres  notations  du  numéro  précédent , 
on  aura  j  =  Z  —  J, ,  et  l'expression  de  U  sera 

r,  étant  toujours  donné  par  l'équation 

r.*  =  K»  +  (j:  4-  s,y. 

Soit  aussi  /  la  distance  d'un  point  quelconque  du  liquide  au 
plan  COD^  r^  sa  distance  ati  point  M,  et  i^  la  projection  de  /  sur 
ce  plan  ^  en  sorte  qu'on  ait 

et  que  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  r^  avec  ME  ait  pour  \aleur 

/  —  s 

— ; — 2  nous  aurons 

r 


Ici  l'on  ne  peut  pas  étendre  jusqu'à  l'infini  les  intégrales  relatives  à 
s  et  /,  lors  même  que  /  aurait  une  grandeur  sensible ,  parce  que  r^ 
n'a  pas  une  valeur  sensible  pour  toute  valeur  semblable  de  /  ou  de^, 
mais  seulement  pôtir  utie  pareille  valeur  de  leur  différence. 

En  ayant  égard  à  ce  que  K^  représente ,  la  valeur  de  U  pourra 


s'écrire  ainsi  : 


U  =  ZK,  —  ^r'f^f^f^  ^^  ^^^^7^^  ududxds,. 
Je  fais  d'abord 

j,  =»w;^,     X  z=zuZf     ds^^^  udjr ,    dx  z=z  udz  , 

et  ensuite 

>  • 

r,  •  dr^ 


il  en  résultera 

U  =  ZK, -^  2'^f^qJ     r^^pr^dr^ , 

» 

en  faisant^  pour  abréger, 


A  cause  de 


nous  aurons 
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et  d'après  la  formule  (a),  la  valeur  précédente  de.U  deviendra 

L'intégrale  triple  que  Y  représente  se  réduit  également  k  des  inté- 
grales simples  ;  mais  cette  transformation  exige  une  attention  parti- 
culière ,  et  nous  allons  l'efFectuer  en  détail  dans  le  numéro  suivant. 

(9).  On  a  identiquement 

I»  - 

d'où  il  résulte 

et  la  première  de  œs  deux  intégrales  s  évanouit  ^  comme  étant  com- 
posée delémens  qui  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

Je  désigne  par  sf  une  variable  positive ,  et  je  fais  successivement 


s'-^—szmsf,       j  — /  =  (;, 


et  dans  les  deux  cas 

En  partageant  la  dernière  intégrale  en  deux  parties ,  dont  Tune  ré- 
ponde aux  valeurs  dé  s'  plus  grandes  que  Sy  et  Tautre  aux  valeurs  de  s 
plus  grandes  que  y,  nous  aurons 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  ^  .t,-^     ^^  i   vj:;  ,  ?.?:.  ' .?  rri 
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I    * 


Soit  maintenant 

Tintégrale  étant  prise  de  manière  qu  elle  s'évanouisse  avec  /,  c  étant 
une  constante  <\m  repr^nf e  ce  que  cette  intégrale  devient  pour  une 
valeur  sensible  de  H^  et  <br^  une  fonction  qui  devient  insensible  pour 
toute  vatetu*  sensible  detrette  variable;  on  aura 

<p^  =  -  ^^     ^^?=^^isr^ 

et  y  par  conséquent , 

en  désignant  par  r  la  valeur  de  /  qui  répond  à  vasil'-^'s ,  en  sorte 
qu*on  ait 


.;x    -     "     - 


Au  moyen  de  cette  transformation ,  i  expression   dç  Y  de^enl 
d'abord 

Soit  encore 


.•(': 


les  intégrales  comipençant  .avec  r^p  b  et  a,.^éBigQiint  lepn9  :  valeuni  ret- 
latives  à  V  =  oo ,  OV  et  O'Y  étai^t  des  fonctions  qui  :  a!évaiioiMHflrat 
pour  toute  valeur  de  r'plufi, grande,  qufi  Je  rayqp.  4'actàvilé  mol<ctt«» 
laire;  nous  aurons 

f*  r^r- du  =  *' a  —  s) ,      T  V*/^  "  «fc«  5=  *'v, 

*/o  r  J  o  r  ••■II- 

et  ensuite  '  .         1  . 
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Il  en  résultera  donc  .    . 


ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

en  mettanl  /  —  ^  et  —  dlf ^  au  Heu  det  s  ^tds.'^  iutégrapt  par  partie, 
et  observant  que 

il  vient  ' 

J  i>  J  o  4^ 

Si  Ton  suppose  /  plus  grand  que  le  rayon  d'activité  moléculaire ,  il 
faudra  supprimer  le  terme  compris  hors  du  signe  /,  et  la  valeur  pré- 
cédente de  y  se  réduira  à. 


V  =  o^Tf  '  (2T  si>'sds  —  ai). 


J*intègi*e  encore  deux  fois  de  sutte  par  partie ,  et ,  à  cause  de 

s9s,     -T- =  —  ^s,      4>7  =  o>      OZsào^ 


ds  ^        ds 


n 


on  trouve 


^fls9'sds  =»  y^  s*(psds.z=^  if^-J^^r^'-, 


'  f. 


en  employant  ta  lettre  r  au  lieu  de  ^' sous  le  signe  //et  étendant 
'intégrale  jusqu'il  r 3=3?  00  ;  ce  qui  est  permis,  JMiisque  ^r  est  irisenkible 
à  laiiltmite  r  :âti  /  eit  âtmlelà.  On  trôtivera  dé  même 


on  aura  donc 


fl==/^  4>.Vrf..  =  l/^/^/t/r; 


•.'V« 


x;  -v_  r»CO 


v= ;^rX  '^^"^'■-ï^'f/l  '^'^'•î 


.l'-t    .( 
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expression-  qui  est  la  même  chose  que 

en  vertu  des  formules  (i)  et  (2). 

(10).  Je  substitue  cette  valeur  de  V  et  celle  de  U  dans  l'équation 
U  4*  V  =  G  ;  en  observant  que  K  =  K, ,  elle  se  réduit  à  H  =  o  : 
ce  coefficient  H  serait  donc  nul ,  on  de  Tordre  des  quantités  tout-à- 
fait  insensibles  qu'on  a  négligées  dans  les  calculs  précédens;  ce  qu'il 
s'agissait  de  déniontrer.  C'est  aussi  ce  que  j'avais  déjà  prouvé  d'une  ma- 
nière différente  dans  le  MénK>ire  cité  au  commencement  de  cet  ouvrage^ 
où  j'exprimais  les  actions  des  différentes  parties  du  liquide  par  des 
sommes  2  non  réduites  à  des  intégrales.  Il  s'ensuivrait  que  la  surface 
d'un  liquide  contenu  dans  un  tube  capillaire  resterait  horizontale,  et 
que  le  liquide  ne  s'élèverait  ni  ne  s'abaisserait  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  son  niveau  extérieur;  mais  ce  résultat  tient  à  ce  que 
nous  n'avons  pas  eu  égard  à  la .  dilatation  du  liquide  qui  a  lieu  près 
de  sa  surface  ;  et  quoique  la  loi  de  sa  densité  dans  l'épaisseur  de  la 
couche  superficielle  dépende  de  celle  de  l'action  moléculaire ,  et  ne 
puisse  pas  être  déterminée,  nous  ferons  voir  néanmoins,  dans  la  suite 
de  cet  ouvrage,  que  d'après  cette  variation  rapide  de  densité,  l'action 
du  liquidé  sur  le  filet  00,  ne  diffère  pas  sensiblement ,  soit  qu'on  le 
suppose  cylindrique  ou  qu'il  ne  le  soit  pas.  L'équation  d'équilibre  de 
00«  est  identiquement  la  même  dans  les  deux  cas ,  €|t  ne  peut  plus 
servir  qu'à  déterminer  la  valeur  de  K,. 

n  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  la  valeur  de  Y  dont  nous  avons 
fait  usage,  se  déduit  d^celle  de  U  que  l'on  obtient,  comme  on  l'a  vn, 
beaucoup  plus  simplement.  En  effet,  puisqu'on  ne  tient  pas  compte  de 
la  variation  de  densité  du  liquide,  ces  valeurs  sont  les  même?  que  si 
00,  était  pris  dans  son  intérieur,  et  que  le  liquide  s'étendit  indéfiniment 
au-delà  de  la  surface  AOB.  Dans  cette  hypothèse,  désignons  par  F  Fac- 
tion du  liquide  terminé  par  le  plan  tangent  COD  sur  le  filet  normal  et 
extérieur  00,,  par  F,  l'action  exercée  en  sens  contraire  sur  ce  filet  par 
le  liquide,  également  indéfini,  que  termine  le  plan  C,0,D, ,  et  par 
ykcùf  comme  précédemment ,  l'action  du  liquide  compris  entre  ces 
deuit  plans,  sur  ce  même  filet  00^  et  dans  le  même  sens  que  F,.  Fai- 
sons abstraction  de  la  pesanteur,  ou,  atitrement  dit,  supposons  00. 
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horizontal  ;  pour  Téquilibre  de  cette  partie  intérieure  du  liquide ,  il 

faudra  qu'on  ait 

F,  +  VAûi  =  F. 


D  après  ce  qu'on  a  vu  précédemment  (n**  8),  et  à  cause  de  K,  =K|  la 
valeur  complète  de  F,  sera 

F,  =  K«  +  (/K  — H);fcûi. 

Si  Ton  appelle  (a^  la  section  de  OOt  qui  répond  an  point  0.  i  il  est 
évident  que  la  valeur  de  F  se  déduira  de  celle  de  F,  ^  en  y  mettant 
ev,  et  — A:  au  lieu  de  o»  et  k^  en  sorte  que  l'on  aura         *' 

F  =  Ko»,  —  (/K  ^  H)  A:ù»,. 

Je  substitue  ces  deux  yaléurs  dans  l'équation  précédenfe;  il  en  résulte. 

VA:»  =  (H  — /K> Jt  («.  4-  »)  +K(«,  —  »)  ; 

et,  à  cause  de  <»,  =  «(i  H-  ^)>  on  aura 

V=:  aH  — /K, 

en  négligeant  /*K  et  IW;  quantités  qui  dépendent^  d'après  les  for^ 
mules  (i)  et  (2),  d'un  mêxQe  nombre  de  facteurs  de  grandeur  insen- 
çilile.Ce  résultat  servirait,  au  besoin,  à  confirmer  l'analyse  du  nu- 
méro précédent,  qui  nous  a  conduit  à  la  même  valeur  de  V* 

(il).  Non-seulement  il  faut  avoir  égard  à  la  variation  rapide  de 
densité  des  liquides  près  de  leurs  surfaces,  pour  expliquer  les  phé-> 
uomènes  capillaires,  sans  laquelle  ils  n'auraient  pas  liçu,  mais,  quel- 
que peu  compressible  que  Ton  suppose  un  liquide,  il  faudra  encore 
tenir  compte,  dans  le  calcul  des  pressions  ifférieures^  des  très  pe- 
tites condensations  qu'il  éprouve  en  vertu  de  son.  poids  et  de  la 
pression  extériei^'e,  et  aussi  des  variations  de  chaleur  dont  ces  coa* 
densalions  sout  accompagnées ,  à  température  égale. 

Spit^  en  effet,  M  u|i  point  iitué  flans  rintérieur  d'un  liquide  pe- 
sant, ^ar  ce  ppint,  .menons  un.  plan  qui  divise  Iç  liquida  en  lieux 
parties  ^  que;  T)0|as  appellerons  A  et  fi;  élevons  dans  B  un  cylindre 
Ç  perpçndiculfiiff  k  cet  plaj^,  ^Q^t  la  base  çopipc^nne  le  point  M  et 
5pit  représentée  par  \^:;.  pr^npi^  Ifs  jdîiqençions  de  a»,  non  nas  in- 
^ntnK!J(iipètifes.>;iQaif  ,se9l«^      très  pe<iji»;P^r  tiapport  au  rayon 
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d'açtiyite  des  molécules  :  si  nous  appelons  ùq>.  Faction  eMrcéç  par  A 
sur  C  suivant  la  direction- de  ce  cylindre,  le  coefficient  p  sera  la  pres^ 
sion  normale  de  A  sur  B,  rapportée  à  l'unité  de  surfaceet  relative 
au  point  M,  ou  ce  qu'on  appelle  ordinairement  la  pression  inté- 
rieure^ laquelle  est  la  même  en  tous  sens  autour  de  chaque  point 
d'un  fluide  quelconque  en  équilibre. 

Supposons  que  le  plan  mené  par  M  soit  horizontal ,  et  que  le 
cylindre  vertical  C  s'élève  jusqu'à  la  surface  libre  du  liquide ,  qui 
sera  aussi  plane  et  horizontale.  Soit  P  le  poids  de  C,  et  Tlea  la 
pression  extérieure  qui  a  lieu  à  son  extrémité.  Pour  l'équilibre  de 
C ,  il  faudra  qu'on  ait 

/?âp  =  P  -|-  ïlcû  ; 

et  si  le  liquide  est  homogène  ,et  que  l'on  désigne  par  f  sa  densité,  par  g 
la  gravité ,  par  z  la  hauteur  de  C ,  en  sorte  qu'on  ait  P  =  f gza> ,  il  en 
résultera 

p  z=z  fgz  +  U; 

ce  qui  montre  que  p  variera  avec  la  profondeur  z  de  M  et  la  gran- 
deur de  n.  Or,  dans  un  liquide  homogène,  la  force  provenant  des 
actions  moléculaires  que  p  représente  ne  peut  varier  qu'à  raison  de 
la  condensation  du  liquide  et  de  la  quantité  de  chaleur  de  ses  mo- 
lécules; quoique  ces  deux  élémens  toient  très  peu  difierens  dans 
toute  la  hauteur  du  liquide  et  pour  des  valeurs  très  inégales  de  fl, 
si  la  température  est  supposée  constante  (^),  il  faudra  donc  néan- 
moins avoir  égard  à  leurs  variations  dans  le  calcul  de  p. 
(12).  Pour  mieux  connaître  la  nature  de  cette  quantité /?,  soit  ^  le 


mmÊ^ 


i^  La  température  (Tua  corps  est  l'effet  de  la  quantité  de  chaleur  qu^il  commn- 
nique  ou  qu'il  ealëfe  à  un  autre  eorps  ^  appelé  ihermomèircr  jusqpa'à  ce  que  celui- 
ci  ait  cessé  de  se  dilater  ou  de  se  contracter.  Pour  un  même  thermomètre  et  pour 
deux  parties  différentes  d'un  corps  homogène ,  cette  quantité  de  chaleur  dépendra 
de  la  chaleur  propre  de  chacune  des  molécules  et  du  nomhre  de  celles  qui  seront 
contenues  sous  un  Tolume  donné.  A  température,  égale,  la  chaleur  propre  des 
molécules  yariera  donc  aTcc  ce  nombre  ou  aTcc  le  degré  de  condensation  d'un  corps 
homogène,  et  ne  sera  pas  exactemement  la  même,  par  exemple,  dans  toute  la  hau- 
teur d'un  liquide  soumis  à  la  pesanteur. 
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volume  d'une  portion  du  liquide  comprenant  le  point  M,  et  dont  les 
dimensions  soient  insensibles,  mais  qui  renferme  néanmoins  un  nombre 
immense  de  molécules.  En  représentant  ce  nombre  par  ti^  et  faisant 

-  =  €» 

£  sera  ce  que  j'ai  appelé,  dans  différens  Mémoires,  Tinteryalle  moyen 
des  molécules  autour  du  point  M.  Le  produit  po»  exprimant  la 
somme  des  actions  de  toutes  les  molécules  de  A  sur  toutes  celles 
de  C,  décomposées  suivant  la  longueur  de  ce  cylindre,  il  est  évident 
que,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  la  valeur  de  p  variera  avec  €.  Si 
€  était  infiniment  petit ,  la  somme  dont  il  s'agit  s'obtiendrait  par  des 
intégrations,  et  la  valeur  de  p  serait  donnée  par  une  intégrale  qua- 
druple, facilement  réductible  à  une  intégrale  simple.  Mais  c  ayant 
une  valeur  finie  et  déterminée,  cette  intégrale  ne  représentera  qu'une 
partie  de  la  valeur  de  /?,  et  il  y  faudra  ajouter  une  autre  partie  dé- 
pendante de  la  grandeur  de  £^  pour  avoir  la  valeur  complète  de  p. 
Désignons  par  nsr  et  ùk  l'intégrale  et  la  correction  qu'on  y  doit  faire  ^ 
en  sorte  qu'on  ait  exactement 

p  =  /ar  -f-  A. 


Quoique  €  soit  extrêmement  petit  et  tout-a-fait  insensible ,  niéme  a 
l'égard  du  rayon  d'activité  des  molécules,  cependant  je  dis  qu'on 
ne  pourra  pas  négliger  A  par  rapport  à  ^  ,  et  que  le  premier  terme 
de  la  valeur  de  p  ne  suffirait  pas  pour  satisfaire  aux  conditions  du 
numéro  précédent. 

En  effet ,  soit  r  la  distance  d*un  point  m' de  A  à  un  point  m  de  C. 
Désignons  par  dv  et  d^  les  élémens  de  volume  qui  répondent  à  ces 
deux  points,  et  -par  Jrdi^dif'  l'actidn  mutuelle  des  quantités  de  ma- 
tière et  de  chaleur  contenues  dans  ces  deux  élémens  ;  en  sorte  que 
Jr  soit  la  mesure  de  l'action  moléçulaii^e  à  la  distance  r  et  rappor- 
tée aux  unités  de  volume.  Nous  regarderons  cette  force  comme  po- 
sitive ou  comme  négative,  selon  qu'elle  sera  répulsive  ou  attrac- 
tive. En  désignant  par  s  et  /  les  perpendiculaires  abaissées  de  m 
et  m'  sur  le  plan  qui  termine  A,  la  force  frdvdv^'  appliquée  au  point 
m  de  C,  perpendiculaire  à  ce  plan  et  dirigée  du  dedans  au  dehors 
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de  A,  ou  tendante  à  augmentera,  aura  pour  expression 

On  en  déduira  la  valeur  de  ^œ  par  des  intégrations  étendues  à  tous 
les  élémens  di^  de  C  et  ds^^  de  A  ;  mais  vu  la  petitesse  supposée  de 
c»,  l'intégration  relative  à  tous  les  points  d'une  çeçtion  de  C  per-« 
pendiculaire  à  sa  longueur,  se  réduira  h  remplacer  d^  par  c^ds  dans 
la  différentielle.  De  plus,  celle  qui  répond  à  tous  les  points  de  A  si- 
tués à  une  même  distance  u  de  Taxe  de  C ,  consistera  à  remplacer 
di^  par  QiFududs'^,  et  par  la  natui^e  de  la  fonction  Jr,  on  pourra 
ensuite  étendre  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini ,  les  intégrales  relatives 
Si  Uf  s,  s^}  en  supprimant  le  facteur  ai,  on  aura  donc 

^=2^r    j     j      ^-^^^ fr .ududsds' , 

et  en  même  temps 

;-■  =  II*  +  (^  +  s'y. 

Pour  l'objet  que  nous  nous  proposons  maintenant,  nous  pourrions 
conserver  la  valeur  de  9  sous  cette  forme  ;-  mais,  dans  le  n^  3 ,  nous 
avons  réduit  une  semblable  intégrale  triple  à  une  intégrale  simple , 
de  manière  qu'on  a 

Or ,  si  l'on  comprime  le  liquide ,  et  que  son  volume  soit  diminué 
dans  un  rapport  de  i  — -^à  l'unité,  le  nombre  des  molécules  conte- 
nues dans  l'unité  de  volume  augmentera  dans  le  rapport  inverse.  A 
distance  égale ,  l'attraction  de  molécule  à  molécule  ne  changera  pas  ;  ^ 
s'il  en  était  de  même  à  l'égard  de  la  répulsion  calorifique,  la  quantité 
Jr  augmenterait  dans  le  rapport  de  lunité  au  carré  de  i  —  cT.  Mais 
l'intensité  de  la  répulsion  diminuant  à  raison  de  la  perte  de  chaleur 
plus  ou  moins  sensible  qui  accompagne  la  condensation  du  liquide , 
la  valeur  de  /r  croîtra  dans  un  rapport  encore  moindre  que  celui 
de  l'unité  à  (i  — J'Y;  par  conséquent,  la  nouvelle  valeur,  de  ^ 
sera  moindre  que  la  précédente,  divisée  par  (1  —  J^)*.  De  là ^  il  ré- 
sulte que  si  la  quantité  p  se  réduisait  à  son  premier  terme  <z7,  il 
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serait  impossible  qu'elle  rariât  dans  le  rapport  de  la  pression  exté- 
rieure près  de  la  surface  du  liquide ,  et  qu'elle  augmentât  dans  son 
intérieur  proportionnellement  à  la  distance  du  point  M  à  cette  sur- 
face; car,  pour  de  très  grands  accroissemens  de  pression,  S"  est  une 
fraction  extrêmement  petite  dans  les  liquides,  qu'pn  appelle,  pour 
cette  raison ,  Jluides  incompressibles. 

Ainsi,  pour  remplir  les  conditions  du  numéro  précédent,  là  somme 
que  p  représente  ne  petit  pas  être  réduite  à  une  intégrale ,  et  il  faut 
avoir  égard  aUx  deux  termes  9  et  A  de  sa  valeur  cobfiplète.  Malgré 
la  petitesse  de  €,  le.  second  terme  peut  effectivedîent  devenir  compa- 
rable et  même  supérieur  au  premier ,  lorsque  les  deux  forces  attrac- 
tive et  répulsive,  dont  fr  provient,  sont  l'une  et  l'autre  extrêmement 
grandes  par  rapport  à  leur  difféi*ence«  On  peut  voir  sur  ce  point  les 
développemens  et  les  exemples  que  j'ai  donnés  dans  mon  Mémoire 
sur  les  équations  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  corps 
solides  élastiques  et  des  fluides  (^). 

(i3).  La  quantité  p  est  la  pression  sur  un  plan;  celle  qui  a  lieu  sur 
une  surface  courbe^  suivant  une  direction  perpendiculaire  à  son  plan 
tangent,  se  composera  de  deux  parties.  Tune  qui  sera  la  même  que/?, 
et  l'autre  qui  dépendra  de  la  courbure  de  la  surface.  L'une  et  l'autre 
seront  des  sommes  relatives  aux  distances  des  molécules  :  et  si  l'on  re- 
présenta  la  première  par  ZR,  R  étant  une  fonction  de  la  distance^  r, 

la  seconde  sera  de  la  forme  t  2rR ,  en  désignant  par  h  une  ligne  dé- 
pendante des  rayons  de  courbure,  et  ce  diviseur  linéaire  étant  com- 
pensé ,  pour  l'homogénéité  des  quantités ,  par  le  facteur  r  contenu  sous 
le  signe  Z*.  Or,  la  variable  r  ne  recevant  que  des  valeurs  insensi- 
bles, afin  que  R  ne  s'évanouisse  pas,  et  la  constante  h  ayant  au 
contraire  une  grandeur  donnée,  le  second  terme  serait,  en  géné- 
ral, insensible  par  rapport  au  premier;  et  celui-ci  n'étant  pas  ex** 
Irétaement  grand ,  les  phénomènes  capillaires  qui  dépendent  du 
terme  relatif  à  la  courbure  seraient  aussi  insensibles*  Mais  cette  aou- 
velle  difficulté  n'a  plus  lieu,  si,  comme  on  l'a  dit  tout  à  llmure, 
l'action  moléculaire  provient  de  deux  forces  contraires,  dont  cha- 

(*)  Journal  de  T  École  Pofyiechnique,  20*  cahier,  qui  parafera  incessamment. 
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cune  est  extrêmement  grande,  eu  égard  à  leur  différence;  circons- 
tance qui  peut  rendre  la  quantité  r  ZHR.  comparable  et  même  supé- 
rieure à  2R.  Toutefois  y  la  somme  IK  étant  irréductiMe,  d'après 
cette  ciixronstance  même,  à  une  intégrale,  il  n'en  £iut  pas  conclure 
que  la  même  chosç  aura  paiement  lieu  pour  la  somme  2rR.  On 
se  convaincra  saus  peine  du  contraire  par  des  exemples  auxquels  on 
appliquera  la  formule  d'Euler,  relative  à  ce  genre  de  réductions, 
et  qui  montreront  que  si  la  première  somme  est  irréductible  par  la 
nature  de  la  fonction  R,  et  malgré  la  petitesse  des  différences  de  r, 
la  seconde  ne  le  sera  pas  en  général* 

Pour  rendre  les  calculs  plus  commodes  et  plus  conformes  aux 
usages  ordinaires,  nous  pourrons  donc  déterminer  par  des  intégrales 
définies  les  parties  des  pressions  qui  répondent  aux  courbures  des 
surfaces,  et  généralement  les  sommes  relatives  à.  des  fonctions  qui 
contiendront  un  facteur  de  graodeur  insensible,  de  plus  que  la  fonc- 
tion soumise  à  la  sommation  dans  le  calcul  de  là  pression  normale 
à  une  surface  plane;  ce  qui  ne  dispensera  pas  d'avoir  égard  à  la 
variation  rapide  de  la  densité,  quand  il  s'agira  de  la  couche  super- 
ficielle du  liquide,  ainsi  qu'op  en  a  fait  voir  plus  haut  la  nécessité. 
Vu  l'extrême  petitesse  de  Tîntervalie  qu'on  a  désigné  par  e,  et  qu'on 
regarde  comme  insensible  à  l'égard  même  du  rayon  d'activité  des 
molécules,  la  décomposition  du  volume  en  élémens  infiniment  petits 
et  le  changement  des  somm.es  en.  intégrales,  d'après  la  formule  citée 
d!Euler,  ne  pourront  donner  lieu  à  aucuue  erreur  sensible*  Quant  a 
la  somme  d'où  dépend  la  pressiou  sur  un  plan ,  et  qui  fait  exception  à 
la  règle  générale,  c'est-à-dire  qui  .n*est  pas  réductible  à  une  intégrale, 
il  nous  suffira  d  avoir  expliqué  comment  elle  peut  varier,  suivant  im 
rapport  quelconque ,  pour  des  variations  très  petites .  dans  les  inter- 
valles moléculaires ,  provenant  du  degré  de  condensation  du  liquide. 
Nous  n'aurons  pas  besoin  d'en  calculer  à  priori  la  !  valeur;  elle  dé^ 
pendra  de  la  pression  extérieure,  de  U  pesanteur  et  des  autres  forces 
données  qui  agissent  sur  le  liquide;  et  son  expression  en  fonction  des 
coordonnées  d'ua  point  quelconque ,  se  déduira,  comme  de  coutume, 
des  équations  de  l'Hydrostatique. 

(i4)«  Jusqu'ici  nous  ne  nous  sommes  point  occupés  de  l'action  du 
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tube  sur  le  liquide  dans  lequel  il  est  plongé.  En  calculant  la  partie  de 
cette  force  qui  est  employée  à  soutenir  le  liquide  au-dessus  de  son 
niveau ,  Laplace  n'a  point  égard  à  Tétat  de  compression  de  la  couche 
sur  laquelle  die  s'exerce.  Nous  allons  d'abord  rappeler  l'équation 
entre  le  poids  du  liquide  soulevé  et  les  actions  du  tubç  et  du  li- 
quide extérieur  y  qu'il  obtient  en  regardant  sa  densité  comme  cons- 
tante; puis  nous  montrerons  la  nécessité  de  tenir  compte  de  la  va- 
riation rapide  qu'elle  éprouve  près  des  parois  du  tube^  aussi  bien 
qu'à  la  surface  libre  du  liquide. 

Supposons  que  la  surface  intérieure  du  tube  soit  cylindrique  et 
verticale ,  et  que  son  extrémité  inférieure  ait  une  forme  qudconque. 
La  figure  5  représente  une  section  verticale  du  tube  et  du  liquide  ; 
la  droite  DE  et  les  courbes  ÏIF  et  AOB  sont  la  génératrice  de  la 
sui'face  cylindrique  et  les  sections  de  la  surface  inférieure  du  tube 
et  de  la  surface  libre  du  liquide.  Dans  ce  plan  vertical^  et  à  une 
distance  insensible  de  DE,  soit  OCK  Taxe  d'un  filet  fluide  vertical 
d'une  épaisseur  infiniment  petite  et  constante ,  et  D'C V  celui  d'un 
semblable  filet ,  dont  la  partie  D'C  appartient  au  tube ,  et  la  partie 
CIC'  au  liquide ,  en  sorte  que  C^  est  le  point  où  cette  drcHte  rencontre 
la  surface  inférieure  du  tube.  A  une  distance  sensible  au-dessous  de 
cette  surface,  menons  un  plan  horizontal  GH  qui  coupe  les  deux 
filets  en  K  et  K',  et  le  prolongement  de  DE  au  point  L.  Par  les  points 
0  et  Cf  menons  deux  plans  parallèles  à  GH.  Soient  0'  et  C  leurs 
points  de  rencontre  avec  le  second  et  avec  le  premier  filet.  Suppo- 
sons que  O'D'  et  O'C  aient  des  longueurs  sensibles,  ou, ~  autrement 
dit,  supposons  que  les  extrémités  du  tube  soient  sensiblement  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  la  surface  AOB  du  liquide  contenu  dans  son 

intérieur* 

Dans  l'hypothèse  d'une  densité  constante  et  de  l'homogénéité  du 
liquide ,  et  la  matière  du  tube  étant  aussi  homogène ,  les  actions 
verticales  de  O'C  sur  OC  et  de  C'K^  sur  CK  seront  nulles  ;  car  il  n'y 
aurait  aucune  raison  pour  qu'elles  fussent  dirigées  plutôt  de  bas  en 
haut  que  de  haut  en  bas.  Les  longueurs  de  D'O'  et  CK  étant  sensi- 
bles, il  est  aussi  évident  que  l'action  de  D'O'  sur  OK  est  là  même  que 
celle  de  D'C  sur  CK.  Ainsi  l'action  verticale  du  filet  entier  D'K'  sur  le 
^et  OK  se  composera  de  celle  de  CW  sur  CO  etde  deux  fois  celle  de 


DE  L'ACTION  CAPILLAIRE.  55 

h'C  sur  CK;  et  la  même  chose  aura  lieu  pour  tous  les  autres 
filets  verticaux  dans  lesquels  on  pourra  décomposer  le  tube  et  le 
liquide. 

Cela. pose,  appelons  A  le  liquide  contenu  dans  un  cylindre  ver- 
tical qui  a  sa  base  sur  le  plan  GH  et  dont  la  génératrice  est  la  droite 
DL  tangente  à  la  paroi  du  tube ,  et  B  le  liquide  situé  autoui^  de  ce 
cylindre  et  au-dessous  de  GH.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que  les  actions 
verticales  du  tube  et  de  B  sur  A  seront  indépendantes  de  la  surface 
inférieure  du  tube,  dont  la  section  verticale  est  représentée  par  ECT, 
en  sorte  qu'on  pourra  remplacer  cette  surface  par  un  plan  horizontal. 
Si  Ton  désigne  alors  par  R  laction  de  B  sur  la  partie  de  A  située 
au-dessus  de  ce  plan,  et  par  R'  l'action  du  tube  sur  la  partie  de  A 
située  au-dessous  de  ce  même  plan,  et  si  l'on  suppose  que  la  première 
force  s'exerce  dans  le  sens  de  la  pesanteur ,  et  la  seconde  dans  le  sens 
contraire,  l'action  totale  du  tube  et  de  B  pour  soulever  A  aura  pour 
valeur  aR^— -R,  d'après  ce  qu'on  vient  de  déihontrer.  Désignons  , 
en  outre,  par  a  l'aire  de  la  base  de  A,  et  par  cl  la  distance  du  plan 
GH  de  cette  base,  au  niveau. du  liquide  en  dehors  du  tube;  le  poids 
du  liquide  compris  entre  ces  deux  plans  horizontaux  sera  égal  à 
fgaa  ;  la  pression  exercée  en  sens  contraire  sm*  a ,  ou  l'action  du 
liquide,  situé  au-dessous  de  GH  sur  A ,  sera  équivalante  à  na-}-  gf^^  9 
en  représentant  toujours  par  n  la  pression  atmosphérique  rappcMrtée 
à  l'unité  de  sur&ce.  De  pl^s,  cette  dernière,  pression  s'exercera 
aussi  normalement  et  de  dehors  en  dedans,  en  tous  les  points  de 
la  surface  supérieure  de  A;  et  I&  sommç  de  ses  composantes  ver- 
ticales sera ,  comme  on  sait ,  égale  à  lia  ^  quelle  que  soit  cette  sur- 
face. Soit  enfin  gfcia  -f-  A  le  poids  de  A  ;  A.  étant  une  quantité 
inconnue,  positive  ou  négative,  qui  exprimera  le  poids  du  liquide 
soulevé  ou  abaissé  par  l'action  capillaire  :  en  ayant  égard  à  toutes 
ces  forces  verticales ,  et  supprimant  celles  qui  sont  égales  et  con- 
traires, il  faudra  qu  on  ait 

2R'-R  =  A,        (7) 

pour  réquilibre  de  A. 

(i5).  Il  restera  maintenant  à  former  les  expressions  de  R  et  K\  Or, 
soit  ds  un  élément  infiniment  petit  du  contour  de  a  ;  par  les  deux  extré- 
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mités  de  ds ,  menons  des  plans  perpendiculaires  k  sa  directian  qui  se 
couperont  suivant  une  rerticale  passant  par  le  centre  de  courbure  de 
ce  contour  ;  partageons  le  segment  de  A  compris  entre  ces  deux  plans^ 
en  filets  infiniment  minces  par  des  plans  verticaux  parallèles  k  ds  ; 
et  soit  u  la  distance  de  l'un  de  ces  filets  au  plan  vertical  passant 
par  ds.  On  pourra  exprimer  sa  base  par  (i  ^^ku)dsdu,  en  suppo*- 
saut  ce  filet  compris  dans  la  sphère  d'activité  de  B^  négligeant  les 
puissances  de  u  supérieures  a  la  première ,  et  désignant  par  k  un 
coefficient  constant  qui  dépendra  de  la  courbure  du  contour  de  a,  au 
point  qui  répond  à  ^.  La  base  d'un  filet  extérieur^  appartenant  à  B, 
qui  répondra  à  un  autre  élément  ds'  de  ce  contour^  sera  en  même 
temps  (  I  +  kfi/)ds'du'  ;  u'  étant  la  distance  insensible  de  ce  second 
filet  à  la  surface  de  A ,  et  A:^  ce  que  devient  k  au  point  correspondant 
à  ds'.  De  là^  on  conclura  sans  difficulté 

en  faisant 

r*  =  jc*  +  (w  +  u^y  +  (2  +  z'Y, 

désignant  par  ^r  la  même  fonction  que  précédemment  (n*  2), 
par  X  la  projection  de  l'arc  compris  entre  ds  et  d/  sur  le  prolonge- 
ment de  ds ,  et  par  z  et  z'  les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point 
de  A  et  d'un  point  de  B  sur  le  plan  GH ,  de  manière  que  r  soit  la 
distance  d'un  point  k  Tautre.  Au  degré  d'approximation  où  l'on  s'est 
arrêté  dans  tout  ce  qui  précède ,  on  devra  réduire  à  l'unité  les  fac- 
teurs I  •—  A:m  et  I  +  k!u\  On  pourra  aussi>  sans  erreur  sensible , 
prendre  ds'^s^dx.  On  pourra  ensuite  étendre  depuis  zéro  jusqu'à 
llnfini,  les  intégrales  relatives  k  u^  u' ,  z  ,  z',  et  l'intégrale  rela- 
tive à  a: ,  depuis  ^  sa=  —  00  jusqu'à  jr  =  -j-  00 ,  ou  seulement  dèjpuis 
JC  zrzo  jusqu'à  xtszoo  ^  en  doublant  le  résultat.  En  £aiisant 

^pVTJjff^P^  ^^  dzdz'dudu'dx  =  ^ ,  • 

et  prenant  les  cinq  intégrales  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini ,  on  aura  donc 

R  x:z/qds. 
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Cette  dernière  intégrale  devra  s'étendre  à  tons  les  points  du  contour 

de  a;  et  comme  q  ne  variera  pas  d'un,  point  à  un  autre,  il  s'ensuit 

que  si  Ton  appelle  c  la  longueur  entière  de  ce  contour,  ou  aura 

simplement 

R  =  cy. 

Si  l'on  désigne  par  ^V  l'attraction  mutuelle  de  la  matière  du  tube 
et  de  celle  du  liquide ,  relative  à  la  distance  r  et  rapportée  aux  unités 
de  masse ,  ou  par  ff<p'r ,  cette  attraction  rapportée  aux  unités  de 
volume,  /  et  /  étant  les  densités  des  deux  matières,  et  si  l'on 
représente  par  q^  ce  que  q  devient ,  quand  on  y  met  pp'^'r  au  lieu 
de  p'^r,  on  trouvera  de  même 

K'=:cq'; 

au  moyen  de  quoi  l'équation  (7)  deviendra 

A  =  (ag'  -  q)c.        (8) 

(i6).  L'intégrale  quintuple  que  q  représente  se  réduit  facilement  à 
une  intégrale  simple.  En  y  mettant  d'abord  zx  p  z'x,  uxp  t/x , 
xdz  f  xdz\  xdu ,  xcb/y  au  Heu  de  2,  i',  k,  z/,  et  de  leurs  premières 
différentielles,  les  limites  zéro  et  Tinfini  ne  seront  pas  changées;  et 
si  l'on  observe  ensuite  qu'on  aura 

r  j  dr 

axz=i 


il  en  résulterià 

en  feisant,  pour  abréger. 

L'intégration  relative  à  l'une  de  ces  quatre  variables ,  à  jb/  par  exemple, 
s'effectue  immédiatement  ;  et  à  caus^  des  limites  i^acio  et  j/=sqo^ 
on  a 

s.. 
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Je  fais 

ce  qui  donne 

^ I  rr        dudu  r^     dj 

^^'ilJ  l^+iu  +  ujfJ-  ô+7?^ 

et  comme  cette  intégrale  relative  à^  est  égale  à  ^  ^,  on  en  conclut 

*  ^»  dudu' 


^  ^    r"^  n^  dudu 

i6j o  J  o    ii+(u+uy]^ 


'     li+{u+uyi^' 
ou^  ce  qui  est  la  même  chose  ^ 

ou  bien ,  enfin  ^ 

En  comparant  cette  valeur  de  9  à  la  formule  (2)1  on  voit  que 
g  s=s  ~  H.  La  même  réduction  s'appliquera  à  l'expression  de  q'  ;  et 
de  cette  manière,  lequation  (8)  coïncidera  avec  celle  qui  est  désignée 
par  (p)  dans  la  Mécanique  céleste  (*). 

(17).  Pour  faire  voir  maintenant  l'inexactitude  du  coefficient  de  cdans 
cette  équation ,  et  la  nécessité  d'avoir  égard  à  la  variation  de  densité 
du  liquide  près  de  la  paroi  du  tube ,  menons  un  plan  horizontal  GH 
(6g.  6) ,  à  une  distance  sensible  au-dessous  de  la  surface  AOB  du  liquide 
et  au-dessus  de  l'extrémité  EF  du  tube,  qui  coupe  en  L  la  génératrice 
DE  de  sa  paroi  cylindrique.  Supposons  le  point  0  situé  à  une  distance 
insensible  de  cette  paroi,  plus  grande  cependant  que  le  rayon  d  activité 
des  points  du  tube  sur  ceux  du  liquide.  Par  le  point  0,  menons  une 
verticale  OKC  qui  rencontre  au  point  K  le  plan  GH ,  et  que  nous 
prendrons  pour  la  génératrice  d'une  surface  cylindrique  parallèle  à 
la  paroi  du  tube ,  ou  dont  tous  les  points  seront  k  une  même  dis* 
tance  KL  de  cette  paroi.  Cette  surface  cylindrique  et  le  plan  GH 


(*)  Supplément  à  la  Théorie  de  V Action  capillaire,  page  17. 
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partageront  le  liquide  contenu  dans  le  tube  en  quatre  parties.  Nous 
appellerons  C  et  CJ  les  parties  comprises  entre  cette  surface  et  la  paroi, 
la  première  au-dessus  et  la  seconde  au-dessous  du  plan  GH,  c  est- 
à-dire  Içs  parties  qui  répondent  à  OKliA  et  à  CKLE,  et  nous  dési- 
gnerons par  D  et  D'  les  deux  autres  parties  qui  répondent  respec-^ 
tivement  à  BOKH  et  CKH.  Soient  Q,  Q',  P,  les  actions  verticales 
et  dirigées  dans  le  sens  de  la  pesanteur  »  exercées  par  D,  D',  C^,  sur  C. 
Comme  on  peut  négliger ,  par  rapport  à  ces  forces ,  le  poids  de  C  et 
la  pression  atmosphérique  qui  a  lieu  à  son  extrémité  supérieure, 
à  cause  que  l'épaisseur  KL  de  cette  couche  liquide  est  insensible  , 
et  que  d  ailleurs  Factioa  verticale  du  tube  sur  chacun  des  p<Hnts 
de  C  est  évidemment  nulle ,  il  s'ensuit  qu'on  aura  pour  son  équilibre 
l'équation 

Q  +  Q'+P  =  o.        (9). 

Je  déterminerai  la  force  Q  par  la  considération  de  l'équilibre  de  D. 
Soit  b  la  base  de  D  ;  supposons  son  plan  à  une  distance  C  au-dessous 
du  niveau  extérieur  :  la  pression  qui  a  lieu  sur  cette  base  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur ,  et  qui  provient  des  actions  réunies  de  C 
et  D' ,  sera  équivalente  à  116  -{-  gpb^  ;  la  pression  qui  s'exercera 
sur  la  surface  supérieure  de  D ,  décomposée  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur, sera  égale  à  116;  le  ^poids  de  D  aura  pour  valeur  gf6^-|- A  ; 
et  l'on  pourra  regarder  cette  inconnue  A  comme  étant  la  même  que 
dans  le  n""  i^  puisque  la  différence  serait  le  poids  d'une  couche 
liquide  d^une  épaisseur  insensible.. La  réaction  étant  égale  et  contraire 
à  Faction,  il  faudra  représenter  par — Q  l'action  verticale  et  dirigée 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  exercée  par  C  sur  D.  En  considérant  ces 
différentes  forces  verticales ,  supprimant  celles  qui  se  détruisent,  et 
observant  que ,  par  hypothèse,  l'action  du  tube  ne  s'étend  pas 
jusqu'à  D,  nous  aurons 

pour  l'équilibre  de  cette  partie  du  liquide. 

La  force  Q'  ne  différera  pas  sensiblement  de  la  force  R  du  n*  1 4  ; 
car  elles  seraient  entre  elles  dans  le  rapport  du  contour  c  de  la  base  a 
à  celui  de  la  base  b ,  que  Ton  peut  prei^re'  l'un  pour  rantr?.  Ainsi 
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l'on  aura 

Quant  à  la  force  P,  son  expression  différera  de  celle  de  R  en 
intégrale  quintuple^  par  le  signe  de  u\  et  par  les  limites  relatives  à 
uetu' ,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

P  =  2f^cff/fJ<pr  ^-^^dzdz'dudu'dx , 

r  •  =  X»  +  (  w  —  w' ) •  +  (  z -f- z' )  •  ; 

les  intégrales  relatives  kx ,  z,  J  ^  étant  toujours  zéro  et  l'infini  ;  mais 
celles  qui  répondent  à  i/  et  i/  ne  s'étendant  que  depuis  séro  jusqu'à  /, 
en  désignant  par  /  la  longueur  de  KL, 

Soit  <br  une  fonction  qui  devienne  insensible  pour  toute  valeur  sen- 
sible de  r;  faisons^  •     - 


nous  aurons 


J^(prt±±dz'=^9r'; 


r'  étant  ce  que  devient  r  à  la  limite  z'ss  o.  En  intégrant  par  par- 
tie^ on  aura 

r,  étant  la  valeur  de  /^  relative  à  £^  =  /.  A  cause  du  facteur  /,  on  peut 
suppnmer  le  terme  compris  en-deho)rs  du  signe  /;  on  aura  donc 

el  par  conséquent^ 

P  =  nf'cfffftpr'  (jij:z^  dzdxduduf. 

Soit  encore 

X  =  ^  cos  t^ ,       z  =  ^  sîn  t^. 

Si  l'on  substitue  ces  variables  j^  et  f^  à  j^  et  z-,  il  faudra  prendre 
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les  limites  qui  répondent  ^^x:=io  et  2=0^^=00  et  z=:oo^  seitmt 
^  =  0  et  (^=so,  ^  =  00  et  v=:-^}  en  efiectuant  Tîntégràtion 
relative  à  (^^  il  en  résultera  donc 

;^  =  y  4- («  —  «')'• 

Or,  cette  intégrale  triple  est  la  même  que  celle  qui  entre  dans  l'ex-^ 
pression  de  V  du  n^  8  ;  par  l!analyse  du  n®  9 ,  on  en  conclura  dooc 

en  négligeant  toujours  le  terme  qui  aurait  le  facteur  l,  et  ayant  égard 
à  la  yaleûr  de  q  du  n*  i6. 

Ces  valeurs  de  Q,  Q',  P,  réduisent  Uéquation  (9)  à 

£k^=scq. 

Or,  pour  que  cette  valeur  de  A  s'accordait  aVec 'celle  qui  est  donnée 
par  l'équation  (8),  il  faudi'ait  qu'on  eût  9'=^;  ce  qui  exigerait  que  la 
matière  du  tube  fàt  la  même  que  celle  du  liquide.  Dans  ce  cas,  en 
effet,  le  liquide  n'éprouverait  aucune  compression  près  du  tube ,  et 
les  calculs  précédens ,  fondés  sur  l'hypothèse  d'une  densité  cons- 
tante, seraient  applicables;  mais,  dans  tout  autre  cas,  il  sera  indis- 
pensable d'avoir  égard  à  la  variation^  rapide  de  densité*  du  liquide 
dans  l'étendue  de  la  sphère  d'activité  du  tube ,  puisqu'ep*  en  faisant 
abstraction,  on  est  conduit  hi  deux  valeurs  de  A,  qui  ne.  sauraient 
être  égales  entre  elles. 

On  peut  remarquer  que  si  Téqu^tioa  Az=:cq  avait  réjellement  iieu, 
le  poids  soulevé  ou  abaissé  par  l'action  capillaire  ne  dépen4r^t,auctt-* 
nement  de  la  matière  du  tube.  En  ayant  égaid  à  la  répulsion  calorifique, 
aussi  bien  qu'à  l'attraction  des  molécules  du  liquide ,  et  supposa^t^  en 
conséquence,  que  la  fonction  i^rpeut  changer  désigne  dans  l'étendue 
de  ses  valeurs  sensibles,  l'intégrale  que  q  représente  pourrait  être  po- 
sitive ou  négative.  Lepoid^  A'^rnt  dè'iStièfaiè  signe  que^'-6ir  que 
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H ,  à  cause  de  qz=  -H,  c'est-à-dire  qn'il  y  aurait  aération  du  li- 

quide  quand  la  <[uantitë  H  serait  positive  ^  et  abaissement  qnand  elle 
serait  négative.  L'ordonnée  h  du  centre  de  la  surface  capillaire  qui 
est  déterminée  par  Téquation  (5)  devrait  donc  être  de  même  signe 
que  H;  par  conséquent^  pour  satisfaire  à  cette  équation^  il  y  fau- 
drait prendre  le  terme  ambigu  avec  son  signe  supérieur  ;  d'où  il 
résulterait  que  là  surfece  capillaire  serait  toujours  concave  par  en- 
haut,  soit  que  le  liquide  s'élevât  ou  qu'il  s'abaissât;  ce  qui  est  con- 
traire k  l'observation.  Mais  toutes  ces  contradictions  disparaissent 
lorsqu'on  tient  compte  de  la  variation  de  densité  dû  liquide  dans 
répaisseur  de  C  et  C^;  ce  qui  rend  la  force  P  implicitement  dépen- 
dante de  la  matière  du  tube ^  et  change  aussi  les  valeurs  des  forces 
R  et  R'. 

(r8).  Au  lieu  de  déterminer  la  force  Q  d'après  la  condition  d'é- 
quilibre de  D  ^  on  peut  en  obtenir  la  valeur  par  des^  intégrations 
directes^  en  continuant  de  négliger  la  variation  de  densité  du  li- 
quide près  de  sa  surface  supérieure.  L'expression  de  Q  en  intégrale 
sextuple  ne  différera  alors  de  celle  de  R  du  n^  i5  que  par  le  signe 
de  z'  et  par  les  limites  relative^  à  jz  et  z^,  de  sprte  qu'on  aura 


J8  — Z 


Q  as  f'/fffff^r  ^^  dzdz'dudadxds, 

eh  conservant  toutes  lesr  notations  du  numéro  cité^  et  intégrant  par 
rapport  à  2  et  z'^  depuis  \t  plan  GH  jusqu'à  la  surface  du  liquide  ^ 
ou  bien,  avec  une  approximation  suflSsante,  jusqu'à  son  plan  tap- 
gèht.  Si  l'on  suppose  que  le  plan  de  la  figure,  qui  est  déjà  vertical, 
soit  en  outre  perpendiculaire  à  la  paroi  cylindrique  du  tube,  il  est 
évident  que  le  plan  tangent  en  0  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  ; 
car  il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  qu'il  s'inclin&t  plutôt  d'mi  c6té 
que  de  l'autre.  €ela  étant ,  les  valeurs  de  z  et  z',  qui  repondetit  aux 
secondes  limites  des  intégrales,  seront  indépendantes  de  a?,  et  de  la 
forme 

m 

ef|)  désignant  par  jr  l'ordonnée  OK  du, point  0,  et  piûr  Q  la  tangente 


I 
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de  rinclinaison  du  plan  tangent  en  0  sur  lé  plan  horizontal  passant 
par  le  même  point.  On  prendra  ponr  cette  inclinaîsoa  l'ai^te  K'ON 
compris  entre  le  prolongement  OK'  dé  OK  et  la  normale-  ektëriétti*e 
ON  ;  angle  que  Ton  regardera  comme  positif  ou  comme  négJHf  ^  se^ 
Ion  que  ON  tombera  en«debors  ou  en-dedans  des  deux  parallèles  KK 
et  DL.  Il  s  ensuit  que  si  l'on  désigne  par  eo  Tangle  NOM  que  fait  la 
normale  ON  avec  la  perpendiculaire  OM  abaissée  du  point  0  sur  la 
droite  DE^  et  qui  sera  obtus  ou  aigji^  selon  que  la  courbe  ÂOB  tour- 
nera au'pointO,  sa  concavité  ou  sa  convexité  par  en  Ylaût^  oh  aura 

«    «  •  '  '      *  '        '  T      »      '  ' 

.       .  .  6   5=,  -n-   COt  û».  ,  :      .   ,  .  -Ml  ^' 

En  appelant  Z  l'intégrale  double  relative  à  z  et  zV  notis' aurons 
donc    t     t  t         •     -(  X  . 

z  =    /  ^         /  (pr  —^  dzdz'. 

Soit  <&r  la  même  fonction  que  dans  le  n^  9 ,  de  sorte  qu'on  ait 

il  en  résultera 

Z  =  n  ;*'^'' <br'dz—  f'^<br4t, 
en  supposant 

/•  =  v  +  (u  +  u'y  +  (^  —  hu'  —  zy, 

r/  =  a:*  +  (m  4-  uf)^  +  «% 

et  observant  qu'on  pei^  remplacer  la  limite.  2, £:;;:  /-f-  ^  P4^  Tipfini 
dans  la  seconde  intégrale.  Si  nous  faisons^  dlma  la  prcoq^ière^.  m-   . ,  ., 

^^fli/_2-Ç,      €&  =  —  dÇ,       •     <         '     - 

les  limites  relatives  à  ^seront  j  —  ÔM'.et  —  OC^^-f-  «*')•'.  ^^  rempla- 
cera la  première  limite  par  ^  =3  00  ,  à  cause  que  jr  —  flw'  a  une  valeur 
sensible  pour  toutes  les  taleurs  insensibles  dé  u%  lesquelles  sont  les 
seules  qui  ne  rendent  pas  r^  sensible  :  on  aura  donc  .... 

6 


I  ■  I     I  i  '  '•         ■  I  . 
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enasiployaBt Iftilettne'Ç  au  lieu  de  2,  dans  la  aeocmde  intégitle,  ce 
qm  >ehaiii^  r,  en  y,  et  réduisant  ensuite  les  deux  inlegrales  à  une 
seul»-;  et  si  Ton  met  •—  {u^uf)  ^  et  ' — (ur\^ù')dl^  à  la  pbee  de  Ç  et 

J  o  r      ,  ^ 

V*  sào?» -4- (1^  +  tt')^  I  Hr  ÇO- 

Il  sera  pem^s  maintenant  d'étendre  les  int^ales  relatives  à  u 
etk  i/  depuis  zéro  jusqu^à  Tinfini  ;  celle  qui  répond  à  a:  aura  pour 
limites  rfc:  00  ^  ou  seulement  jr  =  o  et  â^=  oo ,  en  doublant  le  résultat. 
Nous  aurons  donc 

Soit  encore  ^  comme  dans  le  n""  9^ , 

il  en  résultera 

et  par  conséquent  *  '  • 

# 
à  cause  que.^»'  7^  s'évanouit  à  la  limite  ^i<'=:qo^  Si  dotac  nous  met-^ 
tons  xu  et  jnâi  au  Keu  dé  u  et' du,  et  si  nous  employons  r  au  lieu 
de  r^^  nous  aurons 

Cette  dernière  équation  donné 


"i- 


rcfc-    N^  .  '  . 


d'où  Ton  conclut 


I 
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fSfldud^^d.  =  .  f:r<^rdrj^f:  (T+ç^ 


I 

c'est-à-dire, 

ea  effectuant  nntégration  relative  à  u^  et  ensuite  celle  qui  répond  à  Ç". 
D'après  cette  réduction. de  l'intégrale  relative  à  z,  z',  w,  «',  x^  et 
en  mettant  pour  6  sa  valeur  —  cot  (»  ^  l'expression  de  Q  deviendra 

En  intégrant  par  partie ,  il  vient 

d'où  l'on  conclut  (n"  i6) 

Qts= — '^fcosads.  (»o) 

Cette  intégrale  relative  à  ds  devra  s'étendre  au  contour  entier  de 
la  base  de  D.  Or,  je 'dis  qu'il  y  fiaudra  considérer  cos'o)  oomme 
une  quantité  constante.  En  effet ,  si  l'on  mène  par  les  extrémités 
de  ds  deux  plans  perpendiculaires  à  cet  élément ,  -—  9  cos  ads  sera 
la  partie  de  Q  qui  agira  sur  le  segment  de  C  compris  entre  œs  deux 
plans  ;  l'action  verticale  du  slurplus  dcv  C  sur  ce  segment'  se  compo- 
sera de  forces  qui  se  détruiront  deux  k  deux';  on  pourra  négHger  le 
poids  de  ce  segment  par  rapport  k  la  force  -^g  cos  oids,  qui  devra  alors 
faire  équilibre  aux  parties*  des  forces  Q^  et  P  qui  agissent  sur  ce 
même  segment,  lesqudles  forces  ne  Tarient  ipaa  en  passant  du  point  K 
à  unautfe  point  du  contour  deD;  il  faudra*  donc  <!|ue  cosfi#  ne  varie 
pas-  non  plus  ;  et  cela  tient  à  ce  que  les  quantités^  dép^dantes  de 
la  courbure  du  tube,  qui  changent  d'un  point  à  un  antre  quand  la 
base  n'est  pas  circulaire,  disparaissent  def  l'expression  des  forces  que 
nous  considérons,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  le  n""  i5,  à  Tégard  d'une 
autre  force  R  de  la  même  nature.  En  appelant  dont:  c  le  contour 
entier  de  la  base  de  D ,  uous  aurons  enfin 

Q  =  — cjcosw, 

pour  la  valeur  de  Q  qu'il  s'abaissait  de  calculer. 

6.. 
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(ig).  Cette  force  étant  égale  à  A  d après  le  n*  17,  il  faudra  qu  on  ait 

A  =5  —  Cq  cos£tf. 

En  vertu  de  réquation  (8) ,  dans  laquelle  c  est  sensiblemeût  le  même 
que  dans  celle-ci,  on  aura  donc  aussi 

q  —  20^  :=i  q  COS  Cù.     .     (i  i) 

Laplace  est  parvenu  ii*cette  équation  par  la  comparaison  de  deux 
méthodes  différentes  ;  ce  qui  laissait  à  désirer  un  moyen  plus  direct 
de  l'obtenir;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  le  premier  membre  est 
en  erreur,  parce  qu'on  a  négligé  la  compression  du  liquide  près  du 
tube ,  et  le  coefficient  de  cos  co  dans  le  second ,  parce  qi^'on  n'a  pas 
tenu  compte  de  la  variation  de  la  densité  près  de  là  surface  libre. 
En  s'arrêtant  à  la  formule  (10),  cette  expression  de  Qet  l'équation 
Q  =  A  du  n"*  ij,  auront  encore  lieu,  lors  même  que  la  partie  D  du 
liquide  sera  terminée  par  une  surf%e  cylindrique  quelconque  qui  ne 
sera  V ni  parallMe  à  la  paroi  du  tube,  ni  à  une  distance  insensible 
de  cette  paroi,  pourvu  qu'elle  soit  verticale.  Quand  la  valeur  de  cos  co 
sera  donnée  en  fonction  de  s ,  d'après  la  courbe  d'intersection  dé  cette 
surface  et  de  celle  qui  termine  le  liquide,  l'équation  (10)  fera  con- 
naître ktvaleur  de  Q,  on  du  poids  A  du  liquide  soulevé  ou  abaissé  par 
l'action  capillaire  et  contenu  dangD.  Or,  si  la  paroi  cylindrique  du 
tube,  est  à  base  circulaire ,  il  est  évident  que  la  surface  supérieure 
du  liquide  sera  une  surface  de  révolution  qui  aura  pour  axe  celui 
de  la  paroi.,  Si  de  plus  D  est  terminé  par  une  surface  cylindrique 
ayant  le  même  axe  et  dont  nous  représenterons^ le  rayon  par  a:, 
l'intersection  de  ces  deux  surfaces  sera  un  cercle  ,  et  cos  cû  âe  variera 
pas  d'un  ppint  à  un  aulrç  de  cette  courbe  ;  sa  longueur  étant  a^x, 
on  aura  donc 

A  =  —  27Ca:q cos  (k)  ,         (1^) 

en  vertu  de  la  formule  (10). 

Comme  cette  équation  aizra  lieu  pour  un  point  quelconque  0  de 
la  courbe  AOB,  dont  la  distance  à  l'axe  de  révolution  est  jr ,  on  en 
pourra  déduire  l'équation  de  cette  courbe ,  ou  de  la  surface  du  li- 
quide dont  elle  est  la  génératrice;  et  Ton  y  parvient,  en  ëflfet^  en  la 
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difTërentiant  par  rapport  h.  x.  On  a  évidemment 

en  appelant  z  l'ordonnée  du  point  0  y  rapportée  au  niveau  du  liquide 
en-dehors  du  tube.  La  difTérentielle  dco  est  Fangle'de  contingence 
de  la  courbe  AOB  au  point  0  ;  si  Ton  appelle  X  son  rayon  de  courbure 
au  même  points  on  aura  donc 

on  aura  ^  en  outre , 

sin  ûù  \^dx^  ^  dz^  zzzdxi 

et  en  difTërentiant  Téquation  (i  2)  et  diyisant  par  ^rrfxdx^  il  en  résultera 


/ 1         cos  «\ 


Soit  A'  le  second  rayon  de  courbure  principal  de  la  surface  de  révolu- 
tion au  point  0  ;  sa  valeur  sera 


OOf  #^ 


on  aura  donc 

œ  qui  s'accorde  avec  l'équation  (4)  ^  à  cause  de  9  s=  -  H  ^  et  peut 

servir  de  vérification  à  l'andyse  du  numéro  précédent. 

(20).  Nous  terminerons  ce  chapitre ,  en  faisant  remarquer  que  la 
compression  de  la  couche  liquide  en  contact  avec  le  tube  met  aussi 
en  défaut  la  proposition  de  Clairaut^  suivant  laquelle  le  liquide  reste 
horizontal  dans  un  tube  vertical,  lorsqu'à  distance  égale,  l'action  de 
la  matière  du  tube  sur  celle  du  liquide  est  double  de  l'action  du 
liquide  sur  lui-même. 

En  effet ,  supposons  ;  pour  un  moment ,  que  la  surface  supérieure 
du  liquide  soit  horizontale;  représentons-la  par  CAF  (fîg.  7),  et  par 
DAE  celle  du  tube  qui  lui  est  perpendiculaire;  soit  M  un  point 
de  la  première  surface ,  situé  à  une  distance  insensible  MA  de  la 
seconde  ;  prenons  MB  s=  MA ,  et  tirons  les  verticales  MM^  et  BB^ 
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Dans  le  cas  de  rincompressibilité  du  liquide ,  les  actions  faorhsontales 
et  contraires^  exercées  sfir  le  point  M,  par  les  parties  de  ce  liquide 
qui  répondent  à  EAMM'  et  MHVf  BB' ,  seront  égales  et  se  détruiront 
par  conséquent r Les  actions  horizontales  des  jpairtiés  du  tube  qui  ré- 
pondent à  CAD* et  CAE'sùr  le  point  M  sont *égâle9  entre  elles;  et, 
par  h^^pothèse,  cbaàiine  de  ces  forces  est  'égale  à  la  moitié"  de  l'action 
horizontale  exercée  sur  ce  même  point  par  la  partie  du  liqtude  qui 
répond  a  B'BBl  Cette  dernière  force  sera  donc  aussi  détruite  par  les 
actions  réunies  des  deux  parties  du  tube  ;  donc  toutes  les  forces  hori- 
zontales qui  agissent  à  chaque  point  M  de  la  surface'  du  liquide,  se  dé- 
truisant réciproquement  ,•  rhoriieontalité  subsistera  dans  l'état  d'équi- 
libre. Mais  il  est  évident  qu'il  n'en  sera  plus  de  même,  si  l'on  a  égard  à 
la  compression  du  liquide  près  de  la  paroi  du  tube  ;  car  alors  les  actions 
contraires  des  deux  parties  EÂMM'  et  M'MBB'  ne  seront  plus  égales 
entre  elles;  ce  qui  suffit  pour  que  la  démonstration  p]*écédente  n'ait 
pas  lieu..  On  yoit  d'ailleurs  que  l'action  exercée  sur  un  point  donné , 
par  une  partie  infiniment  petite  du  liquide ,  variant  avec  le  degré 
de  compression,  elle  ne  peut  pas  conserver  un  rapport  constant,  à 
égalité  de  distance  et  de  volume, Ttyecl'action  dune  partie  du  tube 
sur  le  même  point,  et  que  celle-ci  ne  saurait  être  H)oitîé  de  la 
première ,  ainsi  qu'on  l'a  supposé. 


) 


DE  L'ACTtQN  CAPILMJJRE.  4f 


nMmivnfmnftivtrin-ifwiivrtv>i'yinvrTi'iv-v->  V'^7 *" »»»»mm»m ^■■Éay^^wt^^w^ftivwwAMiMM^^w»^»»»!^* 


CHAPITRE  IL 


Équation  de  la  surface  capiUaire. 

(pti).  Nous  entendons  par  cette  dénomination,  la  surface  libi^ 
d'un  liquide  en  équilibre  dans  un  tube  capilhirc ,  ou  plus  générale-^ 
ment  y  la  surface  de  séparation  de  deux  liquides  contenus  dans  ce 
tube.  Avant  de  former  Téquation  d'une  surface  de  cette  nature,  nous 
allons  d'abord  calculer  les  pressions  qui  ont  lieu  dans  l'intérieur  de 
chaque  liquide  et  que  nous  aurons  besoin  de  connaître. 

Soit  M  un  point  situé  à  une  distance  sensible  de  la  sur&ce  ^xin 
liquide  et  des  parois  qui  le  contiennent  /  par  ce  point  ^  faisQns  passer 
une  surface  quelconque ,  qui  partafa .  le  liquide  en  deux  portioi^ 
que  nous  appellerons  A  et  B;  divisons  cette  surface  en  élémens 
infiniment  petits ,  terminés  par  ses  deux  séries  de  lignes  de  cour- 
bure; par  tous  les  points  de  ces  lignes,  élevons  des  normales  qui 
formeront ,  comme  on  sait^  des  surfaces  développables,  par  lesquelles 
A  et  B  se  trouveront  décomposés  '  en  filets  dWe  épaisseur  infini- 
ment petite ,  mais  variable  ;  appelons  C  le  filet  qui  répond  au  point  M, 
et  dont  la  base  sur  la  surface  menée  par  ce  point  sera  représentée 
par  0».  La  résultante  des  actions  de  tous  les  points  de  A  sur  tpus 
ceux  de  C,  divisée  par  o^,  sera  la  pression  qui  a  lieu  sur  B,  rap-* 
poiiée  à  l'unité  de  surface  et  relative  au  point  M.  Si  l'on  a  égard, 
d'après  le  n^  i  i ,  à  l'inégale  compression  du  liquide  dans  l'étendue  de 
la  sphère  d'activité  de  M^  et  à  Ja  différence  de  matière  dans  le  cas 
d'un  liquide  hétérogène ,  la  résultante  dont  il  s'agit  ne  sera  pas  per^ 
pendiculaire  à  la  surface  d^  B.  Nous  désignerons  en  général  par  No»  sa 
composante  n<»nmale  et  divigéé  de  dehors -en  dédans  de  B,  et  par  T^ 
et  T^â>  ^es  ccxnposantes  suivant  deux  droites  rectangulaires ,  menées 
psr^  le  point  M  et  comprises  dans  le  plan  tangent  en  ce  point  à  là 
sur£tioe  de  B  ;  et  nous  alloM  déterminer  les  valeurs  de  N>  T ,  T%'par 
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des  intégrations^  sauf  la  partie  de  N  qui  ne  dépend  pas  de  la  courbure 

de  B  ^  et  que  nous  représenterons ,  comme  il  a  été  dit  précédemment 

(n^  i5)^  par  une  inconnue  p,  de  sorte  qu'en  appelant  N'  l'autre 

partie  ^  on  ait 

N  =  /)  +  N', 

pouf  la  valeur  complète  de  N. 

II  est  à  propos  d'observer  que^  daas  l'intérieur  du  liquide ,  l'action 
d'une  partie  A  sur  un  filet  cylindrique  et  normal  compris  dans  la  par- 
tie adjacente  B,  difTérerait,  en  grandeur  et  en  direction,  de  la  force 
que  nous  Venons  de  définir;  et  que  si  on  la  prenait  pour  la  pres- 
sion sur  B,  ce  qui  paraîtrait  plus  simple,  les  pressions  relatives  à 
toute  l'étendue  de  la  surface  de  séparation  de  A  et  B  ne  représente- 
raient pas  Taction  totale  de  A  sur  B,  parce  qu'on  ne  peut  pas  décom- 
poser la  lïiasse  entière  de  B  en  filets  cylindriques  perpendiculaires  à 
cette  surface. 

(22).*Soit  m  un  point  de.C,  et /n'  un  point  de  A,  l'un  et  l'autre 
compris  dans  la  sphère  d'activité  de  M.  Désignons  par  s  et  s*  les  per- 
pendiculaires abaissées  de  m  et  m  sur  la  surface  de  A ,  et  par  c/  Télé- 
ment  de  cette  surface  qui  répond  au  filet  fluide  dont  m^  fait  partie. 
Soient  aussi  (i  •+  A:/}  a;'  et  (i  —  ks)cù  les  aires  des  sections  dece  filet 
et  de  C,  faites  par  les  points  m*  et  m,  et  parallèles  à  leurs  bâse's 
eo'  et  a>}  le  coefficient ^.A:  .dépendant  de  la  courbure  de  A  au  point  M, 
et  étant  le  mênne  pour  les  deux  filets,  en  négligeant  les  quantités  du 
second  ordre,  par  rapport  à  leur  distance  mutuelle  et  aux  variables 
s  et  s^.'hes  élémeus  de  volume  qui  répondent  aux  points  m  et  mf 

seront 

( I  —  ks)  û>ds,       (i  4-  A:/)  œ'ds', 

et  leur  action  mutuelle  .pourra  être  représeotée  par  le  .produit 

\(i^ks)(i+k/)a)(»'dsds'} 

^^  ■   • 

y  étant  la  mesure  de  l'action  moléculaire  rapportée  aux  unités  de 
volume  et  relative  à  la  distance  mm\  que  nous  représenterons  par  r^. 
Pour  se  former  une  idée  précise  de  cette  quantité  V^  il/aut  prendre 
autour  des  points  m  et  m',  des  volumes  v  et  i/  dont  les  dimensions 
Sjoient  j|tisensi];4es^  eu  égard  même  au  nyou  d'activité.  deSimolécoles^ 


DEX'ACTION  CAPILLAIRE.  49 

^t-quf  tn  coroprennenl  néanmoins  un  nombre  evlrémenieiit  grand. 
L'aMion  mutuelle  die  ces  dent  parties  du  Kquide,  provemmt  de  la 
matière  et  de  la  chaleur  tju'elles  Renferment  >  aura  pour  expression 
Vpi^p  en  sorte  que  Y  sera  le  rapport  de  cette  force  au  produit  des 
^eux  volumes.  Cela  étant,  V  dépendra  de. la  distance  r'^  de  la  na^- 
ture  des  molécules  contenues  daàs  (^  et.  i/,  de  leur  quantité  de  cfaa«- 
leur  propre  et  de  leur  nombre;  ce  sera  donc  une  fonction  de  r^  in- 
sensible pour  toute  valeur  sensible  de  /,  mais  qui  renfermera  en 
outre  les  coordonnées  dé  m  et  ut'. 

D*a[H*ès  cela ,-  représentons  par  x,  jr,  z,  tes  trois  toordonnées  Veo^ 
tangulaires  de  M^  et' supposons  Hés  ates  des  x  et  y  parallèles  au 
plan  tangent  à  B,  mené  par  le  point  M,  et  Taxe  des  z  parallèle  à 
la  normale  au  même  point.  Les' coordonnées  de' m  seront  x\  y^ 
z^s^  relativement  aux  mêmes  axes;  celles' de  m'  pourront  être 
représentées  par  ^  H-  ^^^  +  J^,  »  +  z'  ;  on  ^aura 

et  ensuite         •'    . 

v=/(/^,x,Xf  ^^^  ^+<,  xH-y^  ^+*>  . 

Cette  forcer  y  devant  dépendre  de  la  mèine  maniète^  de  la  nature  du 
liquide  autour  de  chacun  des  deux  points  m  et  mij  il  faudra  que  la 
fonction  f'WiX  ^métrique  par  rapport  it  or  et  or  -H*^*,  à  y  et^«+*J^> 
^z^s^Xz^^.  De  plus ,  la  nature  du  liquide  ^  Isa  ^  quantité  de 
chaleur  et  sa  condensation  intérieure  ne  variant  que  par  degrés  in- 
sensibles,  on  pourra  déyelopper  cette  fonction  en  série  très  couver^ 
gente,  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  variables  s^  x'^jr\  z\ 
qu\îlle  contient  en<-dehors  de  r^,  et  qui  >  ne  peuvent  être  que  de  très 
petites  quantités.  A  cause  de  la  symétrie  de«y^^  on  aura 

rf/  "^  5  43C  ^     €fr'  ~  â  <r  '      ébi'^  dr^  ikH^ 

pour  j/5=:  0,  j^=o,  e'=o,  ^  =  o>  et  en  ne  faisant  pas  varier  r'. 
Si  donc  on  désigne  par  R'  une  fonction  dé  f^\  x  f  jr ,  Zf  et  qu'on 
néglige  les  termes  du  second  ordfe  par  tapport  à  x',  y^  z\  s ,  on 
aura 


7 


li   ^   •- 
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.  ReprëseotOQS  pftriik'per|ieiidiciiUtra>abaissée  deVmiTi«i« 
en  M  à.k  raisftiçe  dèA,  et  par  0  l'angle  que&it  4e  pkm^  CMileux 
(droites  arec  an  plan  fifie^  passant  pa^  la.  secondé*  La  projeelMift' de 
W«3cu:  k  |dasL  tangent  en  M  poiuria  .s'exprimer  patf  e^^iMÎfi  ;pet /«Cfe 
-ywojectiéQ ,  au  dogre  d^p|ir(»dmatî<Bi  du  nous  noùl  anrÂtdDfir,  fiou*- 
j«ati  âlro.^priirfK)ar  Taire  de' à)',  boos  aiurona 

Soient  éofin  a»  ^,  >^  les  cosinus  des  angles  que iiiiit;  h^. droite  TN^liè, 
pnoloogée ^u*dfi,là .de  I» jp'  avec. des  parallèles  aux  axq^;d#6^>  ^#  :3, 
ine^^eç  par  ce  point.  Si  Fou  .su2)pose  les  axes  des  ^  et  <|*^ /;,]ialr0Uèles 
^u^dii^ections  des  forçe^  iaagentielles T  et  T', .et  qiie^JW^  regarde' la 
fprce^yçQoiniepositvire  oucGmime  négatiTi^^  seUm  qu'elle  wivairopvil- 
>^iiir^  j(^  attractive  ^  on  am-a.  .  ,•        .  v.  .    -- 

N  = /y7/V[i  +  ;t (y  —  j)]  5,ttrfj«ijf&'<i8 ,  )    . 

en  né^gêafht  le*  prôiiûît  •Jï'. -liek  l?nîîles  dé  l^^ûl!^ale  relative  à 
^\aog)i|3  â.  seront  ^ro  et  a^r;  on  pourra  éleinlre  le^  dpt/eaMflegrkles 
^dejpiijÛ3«a4n^ jusqft'i^rinSli^  qUe  tftate^Yafetu? seofiiUftde^^Vipie 

d^s^nois  viaiiablaj;^)...^^,  s'^  .rondi^aV  sensiblis^  ^t^  fsàs^OftaétfmmÊif 
'%  ^i^cnsible.  Lea.Vi|U4|r9rde'«ir^>  >»  qu'on  eUiptoieHi  tlâasie^  for- 
jMdes^'seroBt   •     ^    r-.^i  ■  >  .■- ••    »  .•-:■  .-.-  d  ».•  î 


-  #     .  »  ■ 


k  «^ 


f 


.( 


I  i  ••         •  •■  > . 


(23).  Pour  efibctuOT^  avtanrt  qu'il  sera  possible,  fes  fntë^^rartidns 
indiquées^  appelons  ^vja^'perpéMlicukire  abansée^de  V'-rarlé  pRa* 
tangept  en  1^^  çt  considérons  cette /quanti  técom  me  positiye^ou  comme 
négative  ^  selon  que.la  parâe  A'  dtb  liquide  serli  cisncaye  où  convexe 
au  ppint  ]^«  Soient  n  et  >t'  .les  cppfdopnées  du  pied  de  ^ette  j^er* 
pendiculaire  ^  rapportées  ^  4^  a;3qss  menés  par  le  .ppintM  pfiifeillè- 
lement  à  ceux  des  x  et  des  ^.  £o»o^ligean(  les  termes  jdu  (roiâièaie 
ordre  par  rapport  à  )i  et  y\\  nous  aurons 


- .  i  •    «■ 


^=K^ij^,-|,iQb,",^h<?V;    --  • 


.^    1 
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Q»  0^9  Q"f  étant  des  coe^ii^ns  ind^e^d^ns  de  ces  d^ux  variables. 
Au  même  degré  d'approkimatioDy. et  diaprés-  la  maivière  dont  nous 
déterminons  le  signe  de  Ç /tiotf^^^urùni  acisâi      .^  ^3»    * 

Oh  a  d^afflehiiR  *       :  ... 


*  '^. 


:,        .  -  ...y  •'■ 


en  comptant  l'angle  6  à  partir  de  l'axe  des  V.  '^9i  'l'on  'faft ,  '  pour 
abréjger,  '•',.■         --  ^^ 

et  si  YàvL  dbsérve;  <|iiè 


i«     ? ,...  I    ^j.,. 


1 1 


on  en  concluFa  *  ^    " 


« 


.#    '  :       ■ .  •      -.  >    •  .j     1 


en  appelant  R  ee  que  devient  W^  quand  oii^y  met  r  au  lieu  de  r^. 
On  a  enfin 

>i  ^t  A'  étfu^t  les  |ïi^99^4eivFour];>iwf)  priipciptfigK  deJa  wr£i?e,de:Ar 


4oiit  çl^iqim  d^yx^iln?  ,f;egai4é  çi>n!ime  ;  {K>0H!if  Qu  .fidmpf  n^atif  y, 
selon  que  la  ligpe  4^;£0Ufïbure  à  laquelle  il':at)(>a?tiettt>4ouiw^^W 
concavité  ou.  m,  .Qouy0]iMé .  en  -  d)9h<M^ ,  d<  A,  :  il  ««fc  éyid^tot  • .  ^n 
effet  ^:4|l^  cela  tésnltft.  dA  QgoKS  fîe.^^çnas^pp^a^At  Im^'Afimsioiifii 

Gela  poféy  je  sufaMîtiie  gegi  dMTéfeuicsjivfleiitg  'et  cdBe  dé  Y  duns 
les  équations  (i)  ;  ÎAetfecltte  les.  intégibitîoiis  raktivê»  à  Vaugle  .A> 
puis  je  supprime  la  piar^ie  d^  }!)ï . indépendante  de  la  courbure  de 

B,  afin  de  réduire'  N  k'i^  aîkW  V^^**"^*^  ^î*  P^™  ^™*'   '^ 
vient  -■  '•, ">.  -r  ''    * '-  '  !  '*^  *-"•  '■ 
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t=: 


en  négligeant  toujourd  les  quantités  du  troisième  ordre  ^  par  rapport 
k  u,  s,  s',  hsi  valenr  de  N^  devrait  renfermer  d'àbtres  termes  du 
deuxième  ordre  ^  que  Ton  n'a  cependant  point  écrit,  parce  qu'ils 
contenaient  le  facteur  s*^^^s^*  sous  Içs  signes  /,  et  que,  pour  cette 
raison ,  les  intégrations  relatives  à  s  et /les  feraient  disparaître. 
.  Si  nous  faisons  |u.p0|tir  abréger 


f 

.3 


et  que  no^s  transportions  en^ehors  des  signes  /V  les  dif^rentiai^ 
lions  relatives  à  jc  et  ^  dans  les  valeurs  de  T  et  T\  elles  devien- 
dronf  simplement 

T  =  —  T'  tt=  ^, 

t. 
En  ajoutant  fiâconnue  p^  k  la  valeur  de  N^,  .pour  mxjsaet  celle  de 

N,  on  aura  en  même  temps 

Dans  les  usages  qu'on  fera- de  ces.foronules^  on  ne  devra  pas  perdre 
de  vue  qu'elles  exigent,  que  la  surface  de  B  ne  présente  ni  pointe  ni 
arête  vive  près  du  point  M|'«i6ti  que  la  valeur /de^,ea'  fonction 
de  net/,  puisde  se  d^vèlop^r  ^n  série  convét*gente ,  suivant  \es 
puisBsances  et  les  prodtiits  dé  t/i  et  >f^  et  qu'il'  soit  permis  de  r^uire 
cette  sériW/ bommo  nous  l'avons' fkit/ à  iBes  termes  du  second  ordre.  Si 
cette  eoniâitioà  n'était' pas  remplîe^  notre  analyse  serait  en  (îiâBîut ,  et 
ce&  expressions  de  T,  T',  N,  n'auraient  plus  lieu* 

(24)*  Afin  de. réduire^  ^  il  ifoe  intégrale  simple^  j'y  m^  d'abord 
uSf  us^uds,  iids%  àk  place  de  Sf  /,  ds,  ii/^W  en  résiilte 


'  ••-        •:♦•".  '.     '     .j  ^*>,>^     II* 


r»=M«[i'H-(j-(-y)*l. 


V 


■1* 
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Cette  seconde  é<]aatioii:. donne 


on  a  donc 
c*est-à-dire 

en  effectuant  snccessivement  les  iàtégraliohs  relatives  à  ^  et  y  par  les 
rè^es  Ordinaires ,  ou  bien  eA  mettant  d'alK)rd  ssf  et  xt//  à  la  place  de 
/  et  d^^  puis  intégrant  par  rapport  à  /,  et  ensuite  par  rapport 
a  s%  "  '  * 

Dans  les  liquides  hétérogènes^  ibette  quantité  j  variera  d'un  poinjt 
à  un  autre  9  et  devra  être  donnée  en  fonctioh  des  coordonnées  du 
point  auquel  elle  répond  ;  dans  iin  liquide  liomogene  et  à  très  peu 
près  incompressible ,  on  pourdi  la  considérer  comme  constante  ^  amsi 
que  la  densité.  *    '     ' 

(â5)«  Si  la  partie  A  du  ^liquide  Hravelpppe  B  de  foutes  parts,  il  fisiù- 
dra  que  les  pressions  résultantes  de  Factioti  de  A  sur  toute  l^tendùe 
de  B  £Eissept  équilibre  au  poids  dé  B  et' aux  autres  forces  données  qui 
agissent  sur  sa  masse.  Or,  dans  le  Mémoire  déjà,  cité  (nf°  12),  j'ai  dé- 
montré que  tes  forces  tangéâtielles  T  et  T' et  la  pailie  N^  de  ta  force 
normale,  appliquées  à  tous  les  points  déjà '^rfacë  quelconque  de  B, 
se  détruisent  d'dles-mémes^  et  en  premtnt  potlr  B  une  sphère  d'un 
très  petit  rayon,  j'ai  aussi  fait  voir  cenmient  la' considération  de 
l'équilibre  des  fi>rces  données  et  de  la  presidon  normale  ef  iticonnue  /7, 
conduit  aux  équations  coaiàues  de  l'Hydrostatique.  Ces  équations  dé- 
terminent, comme ^n  sait,  k  valeur  de  p  rélativéà  un  pcnnl  ^el- 
coQque  de  l'intérieur  du  liquide,  en  fonction  tté  ses  coordonnée^  ir , 
jfy  Zy  d'après  les  fwces  étonnées  qui  agissent  en  ce'  point.  Si  ces  forces 
se  réduisent  à  la  pesanteur ,  et  qu'il  s'agisse  d'un  liquide  homogène , 
l'expression  de  p  est  simplement 

en  prenant  les  z  positives,  Tcrticales  et>en  sens  contraire  de  la  pesa  ri- 
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teui%  désignant  par  p  la  densité  du  liquidey.parfgp'kt  pesantenny  etfiur 
c  une  constante  arbitraire. 

Supposons  qu'on  ait  pdoogé  dans  ce  liquider  un  tube  quelconque, 
et  qu'ensuite  on  ait  versé  au-dessus  de  ce  liquide ,  dans  l'intérifiiir 
du  tube  y  un  autre  liquide  bomogèae;  dont  nous  repr^nterons  la 
densité  par  p^  La  valeur  de  p  aura  lieu  pouf  un  point  quelconque 
^  M  du  premier  liquide  situé  en-dehors  ou  en--dedans  du  ttlbe^  mais 
un  tant  soit  peu  éloigné  de  ses'  parois  et. de  la  surface  de  séparation 
des  deux  liquides.  En  désignant  par  p'  et  j^  ce  que  deviennent  p  et  z 
relativement  «à  un  pomt  Mf'As  ècond  liquide  y  atné  à  une  distance 
seiisi}>le  de  ses  deux  sui&efts  %upérleiire  et  iaésrieure/«t  des  peifois 
du  tube ,  on  -avrm. 

p'=(/^p'gz'; 

•  •  • 

r'étant  une  constapCe  arbitraire  différente  de  i^.         ■    . 

•  •     •         »  -  .  ••    ■»   '       •     .    • 

JPour.  déterminer  c,  pkan^  le  point  M  eD-4ehors  dutul^f  aitme 
4istance  insensible  de  la  sur£u:e  du  liquide  ^  qui  sui^passo  .mh^qiickuis 
le  rayon  d'activité  moléculaire ,  afin  que  l'expression  de  p  ^it  ap- 
plicable. Supposocfseii  outre  le  point  "M  assev  éloigné  da;t«be  pour 
qu'en  cet^e.  partie^  la.surface: libre  d^.. liquida  isoit  .sensiblement  j^aM 
et.  horizontale-r  Par  leppiut  M,^  juenoiis^un  pl^  J^oiiiKmtal  ; -{M^f 
cq  '  pUn^  élevons  .un^  cylindre,  vertical,   qni^  sera  terminé  fv  la 
surfftce.  hoi:izontale  du  Uquide^que  çlouS;  «appeU^ppona  •(£  ^  et  doiit>b 
base  ^  comprenait  le  point; M,  sem  représeatéç  >pai?«  #•  JLie^  produit 
pc»  exprimera  l'actiou  du  liqyi^e  inferieiw  8V'Xy,-:laqiie)Be.drce 
sera /verticale .  è:t  ditigéef  4^  Jbas  «àe^  baiit-;  ^tssp  iifi^etePipst^  C  aeira 
poussé  eu  sens  ÇQUtifaîre  pai*  uae.fQtce  .^^if,i&l^^^^0aaiM'Jpit^i\aL 
pression  atmospfaiérique  çapportée-  à  L'mnté^  de  sl^rfeee..  «Sle  filus, 
quelle  que.  soit  la  .vsona^tjoii  de  la.  densité  fiwvent  iTép^îsseucâeila 
couche  superficielle  d<ii^^  âiitpartiei  l'^c^op  d^  ^tertiDQ6he.siicG 
cQnsisten^  en  des  iEbrces  qui  seront  deux  :<t  d^ux  ^^lesiet^ei^iMrairès^ 
et  se^ réduira  çons^uenuoeot  k  aiérfK  Si  dc^M^ç^.  ^4gitige:Jb  Jpoîds 
de  C  comme  insensible^  il  faudra,  p4^rv)t^v4lî}^  40' fl^0<^  petite 
partie  du  liquide  ^  que  les  forces  contraires  poû  et  Uoû  soient  égales , 
ou  qu'on  ait  /?  =  n.  D'un  atAreHcÀfé'^  ^i  nous  prenons  le  niveau 
du  liquide  eA'-dçbcm.du  tube.,  po w  le  pbm  des  x  ctT"^  béas  «nfons 
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zt=^o  et  p  ^x^  C  P$q:iR  la  |M$sttiOn  du  poiot  M  qm'oo  tirat  de  sap^ 
poser;  pou8  aurcm»  dirac  c;sr  n^  et  par  conséqiirat 

ff^w  iens  1^  poiots  hrtécieiirs  du  i^cimier  liqipide  oompris.  eee^lehars 
<m  qiirdedaM  du  tube.  ^ 

La>varfable2  sera  pQ^ttive  poi|r  les  ppipts^f^és  au«4efiafti8  du  bîv 
veau  de  ca  lM|ttiçle^  et  négatbre.  pour  les  po&nla  .sàHiés  au^deootii!. 
J^ïona  ^ppOçeroiis  que  Ja  pr^oa  «hnosphéiùque'  a.-aKiS6i^  ,lieu>^  dâss 
riotérietir  du  tube,  sus  là  sur£»OEl4lii~.$eoond.liquider>et  noua- compte- 
rons les  ordonnées  z'  à  partir  du  même  plan  horizontal  et  dans  le 
même  sens  que  tes'ordoDOi^  zi  «nais  nous  ne  pourrons  pas  encore 
déterminer  la  (Tonslante  c'  que  renferme  1  expression  de  /?',  et  dont  la 
vAleicrdepeadb:^  dèt^ette  presaiçii  et  tdo  piDÎ^  éa  liquide  s«pifriem;. 

'  {q6^0  Près  dé  la  surfiiçe^  de  floépaMPatTon  Jh  'dent,  liquides  superpoaëç, 
iai  oittdensailkMr  Yanie  fvès  sapidemeut;  en  sorte  l{ue'  ta  dénoté  de 
ckaqiie:  lûpiiâé  peut  ittnç  tpès  dîflareDie  k  to  surâiee  même  €t'a  ftûè 
profondeur  insensible.  La  loi  de  cette  yariatîoiÉ^  est  •feicontipe /<eéiTim^ 
celle  de  Faction  naoléculaire^  de  laquelle  elle  dépend;  mais  cela  n'em- 
pêche pas  qu'on  ne  puisse  fi^rner'kâ  équatîoQg  d'équilibre  relatives  à 
la  couche  d'une  épaisseur  insensible,  appartenant,  en  partie,  à  chacun 
desHitiix  liquides,  et -qu'on^'eil  dédttdfe  Véqufftion  déieirf  sutAifië  dé 
séparration/d^utlft^ détermination  est^Pobjet  principal  de  oe  chapitre. 
'  Pour  celiB>  tîtoisportous  le  pôiiit  M  très  ^res  de  la  s'uf&ce  de 
ecMitectt  AOB  (fig;  8)  des  'deux  liquides  contetiu<(  daushs  ttffte  qae 
a(Mi&  ootfisidérotis*  Sa  fk>inri!kf ,  filNKsséns  Mhr  cette  surfoce  une  pë^* 
peiidkulaire^Ui  la  TCnoonfre  en'uâ  pomt  0,  et  se  prolonge  jusqu'au 
ptilint  M'' du  second  ftuide;  Hiusoî  très  (approcha  de'AOB.  Dirisdûs 
Kxne  suiface  eo  ^Imens  infinimettt  petits-,  terminés  par  ^«5  -deux 
série»  'de  Mgnes  de- courbure  >  par  tous  "teûr^rpoînts ,  îflcWtis  'dfe 
normales  qui  formeront  des  surfaces^  ^feé^oppables;  7)ar'lës<Jue11es 
le^deux  Kquideë  superposés  se  trouveront  décomposés  en  filets  dNine 
épaisseur  ia&nimeist  pietîte  et  yariablé'.  Fisu*  fes  porrrts  M  A  M',  era- 
çons  deux  surfaces  CMB  tf  CMl)',  qui  coupent  àuséi  à  iùgks  d'roits 
totiftea  les  normales  à  la  surfaSe  AOB.  Appelous  A  le  liquide  terminé 
pw  GMD,  A^  céki  oui  *  iiehir  limiffr  ÎBT^ÏD^B  la* couche  liouîife 
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comprise  entre  ces  deux  sarfecek,  C  le  filet  MOMf  de  B  ^  ^  et  «^  leii 
bases  ou  les  sectionis  normales  de  ce  filet  qui  répondent  aux  points 
M  et  W.  Quoique  les  distances,  MO  et  SI'O  de  ces  deux  points  à  la 
surface  AOB  soient  insensibles ,  on  pourra  cependant  les  supposer 
asses^  grandes!  pour  que  Les  acttôos  de  A  et  A'  sur  C  ne  s'étendent 
pas  jcusqu'aux  points  où  les  condensations  des  deux  liquides  varieiit 
très  rapiden^ent;  t:^est4i-dire  qu'on  pourra  <^^n^idérer  M  et  M'  comme 
des  points  intérieurs  Je  ces  deux  liquides,  et  déterminer ,  en  consé- 
qiience,  les  actions  totales  de  A  et  A'  sur  C  parles  formules  du  n^âS» 

AlorS|  les  composantes  de  Faction  de  A  seront  : 

'  •  •  •  .• 

la  première  étaint  norûiale  et  dirigée  de  M  yers  M^,  et  les  deitac-autres 
tangeptes  à  la  sur&ce  GMD.  En  désignant  par  q!  x)e  que  deyient  la 
qu^n,ti té \9  relativement  au  liquide  supérieur,  eit  observant  que  les 
courbures  de-  A  et  Absout  sensiblement  égales,  mais  tourna  en 
sens  contraires ,  on  aura       *  ;  ^  >  •    '         ' 


\- 


&'-»'C-+7)3-''  s*''  Z-^' 


pomrlesiconrposantes^  de  l'action  de.  A.'  sur  C  j  la  première  dirigée  de 
M' vers  M ,  oti  en  -sens  contraire  de  la  force  normale  précédente^  et 
les  dernières  parallèles  aux  deux  autres  forcer*  Les  coordonnées  a: 
et  jr  sont  parallèles  au«  plan  ti^ngent  en  M  à  la  -sur&ce  CBID,  et  -psr 
conséquent  les  mêmes  pour  les  deux  points  M.  et  AT^  les  <quaatités  p 
et  p'  sont  déterminées  par  Iç  nutnéro  précédent^  ^oud  représenterons, 
en  outre,: par. P6^^  Qt»,  Q'o»!  les  tromposantes  de  Taction  exeroée  par 
la  couche  B  sur  le  .filet  £  qui  en  fait  partie;  la  première,  de  cea  forces 
étant  normale  et  dirigée  de  M  vers  M',  et  les  deux  dernières  parallèles 
aux  axes  des  a:  et  des  ^,  comme  les  autres  forces,  tangentielles.  « 
On  poun'a  négliger  le  poids  de  C^par  rapport  à.  ces  différentes 
forces,  à  cause  que  sa  longueur  MM'  est  insensible.,  et  regarder,  par 
la  même  raison,  le  rapport  de  0/  k  co  conmie  égal  à  l'unité.  Cela 
posé ,  pour  réquîlibre  de  C  ,^  il  faudra  que  la  somme  des  ft>rces  précé- 
dentes soit  nijle,  suivant  chaque  direction,  ce  qui  donne  les  trois 
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équations  : 


dx 


•"•1 


JQ  ne  restent ^opcpln^. qu'à  détormiiiear  les  valtiin  d^  P^  Q,  Q',  paiif 
«B  calcttl  analofgiie  à  celui  des  n?*  aa  ^et  aS^  que  xums  aUgiis  expoieir 
•tieciâcl0«ienti     ; 

(nj).  Soh  m  UB  point  de  C,  et  im,  «m  poiiit  d^  BL.  MsignoM  {^ 
^  «t  Mg,  ies  perpeiidioulanw  liin  et  iMtm^  dk  Ces  4â^x  "poial^ 

gvr  b  «urÊMie  CIB)«  Cee  deux  droîM  tondMfit  4'wi  mènae  ^té  de 
(9Mte^8orfiice^  tandis  qine.tliine  Jes.jntf^crMotdelè^  peqpebdiitulaiitt 
s  et  y>  ubÛBsëes  des  fwinfis  m  et  'jwt^,  tomteicfnt  de  deist  cèléfe  dtff 
tfteiiS'^  â  lâtidra  efiâhard  chfti|;er  i^ca  *•««>  tft  dans  les  ftirmuleB  et 
ces  HttsnéMB.  I>e  i^lisy  si  Ton  deocmpûse  B  en  ooucfaes  infittimeiijt 
minces,  qui  coupent  à  angle  droit  les  normales  à  la  sur&ce  AOB> 
la  condensatîoQ  du  liquide  Tuaera  par  degrtfe  ifasennlâeS'^.  <kns4ottte 
l'étendue  dé  chacune  de  tces  couches  ;  laa»^  4'ttDe  coaobe  à  une 
aMn»  j,  elle  imriérB  trie  rlqpidementi^  dunme  ^  a  été  dit  pku  haut» 
fl  >sVttMi)t  q«e^  TOlitivvinBBl  aux.pei^penditailaiMi  s^  ^i^  b^  fowtt- 
fi%B  qui  mprime  hi  Ibi  'de  i'actiea  molécukim  Tariena  eiussi  itilèls 
rapidement  >  et  ne  )poucra  flim  ae^  îiiéduipe  en  série  itonirei|[krnte  ve«r^ 
dUilàée  Mitant  ileÉrs  fittSBaiiees  let  leurs  praduits.»  Toirtefois ,  itttte 
^fnetlou  sera  foufoufe  sysnéiMqae  par/iispport  k  s  )eff  >|  ;  les  'kité>r 
f^çs.rslstirres  à  tœs  ^dmtlMrkbléÉ  lauront  iles  mêmes  limiAes  tém 
et  If  eu  désqpoaat  par  JféplûsBettr  MM'  de  A;  par  oousé^utat/Mlle 
double  intégration  fera  disparaître  les  termes  qui  auront  peMrfta<^ 
teur  la  diffécei^ce  ^-^  si4  et  cela  étant,  au  lieu  d^  fonaules  (a) , 
on  trouvera  sans 'âifficillt^  ékHès-d  :    '  -      ■     t 

en  fidsant,  pour  ahré^ep;  '  ■"■  r  ■—    ■ 
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et  désignant  par  R^  une  fonction  de  r,  s^  s^ ,  qiii  deyiendhi  insensible 
pour  toute  valeur  sensible  de  r. 

Cette  fonctiori  Rj^ variera  aussi  trëèT  nipidémenl  avec  s  et  avec  ^i ,  et 
de  la  même  manière  par  rapport  à  chacune  de  ces  deux  variables;  elle 
cbangera  de  formé  iSatis  retendue  des  întégrations  relatives  &  ^  et  k  ^, , 
selon  qu^elle'proviendï^  de  l^ctiotïdu  preniîer.oii  du  secottd  lipide  sur 
lui-même,  ou  des  molécules  de  l'un  sur  celles  de  l'autre.  Ainsi,  c^le 
sera  une  certIÂné'  fonction  S  pour  les  valeurs  de  ^  et  <f . ,  foutes  deux 
moindres  que  MO  ;  une  aiitre  fonction  SI  pour  les  valeurs  de  ^  et  ^, , 
toutes'  detf X!  plus  grandes-quê  MO;  et  une  troisième  fonction  S, ,  quand 
Fime  dés  deux  variables  ^  et  s^  sera  plus  gbande  et  l'autre  plus  petite 
que  MO.  Mais  ces  'trois  £6iictioàs  S,  S'^  S^.^  npus  étant  inodai^ues ,  il 
faudra  considérer  qi  comme  une  quantité  dépendante  de  la  nia  tune  dès 
deux  liquides,  dont  la  valeur  tie  pourvatt  être  donnée  qoe -par  l'ex-r 
périence.  '■    ■  •  '...|.  .  '-.r. 

^(38);  L'épaisseur  dé  B,  quoique  insensible,,  pouvant  êtrei > néaU"»- 
moins  plus  ou  moi  es  grande,  on  pourrait  croire  :  que  J'iniégcak.re^ 
présentée  par  9,  change  de  valeur  avec  /y  et,  par  suite, /que- les, équa- 
tions (5)  dépendent  dé  cette  quantité  arbitraire ^i  ce  qui  seraîf  ;ab$tfpde;. 
Mais  H  est  facilede  prouver  que  les  variations* dont-  la^grandeunde  l^M 
susceptible  n'influent  pas  sensiblement  :  s^r .  la .  ivaleur  de  jj^é  •      i .  .  | 

En  etfei,'  soit  M'-  ùn^poipt-de  A'.situéiSnr  le  pcokiègen]eiit'.de>Mtl\ 
et'têl  qùe:lVl'M'^  soit  insensible^  maîsiplus  grandique  le  rayoa dlacti*^ 
vite  moléculaire.  Désignons  M^M''  ët>  MM^'ipàr  g  et  Z',  en  SKMe.qti'o» 
flfH  f  2ei;^)€ç«  oax^c  de^là^/métrie  de^Rli  p«p  cappoVt  à  jf  .ej\  j^> 

Si  nous  faisons      ^ 

8  • 
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H  fiiT  tésulten  ,  ■   ■•     ■     •'■■   ■■...:  »/i>  .ii:i»  .  ;iit.*j  ■<  .*     ii..  i.iii  no  i  ..•  :. 

/»/  r^+'o  dsds,     r'  r*!.'  's^'àx,    '  •  -     '  '  t^ 

I^:ss^  l^  +  {X  ^X^y  i    . 

et  d'après  cette  Taj^rar  dé  ^  et  Hiyj^oft^  du  n^  a6 ,  sur  la  grandeur 
de  MM'  ou  l,  les  intégrales  relatives  à  :r  et  j^^  ne  comp^jç^drfM?^;  p(p 
les  valeurs  de  R,   qui  varient  très  rapidement.  On  y  pourra  donc 

eonsidélrei^  la -fonction  &,  .çpmjrnéi  ind^]Qdalït^^fl^1:>^  et'4e  ^^  ^nn^e- 
hors  de  r  ;  on  pourra  aussi  étendre  ces  intégrales  depuis  ^  =  o 
et  x,^o'yi9qn'k  a:»QO:  e^.-or.Fn-.ÇO  :,x?ek.^|a^^t:.|:oq,-fu^  ,^.i!.;,;n., 


xiuM,  :ç±  L      ■   /   -R,  "-dudxHcr  i 


»\ 


et,  par  les  calcul <lu  n'  a4^Qn  psdi^,ce\içm\^^\f  jtripl^à,pçiçiti|i- 
tégrale  simple;  d'où  il  résnltera 


Soit.ei^core  ...;    ^:...      .,:..;v..J..i  ;-!  ^c*  >  ■•:•..:;»'••»      ^vi^.s.,  ^  .i 
nous  aurons  .    .  -  ^      -  • 

et,  dans  ces  intégrations,  nous  pourrons  considérer  R,  côtnme  uw. 
fonction  indépendante  iej  et  r.  en^dehors  de  r.  Alors,  en  désignant 
par  R^  une  autre  fonction  aé  r,  qui  devienne  aijissi  qqlie  doup  toute 
valeur  sensible  de  r,  et  supposant  qu'on  ait      ^  ^^ 


^  ...       —• 


•\ 


il  s'euBoivra  •■  ^  ■-•  =     -i  •■'    •.•'  «'î  -.li  •!    ■•■•  •••  ■  ••'   ■**  • 


»K.==-^:^,    £±21%'^ 


1       — 
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et  si  l'on  intègre  par  partie^  d'abord  par  rapport  k  u,  «fc:6W»le  par 
rapport  à^,  on  en  QOAclura^  ^  .    . 


équation  que  Fou  transformera ^  par  FandEjcsé  ânrfQ,èti,  ceBe<i  :' 

C^  pos^,  an  mojen  des- éqnaflloBS  (4)^  C^)^^  C^f  ^'^"'^  axfkm» 
finalement 

m 

la  quantité  r  contenue  dans  les  intégrales  tri]des  étant  ^Roniinéë  j>ar 
l'équation  -:       " 

comme  dans  re^pressîou'de  9,.  Oi^on  voit  par  Ik  qu^le  changement 
de  /  en  r  ne  fait  yarier  l'intégrale  représentée  par  q^  que  d'une  quan- 
tité insensible  >  ayant  pour  hidtëmr-t,  et  de  l'oixlre  de  celles  que  nous 
avons  négligées  daoa  les  équations  (3)  ;  ce  qp'il  s'agissait  de  vé* 
rifîer.  "  '^  '  '     ^ 

(29)'*  Je  substitue  dans  îes^  deux  {>rëmières  équatix)ns.(5),  lès  Tiileurs 

trouva  pour  Q  et  Q'';  il  vient 

'.  .     .      "    ^  .  »        .         .    .     '   • 

dx      —  ^*    r — Â^ —  —  *•' 


.^» 


ce  qui  montre  qufe  dans  Tétat  d'équilibre  de  deux  liquides 

la  quantité  9  4:  ^^W-v^i  ^st  ppostev^te  d^ite  toute  Uétendue  de  leur 

surface  de  contâcK  Nous  terôns  ' 
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2  ^  * 


et  nous  regarderons  G.  cjOKanM  ^juia  quaf^tité  dép^ndant^  de  ]a  num 
tière,  et  de  la  température  de  l'un  et  l'a^utce  liquide^  dont  le  signe 
et  la  .yalçur  pumëriqgue,  serdipt  dônn^  df ns.  chaque  caa  parti- 
culier* 

Si  ToA  applique  les  yaleua(  de  p  et  p'  du  n^  aS  aux  points  ^ 
et  M'  de  ta  figure  8,  on  y  pourra  faire  s/^z^  et  considérer  z  comme 
Tordonnée  Verticale  du  point  quelconque  0  de  là  j^ùri^cq,  de  sépa- 
ration des  deux  liquide$.  Substituant  ensuite  ces  valeurs  et  celle  de 
P  dans  la  troisilime  éqpiation'(?)^  on  aura 


ponr  l'équation  cmÎBKioc  k  tcm  les  poièiB  ée  tctto  smifeQr  ipû.  ot 
sont  pas  compris  dans  la  sphère  d'activité  du  tube.  On  se  sofyitudw 
que  1^  plan  des  ^et  j^  eet  ç^kd  du  niveau  du  liqiujde  inférieur  en-de- 
hors du  tube^  que^ràxe'des  s  positives  est  dirigé  en  sens  contraire  de 
la  pesanteur ,  et  que  chacun  des  rayons  de  courbure  A  et  X'  est  re- 
garde' coilhtné-  positif  .<Mr'  ecrAtai^  tié^t^,  selpirq^'JMi  ^peÎÉf  0  hi 
ligne  de  courbure  à  laquelle  il  appartient  tourne  sa  concavité  op.  .siji 
convexité  en '« dehors ^u  liquide  inférieur,  ou.^  ce  qui  revient  ,au 
même .  en-dedans  dû  liquide  supérieur. 

,  D^anrè^  la  théorie  Qonnue  de^  la  courbure  des  surfîices ,.  on  aura 
alors*  *  f  •     •      F  ■  . 

-  -(-  -7  =  — ■        'i^      %    .1,1  *^  ^y    ■?   M  .,.>p..y...>.   •         fKl^ 

et  poàr  détenqiDer<lê4igDe  du  ^éipoBiîoate.m'y  qi^^«^  umbîgu  ^^«m 
eoacemn»^  P^ril^  .ponit  doail  ks  coardctarné»  sont  ar ;  jr,  xt,  mot*  i^nc» 
Rfife«a-Àlkmidai  lii^uMtjp  infiAqesr  et.  xnio  i«rtiça^  cou  naa  qoBi^ 
fMtffe..  diEi  ^hi  peakiliMr  «  le  dénovèiàalÉtu^idMrtf  ^tw  poiMf  ou^  nén 
gatif ,  selon  que  ces  deux  droites  feronrvrfpMigkr  a«g;ii«pÉ  obtiift/{Bd 
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substituant  cette  valeur  de  '-'  +  -,  daos  l'équation  précédente,  on  aura 

l'équation  de  la  surface  d^  séparation  des  deux  liquides,  dans  la- 
quelle il  restera  éric6i*é?  à  ^détef miner  là  cônstâùte  <^.-   -    -  -    »  ■ 

(3o).  La  surface  libre  du  liquide  supérieur,  qui  le  sépare  du  fluide 
atmosphérique,  est  évidemment,  à  Tégard  de  ces  deux  fluides,  ce 
qu'était  la  surface  que  nous  venons  de  considérer,  relativement  aux 
deux  liquides , contenus  dans  le  tube.  De  plus,  en  passant  de  ceux-ci 
aux  deux  autres ,  les  pressions  p  et  p^  se.  cbangeirbnl  respectivement 
en  p'  et  H,  Si  donc  on  désigne  par  H  ce  que.  6. devient  par  rap- 
port au  liquide  supérieur  et  au  fluide  atmosphérique^  par  /i  et  /i^ 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque  dé  leur 
surface  de  séparation ,  par  z^  l'ordonnée  verticale  de  ce  même  point, 
et  par  ^  la  densité  de  l^ir,  il  suflira  dé  remplacer  6^  A,  X%  n,  c^, 
Py  p',  z,  dans  l'équation  (7) ,  par  "R,  /jl,  //,  c',n,  p',  J^,  j^,  pour  avoir 
l'équation  de  la  surface  libre. du  liquide  supérieur.  Cette  équation 
0era>danc 

;  ,  c-.n -.(f'- J58»'+  iH (i+i)=.i    (9) 

...  ...  -*^. 

f9t  la  valeur  d^  -  +  -^  ^  déduira  de^Ue  de;-  ^^^9  en, y  changeant 

Le  volume  terminé  par  les  surfaces  qui  répondent  âiix  équations  (7) 
et  (9),  et  par  la  surface  intéçieure  du  tube,  §era  une  certaine  fonction 
de  la  con^nté  c'  qui  entre  dans  ces  deux  équations.  En  égalant  cette 


Dans  le  cas  particulier  ou  les  .^eur  liquides^que  le  tube  renferme 
seront  de  la  même  matière  et  n'en  formeront  plus  qu'un  seul,  on 
aura  p-  i^f,  ^3=.^  p  ij  m'y  aura  >  plus  de  «vaimtsén  jrapide  de  -densité 
près  de  kur  surface,  de  séparation ,.  et  la  quantité  Ri  >  k]m  lepAve  dftos 
l'expression  de  q{,  pourraiétre  reaQ[ipl|icée|îikr.)â!qui»t^^^ 
pend  la  valeur,  de.  9  : .  ea  mottanili/^.^i  ii ,  fau  Uên  ide  e^  fi,  fi  tÀn» 
riâ|uatido(ê),.iQÂ.eojpWGlivt.  .u;     ..;.-.■   •  ,-.♦  •..-.  /^;  : -, 
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■ 

-i"/. /./.«•  T<*^.  =  '4/„  I^-i-T-îX  ï^*' 

•  • .  •  .  •  •  ■  ■  ,  ■ 

OU  sensiblemeat  5^=  —  a^,  d'après  les  expressions  de  q  et  de^.^  des 
n®*  24  el  37.  On  aura  donc  G  =  o.  De  p)u&9,ia  yaleur  de  p  au  n°  ^5 
devant  alors  convenir  à  to^  les  points  des  deux  liquides  j,  et  coïoci? 
der,.  par  .conséquent^  avec  celle  de  />'^  il;  faudra  .qu'on  ait  <?'= c  =  n* 
Au  moyen  de  ces  valeiyrs  de  f\  G  et  c'^  réqtiatjlpi^jjy)  s^evanouit  j  ce 
qui  devait  effectivement  arriver^  puisque,  dan^  ce  cas^  il  n y  a  plus 
de  condition  particulière  d'équilibre  à  la  surface  de  séparatîpn  des 
deux  liquidés ,  quf  sont  les  deux  parties  d'un  même  fluide.  En  même 
temps,  l'équation  (9)  devient 

(pw.>)g2=iH(J+i);   (,o) 

eu  en^plojant  la  lettre  z,  au  lieu  de  y.  Ce  sera  Téquation,  de  jla  sur- 
face libre  du  liquide  unique  contenu  dans  le  tube. 

On  parvient  au  même  résultat  en  faisant  ^ f  =  «sT,  c'  ss  n ^  ^/=^  H, 
dans  f  equatîpn  (7)  ;  ce^qui  revient  à  supprimer  le  liquide  supérieur, 
et  à  supposer  que  l'atmosphère  pi^esse  directement 'kuf  le  fluide  in- 
férieur. Si  Ton  supprime,  au  contraire ,' le  liquide  inférîeiir,  et  qu'on 
le  remplace  par  le  fluide  atmosphérique' ,  il  faudra  Taire  p  =  c^  et 
G=s  H  dans  l'équation  {7)1  on  aura  alors 

I  .  »  ^■'•il''.".  J- 

OÙ  l'on  a  changé  le  signe  du  deruier  lermîe ,  afin  que  chaton  dès 
rayons  A  et  A'  soit  positif  on  iiégatrf ,  sdon  que  la  ligné  dé  ^côtrir-^ 
bure  k  laquelle  il  ap{>ài4ient  tournera: -sa  ebkicavfté'ôtf  sa' Vt^^ 

en-dehors  du  liquide  qui  subsiste,* et  que  la  valeur  de   ---^  -7-  spif 

donnée  par  la  formule  (8),  ta  suivani,  pour  le  signe  de' «m 'détio-i* 
minatetir^  la  règle  dû  numéro  précédent. 

Les  éiquations  (9)  et  (11)  seront  celles  des  surfaceS'  supérieure  et 
iufërieiu*e  d'um  liquide  pesant,  pressé  de  partiel: d'autre  parl'atnno». 
phère^  et  suspendu  en  équilibre,  dans  un  tubb  de  forme  ^èlconqœ. 
Là  constante  e'  se  détenniuera^conune/olLii'a  dittodt-è  Theui^^ 
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d'après  le  yolame  an  liquide^  le  plan  des  x  et  ^. ne- sera  plus  dé- 
tennitié,  tst  lV>o  pbtdrrà  le  choisir  ài4yttràirèment,  .jM)urVii'qii11  soit 
toujours  horizontal.  Toutefois,  si  la  surface  supérieure  est  un  plan 
hôriwiital  ^iidéfiniittent  pi<o!ôngié ,  1^  tolfime  dû  litpiidé  *àé  s«ffk  phfs 
dOnùé  ;  itiai&;  eii  {iMtfaiift  ^  plan  pOut  c^ltd  des  x  et  f\  on  ^uA 
aloinà  ^^s=  irâitl  (h'^'âS).  Ce  cas  SUra  liéft  loYs^e  )«*tubè/ati  Ceu 
â%iTe  Wmil^gé  ^  sa  pàiîiè  hitérïëure ,  selra'^^ptè;  pi^ 
exVrifAiXé,  au  m&  d'un  YBËé  d^une  très  gi'andê  lar^;eur*,  où  te  li- 
quide s*ëlèye  'k  ùnè  hautelit  queltioi^ue.  En  mettant  p  au  lieu  de 
p^,  rêquaticta  de  la  suf&cé  inférieure  du  liquidé  cotiteii^n'  4?^  ce 
tulie  sera  donc 

g(,-J^>  =  iH(i  +  i,); 

et  l'on  voit  qu'elle  aura  la  même  forme  que  l'équation  (lo) ,  qui  ap- 
pMtiétûit  à  là  'StiffâCe  stiperieurè  dû  lii^fdldb  'dkus  lëths  à^fkitnié/tmtk 
du  tube.  '* 

(Si^i  Quoique  là  jconsidération  de  réquîliboe  du  filet 'fiuide  4'épai$- 
teur  variable,  que  nous  aVôns  appelé  C  (n*  26),  soït  1q  Âoyen  le 
plus  simple  de  former  l'équation  de  la  silrfacé  capifkire,,  '%  ne  sera 
cependatit  pas  inutile  de  moùtrer  que  f  on  peut  âtissi  la  dcduil^e  de 
réqùilibre  d^un  filet  cylindrique,  l^ar  là ,  nous  leronis  .ydir ,  d'une 
manière  nouvelle ,  la  nécessité  d'avoir  égard  a  la  variation  rapide  de 
densité,  qui  a  lieu  près  dé  k^lirface  dVm  liquide^  et  sous  mettrons 
en  évidence  la  quantité  que  Toii  néglige  et  l'erreur  que  l'on  commet, 
lors<pi'9n  ne  tient  pas cc^pte  de çejb éLsucient .e^seatiel ^^la  i^uêstion. 
Ppw.pltts  de  simplicité^  nous  siqpposerous<^'iin'j' ait  qu'un  seul  lir 
qulde^  que  nous. ^cenons  dans  le  videt,  afin  diç^^  m'avpir  jnts  à  oon^ 
sidérer  l'action  mutuelle  des  molécules  de  l'air  atmosphérique  e.t  d^ce 
li^âfe.^j'mafyseitiivatlte  i^àpplilqi^^  là  sût^ 

£mi>âe  0épahitio9>de  âoinc  fiqiABS''cpeIoou^e». 

Soit  toujours  0  (fig.  9)  iln  jfK>iot<^e  ik  :siirfiU)e'IâKc  AOB^luil»- 
quide^^)  iait«i0  à  une  ifetaèce  «ènsibirides ,  parois  du  tiilMi«  ^Sofii  QE  un 
iîlet  nomal  ^eC  «ojrliddriqM  a^ralst  jpQur  ibii^  vikié^kïmui  eè  tdft  oMte 
aurfiiw.  fiar  isn  ipbnott  ¥  f^ûpffuMÊmÊtt  à  t^e  âet,  et  «îwiÀ^M  âis*- 
^noe  liteensifale  dé  jla.isniKfiKe^  ooiettoiis  tta  ttiwa  €<t1l^  pirattèié'tfii  f>lào 
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CSOP  tati^t  ea  O.  Sappooons  ^  nMuittqiù ,/ ceUe  dî[stanc&  asc^ 
^gnmde  pour  ^e  l'action  dà  iiqtiîde  :indéfiû|  temiiiié  par 'le  plan 
CTI/,  sur  le  Blet  FO,  ne  s'ëténde  pafr  3usqa'aux  pomts  oiv^la  àe^fiié 
varie  très  rapidement.  La  compQgante  de  cette  force ,  pierpendicqlaûoe 
au  plan  CTD^  et  d^géç  du  poiiit' F  veirà  le  point  Q,  sera  égale  à  pm  ; 
et ^  à  c^ruse  que  l'on  suppose  nulle  Ia< précision  extérieure  n,  on  aura, 
d'après  lé  n^ aS  ;-    •  -^'•.  •^,,     .    - 

*  étant  rordoâriée  vërtfcàle  £|u  fk^nt  JF^  ou,  él'ï'on  veuf  ;  du  point  0. 
Appelons  «id'A)  l'action  etercée,  survânj  celte' même dîrçctîoil,  sûr  FÔ", 
par  le  liquidé  compris  entre  le  plan  &PW  et  la  surFacë  AGB.  En  né- 
gligeant le  poids  de  FO,  il  faudra  qu'on  ait 

^-f-  V  =r  O  , 

*  **  •  ■»••■'■'•.♦  ■.**^  * 

pour  réquîlibre  de  cette  petite  partie  du  liquide.  Lors  donc  quW 
aura  déterminé  converfablement  la  valeur  de  9 ,'  cette  éqdation  devra 
coïncider  avec  Ff^uation  (m>),  en  faisant, dans  celle-ci  £^=0,  et 

réduisant  à  à  -f-  9,  le  c*oefficient  -.  H. 

..    »  ■       *  ■  ,     '  '        ,•     •  »  . 

(3a).  Four  obtenir  cette  valeur^. soit  M  un  point  quelconque^ de 
FO,'  elM^  un  point. du. liquide  enviconnanl  compris  dans  .la  sph^i^ 
d!activité  de  M»  Daignons  paui  et  <Mes  perpendiculaires  «abaissées  de 
ces  deux  points  auc  le  plan  COP.  Soit.J*  la  d^tance  MM\,  u  sa  pror 
jection  sur  ce  plan ,  ^l'angle  que  £4t  .cette  proj^ion  avec- uni^ droite 
fiae ,  menée  da^  .oe.  même,  plan,  par  Je.|K>în^  ^i  P^  ^^^  -^ 

'  '  .i^èi^i^^tt^w:  ''■  -  *•  ^'y 

.      ■•      '  •  .  .  •  • 

Les  élemens  de  vc^me  qui 'répondrai  aux  poi«ls-M^et-  M/.-sèrot|t'.aMA 
et  udpdifd^ ,  et  l^n  pourra  représenta  leur  actjoti  mutuelle  par    : 

Bk  ë4aiit  la  mesure  ^eT^action  mcAén^^Wài  rappitrtéè;a|ix  unit^  d6  xo- 
lj«ifHt;et; -relatiye  àila.malièi^  4u  lifiude  autoni^  dte.  ces  deux  poi^ila* 

Le  cosinus  de  l'angle  M'MO  aura )^f  valéi^r^^^^.  ITapi^  cela;  '£ 

Ton  prolonge  la  «{^eqp^aaidlilmre  lIKv  ;  «bainée  du'  point  M'  sur  le 

9 
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phm  GQDf  jttsqa'aa  pomt  C  oè,  £l}e  vnuzonfere  It  pboi  G^^^etjat*- 
qtt^nn  pottft K  ofii«Ue  coupe  la  nw^se  ADBf -si^^leiihia^y  Of  appelle 
I' «t^  lies  l<Migiicuf8- des  juçrtiuB  6G'  et  6K  de  U  droite  ,G%,  on 

en  regardant  comme  positive  ou  comme  négative  la  forccLA^,  aelon 
qu  elle  est  répulsive  ou -attractive,  et  la  quantité  ^,  suivant  que  le  point 
M'tmjbe  entre  la  sujface  AOB-et  le  plan  tangigot  COD^  ou.  entre -les 
dlimx  plans  paiallèks  ÇOD  et  CT0V  ; 

La  valeii?  de  -^Ue  quanl|l€  ^j.  quW  a  dé{a  plusie^  fois,  eqi- 
ployée,  sera 

^  =;  Qk'  cOs»  0  -♦-  Q't<*  «in»  0  ^  QV  cos  6  sih  fl  j 

Q>  Q^  Q'^  étant  4es  coefficiisiis  indépendans  de  u  et  6  ^.dont  la  aomme 
des  4eux  .premiers  est  ,     ^  .  .   ^ 

en  désignant  par  K  et  A'  les  mêmes  quantités  que  dans*  l'équa- 
tion (lo)» 

La  quantité  Référa  une  fonction  de  r  qui  deviendra  Insensilde 

pour  toute  Valeur  sensible  de  cette  variable  >  ce  q^i  a  permis  d'étendre 

jusqu'à  nnffiii  l'iniégfale  relative  à  «;  elle-  dépendra -eîti  outre  de  la 

portion  Aes  points  M  et  M''.  A  Tégard  de$  coeiràoiitiéeg  de  M'^pa-* 

^  rallèles  au  plan  COD ,  elle  "variera  p«r  degrés  iaseniblés.*  En  letir 

donnant  le  point  0  pour  origine ,  on  pourra  la  développer  en  sé- 
rie convergente ,  suivant  leurs  puissances  et  leurs  produits  ;  et  si  l'on 
s'arrête  à  lem%  pmnâèim  puis^anfies^  -iiacliiBivemeBit  ^  les  iennflft  qui 
les  contiendraient/  di^ra(troat  par  l'inté^tioii  relative  à  Tàsigle  0. 
Mais  R'  variera  très  rapidement  par  rajmort  à  la  variable  f;  et  si 
nous  désignons  par  a  la  perpendiculaire  MIj  abaissée  du  point  M' 
sa?  la  surfifce  KOB';  W  varieM  'iia»  flËréme  par  rapport  à  "cr^  ^>8eru 
uÂe  fiincfidii  tffmétn^  de  ^  ^ir.  '^aiUMîw^  on  mntp  an  degnl 
4:appfX>jKiai;»tiAP»  où  F  on  a'f »*  «W^  n  .  ,  .  . 


'i'ri^     ',.     :MI 
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en  dësig|Baxit  par  R«.6eqiiedMrÎMik  R'iqiitodfoa  y  ywon/kÉf^mxVyea^èmm^ 
et  les  jMMreathèsifl»  indiquant;  y 'on  ae  ft^p^&  Yioeét/ndsiiiBik^fditfi» 
reutiatâcm  i)elidilFe  à  -t^.  A.cenémedsgrë  'd^ajyoitumrtoti ^ 4»- limtâ 
en  ^iéiiie;teaips         '.■;..       _^  ,  ;     .••  -   .  ^    ' 


.  •  I 


P  et  p  étant  les  valeurs  de  R,  et  de  r  qui  ré)K>ndent  à  /'  =  o,    ^  - 
L'expression  de  ^  deviendra  dono  - . 

»  N  '.«'•  ..I.  • 

fyj  o  JL  oJ  o  ■'" 

A  cause  que  R|  est  une  fonction  symétrique  par  rapport  à  t  et  f,  Fin- 
tëgratiôti  tietoltîve  à  ees^  deux  variables  ferh  dîsj^raltre  le  pretoiier 
terme;  et  saî  ayant -^gfrrd  à- la  valeur  de^^  et  effectuant  fes  iMé* 
gratîoDS  relative?  k-  ^ ,^ on  atiiia- smipleffife^t 


• 

OÙ  Ton  îpeut  reihâi^quer  qile  là^  quantité  R.  'éA  la  m^àie  que  celfe  qui 
entre  dans  Tëxpression  de  ç,  (n^iy)-,  en  înettanl  dans  celle-ci  Z—  t  et 
/  —  /  à  la  place  de  s  et  s^. 

Le  premier  ternie  de  celte  dernière  ibrltiuIe>6Xptimé  la  païKiè  dë'fv 
qui  provient  de  Faction  du  ménfsqué  compris  entre  là'surfaôe  AOB 
et  i*e  plan  tangent  €0D,  stir  le  filet  ÔE;4e  second  est  k  partie' prove- 
nant de  Faction  du  liquide  compris  entre  les  deux  plans  OOD  et 
C'FD',  sur  la  portion  0F  de  ce  filet^cyliodriquteWiiia  fonction  R,  va- 
riant très  rapidement ,  par  hypothèse ,  avec  la  variable  f  qu'elle  ren;- 

-^'  j  extrém^meut 
gMoà  par  rapport  k'R\ ,  et  le  wernuè  ternie^ de  m^  comparable  au 


•• 


68  .1  NOUVELLE  THÉORIE  . 

premier/ L'einheQr 'de  k  niéthodé  «que  nous  arods  appelée  aa  eom-* 
nnrtioemetttd  a  chapitre  préeédeoty  eonsiste  donc- en  ce  <|aV>n  /n^lige 
le  4eitûer  tertne  de  ^^  .ou ,,  autrement  dit,  en' ce- qu'on  y  considère 
comme  nulle  l'action  du  liquide  compiûs  entre  les  deux  plans  pig^l- 
lèles  COD  et  CFD',  sur  le  filet  OF  qui  en  &it  partie.  Il  reste  à  faire 
voir  qu'eit^ ayant  égard  a  ce  dernier  terme ,  Téquation  p  J^^z=z  o 
coïncide  avec  Tcquation  (lo),  qu'on  a  formée  d'une  tout  autre 
manière. 

(33).  Soient  v  et  V  les  volumes,  dci  deux  parties  très  petites  du  li- 
quide,  comprenant  respectivement  les  points  M  et  M',  qui  en  seront, 
par  exemple,  les  centves  de  gravité.  Supposons  leurs  dimensions  in- 
sensibles |)ar  rapport  au  rayon  d'activité  moléculaire}  leur  action 
mutuelle  sera  le  produit  p(/R\  et  l'action  fotal^edu  liquide  s^r  v,  dé- 
composée suivant  la  droite  MF,  aura  pour  expression , 


1'-^  't 


i^SR' '•' 


eu  étendant  la  somme  2  ii  toutes  les  parties,  v^  du  liquide  qui  sont 
comprises  .dans  la  sphère  d'activité  de  M.. Désignons  par  \j^  la  densité 
du  liquide  qui  a  lieu  en  ce  pointai  et  par  ^'  la  composante^e  la  pesan- 
teur suivant  la  direction  MF;  pour  l'équilibre  de  la  partie  insensible 
du  liquide  dont  le  volume  est  (^,  i}  faudra  donciqu'drï  ait. 

équation  qui  détermine  implicitenient  \i  en  fonction  de  t',  mais  dont 
on^ne  pourrait  pas  déduire  la  valeur  de  cette  densité  sans  connaître 
l'expression  de  W,  qui  dépend  elle-même  de  cette  inconnue. 

Je  rétablis  le  facteur  i^ ,  et  je  multiplie  par  t  le  premier  membre 
de  cette  équation ,  puis  je  prends  la  somme  de  ses  valeurs  relatives  à 
toutes  les  parties  (^  du  liquide  qui  Qnt  leurs  centres  sur  le  filet  Ot; 
il  en  résulte 

^g'^ti^  +  2  (  2R'  î-=-^  (/  )<<p  =  o. 

Le  premier  terme  est  le  poids  de  la  portion  du  liquide  à  laquelle 
se  rajiporté' cette  nouvelle  sommation,  décomposé  suivant  la  direc- 
tion MF  «t  multiplié  par  la  distance  de  spn  centre  de  gravité  au 
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point  O.  A-causeqoei. la  longueur  de  OF  est  insensible,  on  peut 
négliger  ce  produit  par  r^ppor).  au.  second  terme  ;  de^j^ûfr ,  d'après; 
ce  qu'on  a  dit  dans  le  n°  1 3 ,  on  peut  aussi  remplacer  dans  celui-ci'', 
if  et  u'  par  les  élémens  de  volume  infiniment  petits  œdt  et  ududll^ 
et. changer  ensuite  les  somme» >S  eniifU%ntles définies.  De  cette  mih> 
nière,  on  aura  donc 

la  seconde  limite  de  Tinté^ale  relative  sl  tf  étant  Jlnfini^  paice  que 
le  liquide  s'étend  indéfiniment,  ou  du  m'oins  à  une  distancé  sen»- 
sible,  au-delà  du  plan  CTD'>  et  ^es  autres  limites -étant  les  mêmes 
qné  dans  la  première  expression  de '4^.  En  négligeant  les  quantités 
du  même  ordre  que  dans  les  calculs  précédens,  on  pourra  mettre 
R,  au  lieu  de  R',  et  remplacer  par  zéro  la  première  limité  —  Ç"  de 
l'intégrale  relative  à  if  ;  effectuant  ensuite  l'intégration  relative  à  8, 
et  supprimant  le  facteur  ee ,  nous  aurons 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

J  o  J  oj  o  r 

.      .   -h  aTT  r"  rf*K,  ^i^:^^  ududtd£  s  o.    (i5) 
Je  fais  dans  cette  dernière  intégrale 

la  fonction  RV  qu'elle  renfémiié  se  changera  aloirs  dans  la  fonction  R 
relative  à  l'intérieur  du  liquide;  et  nous  aurons  '  ■'.  ^' 

J  O  J  oJ  O  r  .     ,.■        , 

On  peut  négliger  le  terme  qui  renfarAie  le  fieicteur  /  en- dehors  des 
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signes  /,  et  étendFe  ^  dans  Tantre  terme^  Tintégrale  relative  à  s  ya^ 
qn%,Yinûïâf  mettant  ensuite  u/,  us^  uds'f  tub,  «a  lieu  de  /,  s^ 
ds^^  dâf  il  en  mnhera 

J   O    J    O  J    l  r  J    O   J    (h  J    O  f     ' 

on  bien,  en. vertu  de  cette  valeur  de  r% 

en  effectuant  ï^s  intégrations  relatives  à  /  et  à  s  y  et  ayant  égard  à 
Texpresisioti  de  q  ()u  n^  24* 
On  à  identicpietneht 

J  oj  o  r  J  oj  o  'F  Jùjo        ■    r 

La  symétrie  de  la  fonction  R^ ,  par  rapport  à  ^  et  t',  rend  nulle  la 
première  intégrale  qui  renferme  le  facteur  ^^  —  t^  sous  les  signes  f; 
on  aura  donc 

et,  d'après  ces  teanaformations  cbs  deux  ternies  de  l'équation  (i3), 
elle  deviendra 

, Cette i^atjoa,  dédHÎtei  coipiOQ  on  voit,  da  U.  condijÉtoa»  d'iéftin 
libre  d'une  petite  partie,  i{uelcônqu€|  (ki  filet  QFtTexpiriike  ^«  Uactîèn 
totale  du  liquide  sur  ce  filet,  de  longueur  insensible,  serait  la  même, 
soit  qiia^aôn  épaisseur' fût  variable, -ou  qu'eHe fitt consAiinte :  elle  nous 
était  nécessaire  pour  la  tranu^orn^ation  de  la  formule  (la) ,  que  nous 
devons  effectuer/ 

(34)-  En  vertu  de  Téquation 


•  1 
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aoùs  avons 

/rfRA rfR,        dR,  fj-j         JR,  ^_^  JR,  M 

W^y  —  ir  ^^   dr      r    *        du   — "aF^^ 

en  fiaisant  varier  ^  et  r  dans  -^ ,  et  seulement  d  dans  (jjf)*  Ojq  con- 
clut de  là 

A  la  limite  ^'saô,  on  1^  R.  =P^  ^=^P^  et  à  Tantre  limite  if^s^li  cette 
finiction  Jl,  se  i^ange -eu  R,  si  Ton  y  fait 

En  intégrant  par  partie  ^on  auca  donc 
et,  par  conséquent , 


y:(§')^°'^-«r+'r 


■r'^:-:^«'-rt!^*' 


et  xfui  ckangé  d'abord  Féquation  (12)  en  cellerci  : 

Diaprés  la  valeur  de  r  qu'on  doit  employer  dans  l'intégrale  double^ 
on  pourra  étendre  jusqu'à  Finfini  l'intégrale  relative  à  j:;  en  y  mettant 
ensuite  us  et  uds,  au  lieu  de  ^  et  ^f  on  aura 

d'où  l'on  conclura 


7^1  IHOUVEUiE/JSÉQAIE   . 

En  intégrant  par  partie  relativement  à  ^^  et  obsenrant . que. dans Tin- 
tégrale  triple  on  a  r'  s=,w*  +  (^  — .^)! ,  il  yîent 

J  o     du       .'  r  J  o  r .  '  J  o  r^  ' 

on  aura  donc 

quantité  qui  est  la  ménie  cbbfé  'que— 'la^-.-^i'yN  eirt^ertu  Jde  Téqua* 
tion  (i4)  et  de  Texpi^îon  de  j,  du  n*^  37.  0r,  au  moyen  de  ces  va- 
leurs de  l'intégrale  double  et  de  l'intégrale  triple^  contenues  dans 
l'expression  précédente  de  w,  elle  se'î|édtiH  k  ' 

et  l'cquatîon  p-^-  fo-^io  devient  enfin  ».        •  -  , 

ce  qu'il  s'agissait  de  trouver.  v       ^ 

(35).  Sans  intégrer  l'équation  (ib),  on  en  peut  déduire  une  expres- 
sion du  volume  d'un  cylindre  vertical,  tronqué,  par , la  sar&ce  capil«- 
laire,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite  de  cet  ouvrage. 

Par  iip  point  0  apparte^iant  à  Finterséctipp-  de  la  surface  capillaire 
et  de  la  surface  cylindrique,  menons  en-^dehors  dju  liquide  des  nor- 
males à  ces  jebic^urfacesn  Soient  et^  C^^yj  les  angles  lïOmpris  entre 
la  normale  à  la  surface  capillaire  et  des  droijtes  menées  par  le  point 
0»  suivant  lè^  direçtioYisdes  s:,  J^,  z,  positivés.  Désignons  feur  a'^ 
S'^  y',  les  angles  que  fait  la  normale  k  la  surface  cylindrique  avec  lès 
mêmes  droites ,  et  par  a>  l'angle  des  deux  normales;  nous  àn'roùs 

cos  tê9^cosûL  cos'  cl'  +  oûs-b  cbs  C-^cwy  coëy'. 

Soit  u  une  quantité  positive ,  telle  qu'on  ait 


t    -'Ks*     t 


«'^^T*T 
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d'a{)^fle8'forniH]l€eiocmBQe8^<OûaiiTft  • 

i  dt  M  ■         i  A  •  I 

D'ailleurs»  Taxe  des  z  étaat  vertical '^  ainsi  que  le  cylindre'^  cos^ sera 
zéro  y  et  les  valeurs  de  cos  o!  et  cos  &  dépendront  du  contour  de  la 
bâise  horizontale  du  cylindï^.  Nous  supposerons  que  cette  base  soit 
située  sur  le  plan  des  x  et  y^  qui  est  celui  du  niveau  du  liquide  en- 
dehors  du  tube  ;  en  désignant  alors  par  Y  le  volume  du  cylindre 

tronqué,  on  aura 

y  z=zff%dxdj\, 

Tintégrale  s'étendant  à  tous  les  points  de  sa  base^^t  la  valeuv-de  s», 
en  fonction  de  x  et  j^/ étant  donnée  par  lequation  de  la  surface  ca- 
pillaire. En  vertu  de  l'équation  (10) ,  on  aura  donc 

g(,_j')V=^iH//(l  +  ^,),toirî 

et  connue ,  d  après  les  valeurs  précédentes  de  cos  et  et  cos  ^,  Inéqua- 
tion (8)  peut  s'écrire  ainsi  : 

I    .     I  d,Qç»  A        d.cos  C 


A    '    a'  dx  4y     ^ 

il  en  résultera 

Pour  fixer  les  idées,  suppo^ns  que  la  base  entière  du  cylindre 
soit  située  d*un  même  côté  de  chacun  des  axes  des  x  et  des  ^,  et 
que  son  contour  ne  soit*  rencontré  qu'en  deux -points  par.  chaquq 
parallèle  à  Tun  de  ces  axes.  Menons  à  cette  courbe  deux  tangentes, 
parallèles  à  Taxe  des  j^j  dont  les  points  de  contact  diviseront  sê,  ax^. 
conférence  en  deux  parties,  et  deux  tangentes  ^parallèles  à  Taxe  de^'o:», 
dont  les  points  de  contact  diviseront  de  même  cette  circonférence  en 
deux  autres  parties.  Si  l'on  effectue  l'uiie  des  deux  intégrations  indîi^ 
quéeSf  on  aura 

g^(ji-M-J>).V=tti«fjrc«s«rff»]ii*^ifl(/ccisi         • 


_  ^^  ■  ;  i   • 
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et  les  intégrales  relatives  a  a:  on  kjr^  renfermées  entre  des  parentlièsesi 
se  rapporteront  aux  parties  de  la  courbe  les  plu$  éloignées  des  axes  des 
^  ou  des  a:,  et  celles  qui  sont  contenues  entre  des  crochets ,  aux  parties 
les  plus  rapprochées.  Dans  ces  intégrations,  dx  et  djr  devront  être 
positifs;  or^  Tangle^'  est  aigu  dans  la  partie  de  la  courbe  la  plus 
éloignée  de  l'axe  des  j',  ei  obtus  dans  la  partie  la  plus  rapprochée; 
si  donc  on  appelle  ds  Télénoent  différentiel  de  la  courbe^  regardé 
comme  positif^  on  aura 

da:  =z  zk  cos  C'ds , 

selon  qu'il  s'agira  d'un  point  de  la  première  ou  de  la  seconde  par- 
tie :  on  aura  de  même 

djr  z=  zh  cos  x'ds , 

selon  qu'il  s'agira  de  la  partie  de  la  courbe  la  plus  éloignée  ou  la 
plus  rapprochée  de  Taxe  des  x.  Cela  posé,  on  pourra  réduire  l'é- 
quation (i5)  à  celle-ci, 

g (p  —  J')\=: H/cos  A  cos  A'ds  —  - H/cos  6  cos 6^ds , 

dans  laquelle  les  intégrales  s'étendront  au  contour  entier  de  la  base 
du  cylindi^e.  A  cause  de  cos  y^o,  on  en  conclura 

g(p  —  J^)V  z=z H/cos  ads; 

équation  qui  aurait  encore  lieu ,  lors  même  que  ce  contour  ne  serait 
pas  coupé  seulement  en  deux  points  par  chaque  ligne  droite,  ainsi  qu'on 
Fa  supposé,  et  qui  fera  connaître  la  valeur  de  V,  quand  celle  de  cos  où 
sera  donnée  en  fonction  de  s.  On  peut  remarquer  que  son  premier 
membre  est  le  poids  dans  l'air,  du  liquide  homogène  contenu  dans  le 
cylindre  que  l'on  considère. 

(36).  On  verra,  par  la  suite,  que  l'angle  o)  est  constant  pour  tous 
le»  points  de  la  surface  capillaire  dont  les  distances  à  la  paroi  du  tube 
sont  insensibles,  et  cependant  plus  grandes  que  les  rayons  d'activité 
des  molécules  du  tube  et  du  liquide.  Si  donc  on  suppose-  que  l'inter- 
section de  cette  surface  et  de  celle  du  cylindre  vertical,  dont  le  volume 
est  V;  soit  partout  i  une  distance  insensible  de  la  paroi  du  tube ,  et 
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que  foti  dësigtoe  pàt*  «^  là  lotiguttur  entièra  d^  mm  ôontour ,  l'éqtutfiéM 

OU,  ce  qui  est  la  même  chose, 

A  =;: -r- î  Hc  cos  «  j,         (i6) 

en  appelaàft  A  le  poids  dans  l'air  d'uo.  yoLàrao  Y  du  liquide. 

Si  la  Surface  intérieure  du  tube  est  celle  d'ûti  cylindte  vertical j  tf  :ne 
différera  pas  sensîMeméiit  du  contour,  d'ûiiie  section  borizoïttàlé  di| 
cette  sur£ice>  et  A  pourrai  être  pris  pour  kr.  poids  du  Ikpiidb  soufaw 
ou  abaissé  par  l'actiob  tapillaire.  Selon  que  sa  yakur  Sera  positive^ 
négative.  Si  Ton  iucUàe  ie  tube  dé  manière  que  la  géaéitalnce  d^  éa 
surface  et  la  verticale  iassent  uti  angle  aigu  i,  ce  poids  A  variera  en 
raison  inverse  de  cos  i. 

En  effet,  appelons  Çle  centre  de  gravité  de  la  section  intérieur^  ,dii 
tube  par  le  plan  du  niveau  du,  liquUe;  par  ce  poiat,  meaons  trois 
plans  y  le  premier  perpendiculaire  à  la  géùératnçe  du  tube,  lé  second 
parallèle  à  cette  droite  et  passant  par  rîntersection  du  premier  eï  du 
niveau  du  liquide,  et  le  troisième  perpendiculaire  à  cette  même  in- 
tersection. Prenons  ces  trdi^  platts  rectangulaires  pour  ceux  des  coor- 
données ;  et  soient  z',  x\  ^,  celles  d^tin  point  «qtielcooifoe  dit  lai  8tir- 
faoe  capillaire,  rftspectiveynent  perpendiculaires  Ji  iie>s  trois  ^hos. 
L'ordonnée  verticale  z  du  mém^ point ,  qui  entre  dans  l'équation  (lo^ 

aura  pour  valeur 

z  =  i'  cos  i  —  4^'  ôîri  /  ; 

et  cette  éqùs^tion  deviendra 

Or,  en  désignant  par  V^  le  volume  du  liquide  contenu  entre  le  plafl 
des  o^  et  y  et  la  surface  capillaire ,  nous  aurons 

et  nous  conduroBs  de  T^^quation  précâdeiite  ■ 

g(f  —  «f )  (V  «os  f — 8iB  i/a<<i«'<^«8— i  J^c  «o»  • , 

en  repvésemtanl  par  e  «t  M  les  méttiefl  <}iUArtit(it  <)ti«éittii  i'^qtutttcni  f  tr0^ 
D'ailleurs,  Yiûïégeài^  fsd^d^d/,  étètiâutf  à  fidM «tttiè^  il«  Il  9ee6ok 
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d«  tube^  sera  nulle  par  la  nature  da  point  .C;^ par  la  même  raison,  le 
volume  du  liquide  compris  entre  cette  section  pa^sapt  p«)r  le^  pptntC 
et  le  plan  des  af  et^,  SQÇomposçra de ft&ux.pairties égales  et  de  àignes 
trontraires;  par  conséquent,  V  sera  équivalent  au  volume  du  liquide 
compris  entre  son  niveau  et  la  surface  capillaire  ;  et,  en  vertu  de  Té- 
quation  qu'on  vient  de  formel',  ce  volume  et  le  poids  correspondant 
suivront  la  raison  învjerse  du  cosînuS' dé  rinclinaison  du^ltufae... 

'Dans  le  cas  de  deidt  liquides  superposés,  si  Ton' désigcfe:; toujours 
par  y  4e  volume  d'un  cjlindre  ver tical .  quelconque  tronqué  par  la 
sifrfitoe  libne  ,du  liquidé  supérieur^  et  par  £0  le/méme  angle  que  {irécé- 
deininent;'si;  de  plus,  on  appelle  h  Taire  de  la  base  de  ce  cylindre, 
située  dans  le  plan  du  niveau  extérieur,  Féquation  (9)  donnera 

g(p'r-/)V  =  (c'— n)*  —  |H/cos^^, 

par  un  calcul  semblable  à  celui  du  numéro  précédent. 

iDaiis  le  même  cas,  si  l'on  appelle  Vr  le  volume  de  la  partie  du 
même  cylindre,  terminée  par  la  surface  de  séparation  des  deux  li- 
quides, et  ^  ce  que  devient  l'angle  ai,  relativement  à  cette  sur- 
face \  on  aura ,  d'après  l'équation  (7) , 

lEn  ajoatant  ces  deux  équations  «  il  y  ient  .  ■ 

Or,  si  la  surface  intérieure  du  tube  est  cylindrique  et  vérticàté;  et  que 
celle  du  cylindre  que  l'on^  considère  ne  s'en  écarte  pas  sensiblement , 
comme  dans  le  cas  auquel  répond  l'équation  (ï6),  V.-^V,  sera  le 
volume  du  liquide  supérieur,  et  g  (p'—  /)  (V-^V,)Vsdri^  poids  qui 
devxa  être  donné  et  qUe  nous  représenterons  par  P.^^Ent  nuéme  temps, 
g^p  —  J^) Vissera  le  poi^s  inconnu  du  liquide  inférijeur,  .soulevé  ou 
abaissé  par  l'action  capillaire,  et  que  nous  désigherona  par  T.  L'angle 
^  sera  constant,  aussi  bien  que  û»  ;  par  conséquf^nt ,  l'équation  précé- 
dente deviendra ,  dans  ce  cas,  '         ^ 

P  +  r  =— rHc'cos'a~i:G<?  côa^i^    "i  (17) 

L'angle  â^' dSépèiidpa7"cômrtlè  le  èoeffident  H,  de  ïa  matière  du  tube 
eil4e.Q9U«idi4'|iqi|Jide  superiejurj;  l'angle  ^,  comme  le ^ coefficient  G, 
dc»;la'in«ti§re  du;t]abe  flt*^  1^  matière  des  deux  liquides.  * 
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CHAPITRE  III. 


Équation  relaUw  au  contour  de  la  surface  capillaire. 


(37).  En  général  9  dans  une  question  de  Mécanique  ou  de  Physique, 
relative  a  un  corps ,  à  une  surface  ou  une  ligne ,  il  existe ,  outre 
l'équation  commune  à  tous  les  points  du  système,  d'autres  équa- 
tions qui  n'ont  lieu  que  pour  la  superficie,  le  contour  ou  les  points 
extrêmes.  Ainsi ,  dans  là  question  présente ,  indépendamment  de  l'é- 
quation commune  à  tous  les  points  de  la  surface  capillaire  dont  les 
distances  aux  parois- du  tube  surpassent,  toutefois,  le  rayon  d'acti- 
vité moléculaire ,  il  y  a  une  autre  équation  qui  n'appartient  qu'à 
ceux  de  ces  points  qui  sont  situés  à  des  distances  insensibles  de  la 
surface  du  tube.  C'est  cette,  équation  particulière  qu'il  s'agit  main- 
tenant de  former,  soit  dans  le  cas  de  la  surface  libre  d'un  liquide, 
soit  relativement  à  la  surface  commune  à  deux  liquides  superposés. 

Soit  M  (fig.  10}  un  point  du  liquide  supérieur  situé  à  des  distances 
insensibles  de  la  surface  libre  et  de  celle  du  tube.  Par  ce  point,  abais- 
sons des  perpendiculaires  MN  et  MK  sur  ces  deux  surfaces;  suppo- 
sons que  le  plan  de  la  figure  soit  celui  de  ces  deux  droites ,  et  que 
les  courbes  ANB  et  DKE  représentent  les  sections  de  la  surface  du 
liquide  et  de  la  surface  du  tube,  par  ce  même  plan.  Faisons  pas- 
ser par  le  point  M  deux  autres  surfaces,  dont  l'une  coupe  à  angle 
droit  toutes  les  normales  li  la  surface  du  liquide ,  et  soit  représen- 
tée ,  dans  la  figure ,  par  la  courbe  A'MB',  et  dont  l'autre  coupe  aussi 
à  angle  droit  toutes  les  normales  à  la  surface  du  tube ,  et  soit 
représentée  par  la  courbe  OMC,  qui  rencontre  la  courbe  ANB  au 
point  0.  De  tous  les  points  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  ^ 
abaissons  des  perpendiculaires,  telles  que  MN,  sur  la  surface  du  li- 
quide, lesquelles  formeront,  eu  général,  une  surface  gauche.  En- 


1 1 


7Ô  l^dlNÈLtiÊ  YtttdAtÉ 

fia,  par  un  point  F  appartenant  h  la  courbe  OMC,  et  situé  k  une 
distance  insensible  «u*^ dessous  du  pcrint  M|  m^aeit»  «  plan^  pw- 
pendiculaire  à  cette  courbe,  qui  coupe  le  plan  de  la  figure ,  suivant 
la  droite  GFL,  laquelle  rencontre  en  6  la  courbe  DKE. 

Nous  supposerons  la  lodguen^  da  US  assèt  grande  pour  que  Fac- 
tion du  liquide  situé  au-dessous  de  ce  plan ,  Jreprésenté  par  6FL ,  ne 
s'étende  pas  jusqu'à  la  surface  représentée  par  Â'MB\  Nous  ferons 

ÈfK  =  A,       MN  ?=  /; 

et  nous  supposerons  aussi  ces  distances  assez  grandes  pour  que,  d'une 
part,  ràctiôn  du  tube  ne  ^'étende  {)às Jûâqu^li  Ù  sltttliltifr  Hèprésehtée 
par  OMC/ët  céilé  du  liquidé  àilué  àU-d!elà  de  cette  suHaCe,  Jus(|tf^âttt 
pôiAfs  où  là  densité  Varié  très  fà^tdemént  dans  le  Vôiâitiàge  dû  ttibe , 
et  que,  d'un  autre  èôté^  ràètioii  du  liquidé  sitù^ àu-des^us  de  A'MtP 
né  s  étenclé  pas  non  pW  jusquVùit  pdiùtâ  àii  l^  déttSité  VàVÎe  très  ràpî'*' 
âémént  près  de  la  «urfadè  supérie"ùi*è. 

ÙéYsL  pose,  pôuV-  obtenir  Ifes  équations  qu'il  s*agtt  detrôûVélr,  ttùttt 
allAns  cheréber  les  condittpUÀ  d'équilibré  de  la  ^daVtié  du  liquide  com- 
prise euité  te  plan  dé  là  ftgUre  et  UU  plâtt  paMiUèlé  ttiéné  ï  UUe  di^ 
tanéé  infitliïnént  petite ,  qui  àufà  pour  basfe  le  peUtagûtMe  tttrtlF^é 
ANMI*G  y  et  serb  terafiinéé  latéralement  |>ài'  )a  àUrfacé  gàUcHtâ  àbùt  là 
droite  MN  est  uùé  génét*àtrice,  pàt  ïà  âuHfàcé  du  liquidé,  pàf  \é  flkn 
projeté  suivant  là  droite  IjP,  par  là  âUf l^cé  d%  tttbe  et  pkt  telle  <}iii 
coupé  tôùlés  ses  normales  à  angle  droit  Nôtts  âppéHetouS  C  (iéttë  ][>é- 
tité  ^rtioh  dû  liquidé,  et  nùus  désignéfôûs  {>af  è  ^h  éji^àiâfteuï'  cOU^ 
tante  et  întînimént  petite.  La  ^oriïie  que  nûttsl  lùï  stt'p|Mâônâ  eât  là  plus 
propre  a  fobjei  qUé  nous  àyôn&  éte  vue. 

(&8).  'ài  ton  décompose  d'abord  cbacùUe  dëà  lfor<!ës  qut  à^lîfièUt 
sUr  C  en  deux  autres,  "Tufae  pàràtlèle'ét  l'àtifi^  f>ef^Hâiculàîf^  au 
plan  de  la  ifigure ,  les  composantes  .perpendiculaires  auront  deà  dfi- 
'rection§  '  opposées  ;  elles  se  détruiront  en  grande  ^àrtfft,  et  6é  dédui- 
ront à  des  é>rces  insensibles  par  rapport  aux  composantes  parallèles. 
Il'équation  d'équilibre  dès  cômpôsatetés  pei^ndicUlalfés  détérmifiè^ 
rait  iniplicitement  la  pçtite  variation  de  deUsite  dU  liquide  qui  à 
lieu  pairallètement  à  là  surfaée  du  tube,  en  vëYtu  dé'  la  pesanteur  ; 
ce  qui  n^e^  pas  I  objet  (^e  UôU^  nôUs  prôpôis&nà.  rfi>tis  ne  Uô'ils 
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occuperons  donc  que  des  forces  parallèles  au  plan  de  la  figure  ^  et 
nous  décomposerons  encore  chacune  d'elles  en  '  deux  autres  ^  Tune 
parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  h  la  droite  KM.  Si  Ton  divise  C 
en  filets  parallèles  à  KM^  l'action  du  tube^  suppose  homogène,  sur 
le  filet  qui  répond  au  point  K  sera  normale  k  sa  surface,  et  Ton 
pourra  la  représenter  par  Neé',  en  désignant  par  êe'  la  base  de  ce 
filet;  mais  il  n'en  sera  pas  tout -à -fait  de  même  à  l'égard  des  axH 
très  filets,  qui  ne  seront  pas  rigoureusement  perpendiculaires  à  la 
surface  du  tube.  En  désignant  par  tr  ta  longueur  insensible  de  A6, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  somme  de$  actions  du  tube  sur  tous  ces 
filets  sera  sensiblement  égale  k  Nco* ,  parallèlement  à  KM,  et  pourra 

se  représenter  par  -t-,  suivant  la  direction  perpendiculaire  à  KM; 

k  étant  une  ligne  d'une  grandeur  sensible ,.  qui  dépendra  de  la 
courbure  du  tube  au  point  K.  Cela  posé,  l'équation  d'équilibre  des 
forces  parallèles  à  KM  servirait  à  déterminer  la  valeur  de  N ,  la- 
quelle est  une  inconnue  qui  ne  peut  pas  s'exprimer  par  une  intégrale 
définie,  d'après  ce  qu'on  a  expliqué  dans  le  n®  12.  Mais  cette  force 
nous  étant  inutile  a  connaître ,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  l'équation 
dont  elle  dépend ,  et  il  nous  restera  seulement  à  considérer  l'équilibre 
des  autres  composantes. 

En  désignant ,  pour  abréger ,  les  différentes  parties  du  liquide  par 
celles  de  la  figure  auxquelles  elles'  répondent ,  je  représenterai  par  Sf 
l'action  exercée  par  la  couche  ANMFG  sur  C  qui  en  fait  partie ,  par  «t 
l'action  de  EGFC ,  et  par  P  celle  de  LFC  ;  je  désignerai  de  même  par 
Qé  Taclion  de  BNMFL ,  c'est-à-dire  l'action  de  la  couche  superficielle 
BNMB'  ajoutée  à  FMFL,  sur  la  partie  de  C  qtii  répond  à  AWG, 
et  par  Té  et  Vé  les  actions  de  BNMB'  et  de  B'MFL  sur  l'autre  partie 
de  C,  correspondante  à  A^MNA;  et  toutes  ces  composantes,  parallèles 
au  plan  de  la  figure  et  perpendiculaires  à  ElM,  seront  supposées  diri- 
gées de  bas  en  hautou  vers  la  surface  supérieure  du  liquide  «Relativement 

à  chacune  de  ces  forces,  on  pourra  négliger  la  composante  — j-  ,  qui 

proviendrait  de  l'action  du  tube  ]  ainsi  que  le  ppids  de  C  ;  si ,  de 
plus,  nous  supposons  le  liquide  placé  dans  le  vide,  ou  que  nous  fiis- 
sions  abstraction  de  l'action  des  molécules  de  l'air  atmosphérique 
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sar  celle*' de  C,  il  faudra,  pour  l'équilUire  de  cette  petite  partie  du 
li«)«ide  y  que  l'on  ait 

S  +  'S'H-P  +  Q  +  T  +  Vïso.      (i) 

Il  3Vgira4ai9iç  de  ealçukr  ;$ucQe80Î70iiieiii  jesyaleurB  «des  six  qqan-^ 
tit^»€Qat4nues  dansr  cette  ^qntfioii  ;  mais-i  aui^riayast  ^^ je  ferai  re- 
flftarquer  qi|»€ha€uqe  d'elles  dépendra  d'une  int^rale  quintuple.,  re* 
htiye  à  des  'Tariables  qui  >n'auFont  que  des  grandeurs  «insensiblea  > 
t^dis  que  lestfovCes  qu'on» a  considérées- rdans île  chapitre . précédent 
étaient!) exprimées  par  deSf  intégrales  quadruples,  relatives  à  de  pa«^ 
reiUeaiyari0Uii5i.Oa€oadUit  det  lii  que  si  l'on  s'arrête  au  même  degné 
d'j^roximation  que  dans  ce  chapitre ,  il  sera  permis  de  négliger , 
sous  le  signe  de  Tintégration  quintuple,  les  quantités  de  Tordre  de 
celles  que  l'on  a  conservées  sous  le  signe  de  rîntégffttion  quadruple) 
il 'en  résulte  qu'on  pourra,  dans -le  calcul  dés  yaleurs  de  vg-,  P,  Q^ 
T,' V,  fail«  abstraction  de  la  courbure  «du  liquide,  et  remplacer  la 
8tn*face  supérieure-  par  son  plan  tangent  ,*  et  k  courbe  A'MB^  par  k 
tangente ^u  point  M. 'Par  la  même  raison,  et  k  âiuse  que  la  lon^ 
gueur  de  AKG'  est  ^nj^MMée  insensible ,  on  pourra  aussi  =  négliger  ia 
Mmhfafe  du  'tubeV^^  consfdé^r  les  courbes  AKG  *et  OttF  comme 
des  droites  perpendiculaires  à  KM.  Enfin ,  on  négligera  encore-  la 
pelitet  yaination  di^i  densité rda  liquide  daqs;SDn  intérieur,  à  laqueHe, 
précédemment  y  Tpn  n  du  ayoir^  égard  j  Dtiaîd>/dans^  le  calcul  de  .la 
Snœ  «ari*,  il  faudr*  tenir. compte^ de  la  cckxqpiression  du  liquide  jmto* 
doite  par  Faction. du- iube ^  et  danb  k  calcul  de  Té,  ondeyra' avoir 
égard -à  k  yarktion  de>te  idensité.près-deisa  surfaeierisupérierfre  *  la 
partie  de  «AA^MN,  datns'kquelleii  cette,  deositéi/viarie  à  la>foili  daris 
le 'sens  normal  à  celte  surface,  et  suivant  la  pevpendic6laire  à  celle 
du  tube,!  ninfloerf  ;pas  sur  les(yakurs  de  Ad*  et  Ty  nou. plus. que 
sur.  icellès- diei  P  et  >V,  a.  Cause  des  longuem*»  qu'on  ïHi  supposées -aux 
dîstanoeâ (MB,.  MU ^ ^MK,iquoîqu  elles  soient  toute»  toms  finaenaiUn^ij 

(59)'.  S'il  fallait  calculer  la  valeur  de  S ,  il  serait  nécessaire  d'avoir 
égard  à  cette' doubla  variation  de  densité,  aussi  bien  qu'à  k  cour^ 
bbre  de;AN;'cap0ette  courbureet  Fiiiclinaiseii»4lela1aogeD«e*rpe»f 
vent^ffarier  très>  rapidementi*Siaiis-4a  'longueur^-tiuseqsîiile'  de  cette 
}ig{iè»>'  et  êtrèi  tri»  differeMfS'>Mi'powt  N>et  'plué>prè8idotabe«'on 
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pourrait  seulement  négliger  la  variation  de  densité  et  la  courbure 
du  liquide,  parallèlement  à  la  sur£ace  du  tube.  Mais  je  vais  démon- 
trer^  sans  aucun  calcul,  que  Ton  a  S  =  o.     - 

En  effet,  j'appelle  (T  la  couche  liquide  dont  C  fait  partie  ^  et  à 
laquelle  répond  la  force  S.  Je  décompose  C  et  G  en  filets  tels  que 
MNO  (fig.  Il),  dont  chacun  soit  composé  d'une  partie  cylindrique 
NO  parallèle  à  la  surface. du  tube,  c'est-à-dire  à  la  direction  delà 
force  S,  et  d*une  autre  partie  NM,  d'épaisseur  variable,  per|)cndî- 
culaire  à  la  surface  AB  du  liquide ,  où  ils  viendront  aboutir  par  en 
haut.  J'appelle  /le  filet  MNO  appartenant  à  C,  et  y^  un  autre  filet 
PQR  appartenant  à  C^  Si  leurs  extrémités  M  et  P  sont  également 
éloignées  de  la  surface  du  tube,  les  deux  filets  seront  idehtiqueiifient 
composés,  et  il  en  résultera  que  si  l'on  mène  au-dessus  du  liquide 
un  plan  GH  perpendiculaire  à  la  direction  de  S ,  Faction ,  suivant 
cette  direction,  d'un  élément  dejT'  situé  à  une  distance  s  du  plan  GH, 
sur  un  élément  de  y*  situé  à  une  distance  /,  sera  égale  et  contraire  à 
Faction  de  Félément  de  /'  situé  à  la  distance  /,  sur  l'élément  de  f 
situé  à  la  distance  s;  par  conséquent,  l'action  totale  de  /^  surfs&rm 
nulle  dans  le  sem  que  nous  considérons.  Si ,  au  contraire ,  les  points 
M  et  P  sont  inégalement  éloignés  de  la  paroi  du  tube,  je  supposerai 
qu'un  autre  filet  F  de  C  et  le  filet  f  de  C  ont  leui^  extrémités  supé- 
rieures à  la  même  distance  de  cette  paroi ,  qu'il  en  est  de  même  à 
l'égard  du  filet  y*  de  C  et  d'uu  second  filet  F'  de  C,  et  que ,  de  plus, 
f  et  Y'  appartiennent  à  un  segment  de  C  parallèle  à  C.  Alors,  il  est 
évident  que  l'action,  parallèle  à  S,  exercée  par  y^  sur  y  sera  la  même 
que  celle  qui  serait  exercée,  dans  le  même  sens,  par  F  suir  F,  la- 
quelle serait  égale  et  contraire  à  la  réaction  de  F'  sur  F;  donc  les 
actions,  parallèles  à  S,  de  f  sur  y  et  de  F'  sur  F  sont  égales  et  con- 
traires ;  et ,  en  joignant  cette  conclusion  à  là  précédente ,  on  voit 
que  les  actions  de  tous  les  filets  de  C  sur  tous  ceux  de  C ,  parallè- 
lement â  la  surface  du  tube,  se  détruisent  deux  à  deux,  en  sorte 
qu'on  a  S  =  o  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

(4o).  Pour  former  l'expression  fle  ^r,  j'élève  par  le  point  G  (fig.  lo) 
une  droite  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  Je  désigne  par  x, 
jr,  z,  les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  liquide  infé- 
rieur, ayant  pour  origine  le  point  G,  et  respectivement  parallèles 

II 
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à  cette  perpendicalaire  et  aux  lipoies  GL  et  G£  ;  rektivemeiit  à  an 
point  ^{uelconque  de  C|  on  aura  jrsso,  et  Ton  pourra  représenter 
ses  deux  autres  coordonnëes  par^'  el—  is'-  En  appelant  r  la  distance 
de  ce  point  à  Fantre ,  on  aura 

Les  élëmeos  de  volume  qui  leur  correspondent  seront  idjr'dz'  et 
dxdj4%  c  j'exprimerai  par  le  produit 

^  (r,  /,  f)  ed/dz^dxdjrdz , 

leur  action  mutuelle  ;  ^  étant  une  fonction  dont  la  valeur  sera  insen-* 
sible  pour  toute  valeur  sensible  de  r,  symétrique  par  rapport  à  j^  et 
y^  et  qui  variera  aussi  très  rapidement  avec  chacune  de  ces  quantitést 
à  raison  de  la  compression  du  liquide  près  de  la  surface  du  tube.  A 
mesure  que  jr  ety  approcheront  de  GF,  qui  est  la  même  chose  que  A, 
cette  fonction  approchera  d'être  indépendante  de  ces  variables,  et  de  se 
confondre  avec  la  fonction  R  relative  à  l'intérieur  du  liquide ,  en  sorte 
que  si  l'on  y  met  A  +  «  et  A  -—  i/  à^la  place  de^  et^,  et  qu'on  sup- 
pose u  e\  lé  moindres  que  le  rajron  d'activité  moléculaire ,  on  aura 

f{r,  h^Uy  h  —  w')=::R, 

Cela  posé  ^  nous  aurons 

en  considérant  la  fonction  ^  comme  positive,  ou  comme  négative  ^ 
selon  que  la  force  qu'elle  repr^nte  sera  répulsive  ou  attractive.  Par 
la  nature  de  cette  fonction  $  on  pourra  éteindre  les  intégrales  relatives 
à  z  et  z'  depuis  zéro  jusqu'à  rinfiqi ,  et,  en  même  temps,  celle  qui  ré- 
pond à  X  sera  prise  depuis— oo  jusqu'à  ^co  ;  m^s  les  limites  rel^jtives 
à  /  et  j^  seropt  j^  =  o  et  7^  =  0  ,.^  =  A  et  y  =1  A. 

Soit  ^  (r,  ^,  y)  une  fonction  de  la  même  nature  que  ^(r,  /,  y), 
et  faisons ,  pour  un  moment , 

nous  aurons 

A(r    Y    r'\*-±i  —  ^^^J-LLj'l 
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et,  par  consëquent, 

/."♦(r,  r.  y) it^rfa'  =  *(/,  r*  y), 

»  ... 

». 

en  désignant  par  /^  la  valeur  de  r  qui  répond  à  z'  =  o  ^  de  sorte 
qu'on  ait 

En  intégrant  par  partie  ^  et  observant  que  9  s^évanouit  k  la  seconde 
limite^  on  aura 

et  au  moyen  de  ces  équations  p  la  valeur  de  mr  deviendra 

Soit  encore 

z  =  i'Cosfi,      xcssç'sînO,  \ 

et ,  par  conséquent ,       ^ 

Si  Ton  substitue  (^  et  6  aux  variables  «r  et  z  ^  il  faudra  prendre 

dxdz  ss  vdvdi; 

et  les  limites  relatives  hx  tt  z  étant  or::^— ^oo  et:f=oo,  zcso  et 
jz  =  00  9  celles  qui  répondent  à  0  et  p  devront  ét^e  &=ro  et  9=:  tt^ 
i'so  et  i^:=oo.  L'intégration  relative  k  0  s'effectuera  immédiate- 
ment, et  il  en  résultera 

Cette  intégrale  triple  ne  peut  pas  se  réduire  davantage  ;  elle  dé- 
pendra de  la  compression  du  Kquide  dans  la  couche  adjacenfr  am 
tube ,  et ,  par  suite ,  de  la  matière  du  tube  et  de  celle  du  fiqoîde. 
Nous  conserverons  la  lettre  «  à  la  place  de  cette  expredsiM ,  et 
aous  regarderons  ^  comme  une  quantité  dont  le  signe  et  la  valeur 
devroBi  être  donnés  daoi  cbaqM  cas  particulier.  La  limite  h  peut 

II.. 
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être  prise  arbitrairement^  pourvu  quelle  soit  insensible  et  qu'elle 
surpasse  néanmoins  les  rayons  d'activité  des  molécules  du  tube  et 
du  liquide;  mais,  d après  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  un  cas  pareil 
(n*  28),  la  valeur  de  l'intégrale  précédente  ne  changera  pas  avec 
celle  dcWi. 

(41)-  L'expression  de  P  se  déduira  évidemment  de  celle  de  ^ , 
en  transportant  l'axe  des  x  au  point  F,  faisant 

et  changeant  la  fonction  (p  dans  la  fonction  R  relative  ri  l'intérieur  du 
liquide.  D'après  la  formule  (2) ,  on  aura  donc 

r'«  =  i;*  4-  (m  +  u')\ 

Cette  valeur  de  r^*  permettra  de  remplacer  les  limites  h  par  l'infini , 

dans  les  intégrations  relatives  à  2^  et  u'  ;  et  comme  la  quantité  R  est 

la  même  que  celle  qui  entre  dans  l'expression  de  q  du  u"*  25 ,  on  en 

conclura 

P  =  —  y. 

Pour  calculer  T,  j'observe  que  la  densité  du  liquide  étant  la  même 
parallèlement  à  sa  surface,  dans  toute  l'étendue  de  l'action  de  B'MNB 
sur  la  partie  de  G  qui  répond  à  Â'MNA ,  et  ne  variant  que  dans  le  sens 
de  la  normale  MN^  il  s'ensuit  que  la  composante  de  cette  force  sera 
nulle  suiv2fnt  cette  droite ,  aussi  bien  que  suivant  la  perpendiculaire 
au  plan  de  la  figure.  Cette  force  elle-même  sera  dirigée  dans  ce  plan 
et  suivant  la  perpendiculaire  à  MN  ;  je  la  désignerai  par  Vê  ,  en  sup- 
posant qu'elle  agisse  de  dehors  en  dedans  de  la  paitie  de  C.  En  appe- 
lant cû  l'angle  KMN  compris  entre  les  perpendiculaires  MK  et  MN  à 
la  surface  du  tube  et  à  ceJle  du  liquide,  la  composante  de  cette  force, 
parallèle  à  MO  et  dirigée  par  en  haut,  aura  pour  valeur  — -  Us  cos  ea. 
Or ,  cc^tte  composante  est  la  force  qu'on  vient  de  représenter  par  Ti  ; 
on  aura,  donc 

T  =  — Ucos«. 

Quant  à  la  valeur  de  U,  elle  se  déduira,  sans  nouveaux  calcals,  df 


.  t 
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celle  de  ^ ,  en  y  remplaçant  h  par  / ,  et  la  fonction  (p  (r',  jr ,  y) 
par  une  autre  .fonction  4(^>  Jf  •7"')^  dépendante  de  la.  variation  de 
densité  do  liquide  suivant  Tépaisseur  de  sa  couche  superficielle.  Nous 
aurons I  par  conséquent, 

D'ailleuts,  en  mettant  /  —  .r,  l  ^^  s^  ,  u,  bu  lieu  de  jr,  y,  i^, 
dans  cette  fonction  >]/,  elle  seffi  précisément  celle  qui  est  représentée 
par  R,  dans  l'expression  de  9,  du  n?  2j ,  lorsqujl  s'agit ,  comme  ici , 
d'un  seul  liquide  placé  dans  le  vide.  On  conclut  de  là  U  =  —  9i  ^  et 
par  sûitéT 

T  =  9,  COS  Cà. 

D'après  ces  yaleurs  de  P  et  T^  et  à  cause  de  S=:o,  Féquation  (i) 
devient 

AT  —  ç  4-  îi  COS  û)  -f-  Q  +  V  =  o  ;       (3)'      • 

et  il  ne  restera  plus  que  Q  et  Y  à  déterminer. 

(42).  Pour  plus  de  généralité,  considérons  deux  prismes  liquides 
qui  ont  une  arête  commune  d'une  longueur  indéfinie ,  et  dont  les  faees 
adjacentes  à  cette  arête  se  pnolongent  aussi  indéfiniment.  Soient  ACB 
et  B'CA'  (fig.  12)  les  sections  de  ces  deux  corps,  par  un  plan  perpen- 
diculaire à  cette' «rète.  Par  le  point  C  appartenant  à  cette  arête, 
menons  dans  ce  plan  une  droite  DCE,  et  faisons 

ECA  =  a,    ECB  =  6,    DCA'  =  a',    DCB'=A'j 

chacun  de  ces  angles  étant  supposé  positif  ou  négatif,  selon  qu'il 
tombe  à  droite  ou  à  gauche  de  la  droite  DE.  Appelons  Zf  l'actioii 
exercée  parallèleaient  à  DE  et  dirigée  de  bas  en  haut,  par  le  prisme 
dont  la  section  est  ACB  sur  un  segment  de  l'autre  prisme,  compris 
entre  le  plan  de  la  figure  et  un  plan  parallèle^  mené  à  une. dis- 
tance infiniment  petite  et  égale  à  €.  Les  valeurs  de  Q  et  Y  se  dédqi- 
ront  de  celle  de  Z,  en  déterminant  convenablement  a,  &^  a',  b'.  Il 
s'agit  donc  de  trouver  l'expression  de  Z  en  fonction  de  ces' angles.  , 

Pour  cela,  soient  M  et  M' diss  points  appartenant  respectivement,  à 
ACB  et  à  A'CB',  et  compris  dans  la  sphère  d'activité  l'un  de  l'autre. 
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Si  lions  faisons 

ACM  =  i^,    A'CM'=i^',    CiVl  =  «,    0»!'  =  ^', 

le  carré  de  la  distance  MM'  aura  pour  valeur 

w*  •+•  «'•  4-  :xuu!  cos  {y  +  i^')  ; 

et  si  Ton  désigne  par  r  la  distance  M'm  au  point  M',  d'un  autre  point 
m  dont  M  soit  la  projection  sur  le  plan  de  la  figure^  et  dont  la  dia« 
tanœ  à  Ai  soit  représcôitée  par  x^  oa  aipa 

r*  =  x*  -f-  w*  -|-  m'*  -f-  T^uU  cos  {y  +  sf). 

Les  élémens  de  volume  correspondans  à  ces  points  M'  et  m  auront 
pour  expressions  v£du!ds;f  et  ududxch^  et  si  le  liquide  dont  sont  for- 
més les  deux  prismes  est  le  liquide  intérieur  auquel  répond  la  force  Q , 
leur  action  mutuelle ,  dirigée  suivant  la  droite  Wm^  devra  être  repré*- 
sentée  par  le  produit    , 

'R.îia/dxdudi/dvdsf'  ; 

R  étant  la  même  fonction  de  r  que  dans  le  numéro  précédem. 

La  somme  des  projection^  de  u  et  u'  sur  la  droite  DE  ^  ou  la  partie 
NN'  de  œtte  droite  interceptée  eqitre  les  perpendiculaires  MN  et  M'N^^ 
sera  ég^e  à  u cos.v '\^  i^ qo&  \/ \  en  la  divisait  par  r,  ^n  am^  le  co^ 
sinus  de  Tangle  que  £ût  la  droite  'Wm  avec  la  direction  de  Q)  ;  par 
conséquent^  on  aura^, 

L'taté^ale  relative  à  or  sVfendra  seulement  depuis  xzszo  jusqu'à 
JT  =ï  Qd  ^  parce  que  Ton  a  doublé  le  résultat  ;  les  intégrales  relatives  à 
u  ttu'  seront  aussi  prises  depuis  un^io  et  n'  ss  o  jusqu'à  zi  =  oo  et 
i/scroo  •  Quant  aux  intégrales  qui  répondent  à  i^  et  p^^  eHes  auront 
poor  Kmites  les  angles  a,  bl.a',  Vi  et  comme  les  élémens  de  volume 
dkmf  on  a  (ait  usage  supposent  les  diflerentielles  dv  et  ^f/ positives, 
et,  par  conséquent,  les  angles  v  et  (/  croissant  dans  ces  intégra- 
tions, il  faudra  toujours  prendre  pour  la  première  limite  relative  à  p,  le 
plus  petit  des  deux  angles  n  et  9 ,  en  ayant  égard  à  teurs  signes , 
et  pour  ta  Kmite.  relative  à  c'y  le  mofndre-âes  detix  angles  d ^V. 
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Cela  posé ,  l'intégrale  quintuple  se  réduira  à  une  int^gl^  ^âmple^  |>ar 
l'analyse  suivante. 

(43).  Je  mets  xu^  xu\  xduy  xdU^  à  la  place  de  u^  u\  du,  du!;  ce 
qui  ne  change  rien  aux  limites  zéro  et  l'infini  des  intégrales  relatives 
à  K  et  £^.  D  en  résulte 

r'  ==  .r*  [i  +  «•  +  «'•  •!-  :iia/  cos  {v  •!-  i/)]. 
Cette  dernière  équation  donne 

^^  ^^  [i  +  II»  4-  tf^+ âifi/  ooe  (i'  +  *0]''^ 

les  limites  relatives  à  r  seront  aussi  r  es  o  et  r  ss  oo ,  et  la  valeur 
de  Z  deviendra 

en  faisant ,  pour  abréger , 

et  ayant  ^rd  à  la  valeur  de  9  du  n""  ^4- 
Si  nous  faisons  maintenant  • 

K  =  pcos6,    2^'=:|)sin0^    dudi^  :s  pdp  d6  j 

les  limites  «relatives  à  ,^  et  6  seront  psco  et  pssco^  flsso  et 

0=s-sr.  et  nous  aurons 

2  ... 

ou  I  ce  qui  est  la  même  chose , 

,     r"*  p^^f    rrri^^  0  cos  v  4.  «m  »  a»  o  «»  •  ««a  •  jw  t  .  # 

Jo    ^'^f>JJJ        [i+acosJjînecosCi'+i/)? 

en  mettant  p  divisé.par  \/x^2Ws^à^ko»(y-\-^'y,k  la  place  de p, 
ce  qui  ne  change  rien  aux  limites. 
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Par  les  règles  ordinaires ,  on  trouve 


/•«>    p«</y     _  3> 

^o  (1  +  f*)' "~  TB* 


L'intégrale  relative  à  6  s'obtient  aussi ,  mais  moins  simplement.  Je 
£sds  d'abord 

il  en  résulte 

cos  fl  =  4^(cos  G'—  sîn  flO,       sin  6  =  4^  (cos  fi'  +  sin  ff)  ; 

y  2,  y^  ^  ^ 

et  si  Ton  appelle  g  l'intégrale  qûll  s'agit  d'obtenir ,  on  aura 


mm   ff 

/*»    (coiï  9  CM  i'  +  sîr 
J  o  [i  + a  cos  6  811 


sîn  9  cos  t/)  cos  4  sîn  9    w^ 
sia  9  cos  («^  +  O]  * 


i7  «r 


I        /^4      (cos  c'  +  cos  /)  cos  9'  —  (cos  «^  —  cos  v\  sin  V  iiÊ_gir 

=  — p  I         -^^ ' -^ • — 5 ■' COS  26W. 

^V^V-Jr  [1  +  cos  29' 008(1» +  !/)]•      ' 

On  peut  supprimer  la  partie  d^  cette  dernière  iutëgrale  qui  ren* 
ferme  le  facteur  sin  fi'  sous  le  signe  /,  et  qui  se  composerait  d'élé- 
mens  deux  k  deux  égaux  et  de  signes  contraires;  on  peut  aussi, 

en  doublant  1^  résultat ,  prendre  6'  =  o  et  ff  ==  -fit  pour  limites  de 

'autre  partie  ;  et  si  l'on  y  fait ,  en  outre , 

sinô'ss/,     cosfl'rf8';=^,     cosifi'Œi  —  27^, 

on  aura  simplement 


(cos  V  +  cos  \f)  (i  —  y)  <Cr 
+  cos  (i'  +  O  —  2j^  cos  (i»  +  /)]* 
En  effectuant  cette  intégration  par  les  règles  ordinaires  ^  il  Tient 

cos  i^  +  cos  / 
^        3  [i-f  cos  (!»  +  •)]»• 

Au  moyen  de  ces  iraleurs  des  intégrales  relatives  à  p  et  à  8,  la 
valeur  de  k  devient 
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(44)-  Oq  à  identiquement 


V 


^nsëqui 


En  intégrant  par  partie^  on  a  aussi 

■  *  •  ».  • 

fl*  [i4-oo8(v4.i/>]»  "^  i  +  oosCi'+y)         i  +  oo«fi^<0 


J  a'  1 


+  cos  (i'  +  f  )  ' 

A  resuite 


y: 


(ços  V  +'  cos  v')  «fi'''  ^^  '  sm  5^  •         .  •  sin  i^    '     •  *     - 

a'  [i 4-  cos  {v  +  i'')]*  ""^  I  +  cos  (i'  +  y)         i+^xôs^iTïjn?} ' 


d'où  Ton  conclut  • 

sr    ^  *  J.  tf  i+co8{r-if.y)  Jfl   i4-cos(i»>-f  €rj     • 

J-e(ibctue  ces  intégrations  par  les  règles  ordinaires ,  pujus  je  subs-* 
titue  là  valeur  de  k  qui  en. résulte  dans  celle  de  Z;  U  vient  fina- 
lement  .  ^  4 

Z  =  î{sin*'[ungi(a  +  A'^-tangi(6H-*')]   ' 

-<-  sin  a'  ftang^  (a  +  ^)  -^  tangi(a'-4-  b)  JL      (4)  . 

Si  Ton  eût  intégré  d'abord  par  rapport  ^  v,  et  ensuite  par  rappçrt 
à  v',  on  aurai t  trouvé  cette  autre  formule  : 

Z  =  9{sin*[langl(a'+ï)-tané-'(*  +  6')]] 

-sin«[taDgi(«-fa')^t«ngi(«  +  *')J»      (5) 
qui  doit  être  équivalente  à  la  précédente.  • 


1:1 
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Dans  les  applicatûm  qu'on  ieca  de  ces  deux  formules ,  on  se  sou- 
viendra que  les  difilHlrenees  ft  '^^aet  V-^ci  s6nt  supposées  toutes 
deux  positives. 

Relativement  à  la  quantité  Y  du  vP  58^  il  faudra  prendre  les  ligues 
MF,  MF,  MA',  MN,  de  la  figure  it>»,  au  lieu  des  droites  CA ,  CB, 
CA',  CB',  de  la  figure  i!i,  et  la  ligue  FMO  à  la  place  de  Taxe  ECD, 
à  partir  duquel  sont  comptés  les  angles  ^,  a',  h^  V.  Od'  ait«4i  alovs 

a  ==  o,      b  z=i  FMB'ss:  ne  —  ûi, 

a'  =  A'M0=«-.7r,      6'3=0MN==i»  — -^j  . 

ctf  étaut ,  comnp^  dans  le  n^  ^i^\ l'augle  KMIi^  obtus  ou  aigu ,  mais 
toujours  compris  entra  ^ero^  et  tt,  ce  qui  rend  pôsUlxes  les  diffé- 
rences A  —  «  et  è'  —^  a'.  Il  en  i^ésultera  immédiatement 

V  s=  —  <7  sin  cù , 

quand  on  fai(. usage  de  la  formelle  (5).  Lorsqu'on  emploie  la  for-* 
mule  (4)^,  oa  trouve 

V=sç     cos  û>  tang  Q^—- i  <^j  +  co8«  — •  sini#  côt  -  a     ;- 

quantité  qu'oti  peut  efiectivemiient  réduire  à  — -çsino^.  Dans  le  cas 
pairtiçuliet  de  oà  =;:  -;v,  la  figure  la  moatre  qi^e  la^Torce  V  est  égale 

à  la*  force  P  du  n*^  -58,  dont  la  valeiar  est^  en  effetyP  ==  — y.  ^ 

(45)«  La  quantité  Z  devient,  en  général,  infinie,  lorsque  l'une 
des  sommes  a^u%  fr+6^,  «  H*  è^,  q'-^^bf  est  éga)e  k  dCTr;  ce 
qui  tient  k  ^  que  les  deux  prismes  ont  alors  une  face  commune , 
et  qu'on  à  supposé  lleutfS'  fttres  irifltaiés;  Mais  si ,  en  même  temps , 
l'un  des  angles  is,  b,  a^,  b\  est  zéro  ou  db^,  le  terme  qui   ren- 

drait  la  valeur  de  Z  infinie  se  présent»  sous* la  forme  -^  et  est  réeL- 

leitient  indéterminé;  drconstanne  qui  .exige  i^ne  attentiipn  parti- 
culière. '  . 

Supposotis,  p^r  exeno^pj^e^  que»  les  dr^ntes  CA.et  CA^  se  confondent 
avec  €E  (fi^;  i3),  en  sorte  que  Ze  exprime  l'action  exeit^e,  suivant 
la  direction  CD,  par  le  prisnse  ^dimt  1»  see^n  est  BCE>,  sar  la 
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couche  liquide  située  à  gauche  de  DCE  et  «lugmeptée  ou.idtmîaoëe 
d'une  partie  correspondante  à  l'angle  DCB'  ^  selon  que  la  droite  CB' 
tombe,  à  droite  oti  k  gàoche  de  CD^c'est-îi-dîre  sdon'qae  fat)glie~^ 

est  positif  ou  négatif»  Ou  aura  alors 

^.  •,*'     •■-  .-.  •■,.*.». 

a  =  o,    a'=  — -sr,     6  =  ECB  >    *r=9 DCB' ; 

et  en  faisaot  „  . 

sin  a  tang  -  (a  +  rt')  fc=  çr ,       sin  a'  taHg  -  (a.+  af),=;;x^'^ 


les  formules  (4)L<et  (â»)  deyieadfDHt 


.Z=      9r8i»ytattgifc'--6ÎnA'4angi.(*H^A>~ar'X 

Z  as  —  ^f  rsiû  b  cot  - ft  -4*'$!»  ^ "^^^ 7  (^  +*') •+■  ^j  • 

Or,  a:  et  j:'  dépendant  de  deux  quantités  a  et  a'  indépendantes  entre 
ell^>  on  ne  saurait  jdéterminer,  à  priori,  les  véritables  vmlenrs  de  x 

et  x',  qtri  se  présentent  sotis  lar  forme  -  pour  les  valeurs  paiticn- 

Hères  a=7oeta's=-— '^;  mais  il  y  a  un  x:as  dans  lequel  on  a  évi- 
demment Z;?=:o^  ce  qui  suffit  pQîxr  la  détermination  des  incopni^es 
X  et  j/.  Ce  cas  a  lieu  quand  on  iait  <:oincider  QBet  OB'  avec  les 
deu%  parties  CG  et  CG-  de  la  pcq>endiculaire  à  DCE  jpenée  pat*  le 
point  C;  car  il  est  évident  ^que  laction  de  GCE  sur  G^CË  est.nuUe 
suivant  la  direction  CD.  Si  Ton  fait 


I  f#  «>rirn«  1 


6==ECG  =  -9r,      6'=DCG'=*— -^,    . 

il  faudra  donc  qu'on  ait  Z=so;  d'où  Ton  conclut  x=s-^i,  x'^sn. 
Par  conséquent ,  on  auta 

z  s=  —  q  Tsin  b  cot  i  b  '^'ànb  tang  -  (ft  •+-  4*)—  r  ]• 

On  vérifie  sans  peine  l'égafité  de  ces  tleM  valeufsi  nom  pren- 
drons leur  ^emi-acNnme  pour  rexpreasion  de  Z,  que  Von  ponnta 

la*. 
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écrire  ainsi ^ 


I  >••..*  «X    .  I 


3  -  2  2 


■  '     *  ^ 


On  vérifie  aussi,  non  paa  chacune  des  valeurs  de  x  et  x'^  mais  leur 
différence;  car,  à  caiise  de  -        "■  •     ■  • 

#    I 

.    *   .  * 

celte  différence  est 


sinii'  —  sina=  asîn  -(a'— a)cos-(rt-^-a'), 


x'  —  07  =  3  sin  - (aW «}  sin  -'(a  +  <»')  # 


•<•.  « 


et,  pai: conséquent,  ^.-^,0:===  a,  dans  le  cas  de  dtsao,  a's=---7r- 

Si  Ton  fait  coïncider  la  droite  CB'  avfD  le  prolongement  CF  de  la 
droite  CB,  ou  aura  V-sn-^r  h  ;  ce  ^ui  réduira  la  formule  (6)  à 

Z==  — çcosè; 

•  •  •   • 

Z  é  étant  alors  faction  -exescée ,  suivant  ia'  direction  GD ,  par  le 
prisme  qui  répond  à^  BCE  sur  la  Couche  liquidq  correspondante  à 
FCE.  En  prenant  pour  h  le^supplément  tt —  a>  de  Kangle  qui  a  été 
désigAé  par  V  dans^le  n'-iS^  la  forcé  "Q,  dont  on  a  calcule^ la  valeur 
dans  ce  numéro,  sera  IHnfégrale  de  ^^Tàds  étendue  à  tous  l«s  élémeris 
ds  du  eoiitour  de  la  couche  liquide^  sur  laquelle  cette'  force  s'exerce* 
Or,  \  cause  que  la  constante  ^9  est  ici  la  ilkéme  que  danë  le  n?  18, 

on  voit  que  cette  valeur 

-.  .     ...         ^    '    •   ■ .    •  . 

Q  :^  •—  flàds  =  —  ç/cos  (Ads , 
coïncide  avec,  la  formule  (10),  que  Ton  a  obtenue  d'une  auti*e  ma- 

La  formule  (6),  ainsi  que  chacune  des  équations  (4)  et  (5),  suppose 
que  les  faces  des  prismes  s'étendent  à  l'infini  ;  ce  qui  n'a  pas  lieu 
dans  le  cas  de  1^  force  Q<  du  n"*  S8.  Mai^  si  l'on  prolonge  indéfini- 
ment les  lignes  OF  et  ÂG. au-dessous  de  la  droite  GL  (fig.  10), 
on  n'altérera  pas.  la  valeur  <le  Q^j  car,  parlir,  on  y  ajoutera  l'ac- 
tion de  CFL  sûr  le  prolongement  de  G,  qui  est  nulle  suivant  FO, 
elles  actions  à^t  LFMB'  surrce  prolongement  et.de  LFG  sur  G, 
ql^  ^nt,(ég£^&^et\coairaure^«  JNous  pouiK>iis  donc  appliquer  .la>  for* 


,,   .  .  •  .•>■ 
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mole  (6)  à  1»  quantité  Q  ;  .ety  pour  cett?  i^  y-fiiadra  paim^''    -  ! 

^'  étaiit  le  n^mê  ângfe  KlliDÏ  qUé  Âai^  h  yjiUi: 
cèdent.  De  Cette  tnanl^re^  oti  {rôuve  . 

.    •  .  *  '      '  ■  ■  : 

•Q  =s  y  (sm  c»  4-  cos  «)  ; 
on  aura ,  par  conséquente^  ' 

et  l'équation  (3)  deviendra  finalenoent 


-.'       1 


—     ^1 


-.^: 


(46)1  Les  nontaales  à  la  mirface  dtf  tûbé  et  à  cefle  dti  liquidc^^^e-" 
née9  par  le  point  0,.étaBt  «ensiblemékit  parallèles  ffux  droites  BOÎ" et 
MN,  on  peut  rapporter  cette  dersiièlrè  éqifation  à  ce  point  mé'me  de  fà 
surface  du  liquide.' Ainsi  ^  en  un!  point  quelconque 'O  de.  la*  sùrfiice  ca- 
pillaire, dont  la  distance  ti  la  paroi  du  tube  est  îiÂensibte^  'maid  pfiis 
grande  que  les  rayons  dacthrité  des  molécules  du  tuberet  dtl  liquidé ' 
l'angle  co  compris  entre  ta  partie  ei^térieure  de  la  normale  au  liquide 
et  la  perpendiculaire  abaissée  du  même  point  sur  la  paroi  voisine 
du  tube,  est  indépendant  de-la 4iourbnre  da  tube^tloùné  par  Féqua^ 
tion(8).  •   ^-         :•'      ..     :'.   ^  ■  ■   •  .    •     •'•    ...      .   . 

Dans  ce  qui  précède,  «ond-avons  supposé T]tt^l' s'agissait  de  la  sur- 
face, libre  d'ufn  liquide  placé  date  le  vide;  mais  on  parviendra  ii  un 
résultat  seamblable»  si  l'on  supposé*  que  W  point  0  appartienne  à  la 
surface  de  s^>aration  de  deux  fluides  quelconques ,  pourvu  qu'il  soit 
toujours  situé^&  unç  distance  înseiisjÙe^e  lâ^patoi  du  ttiBe  :  inséra 
fiicile,  en  eff^t,  dé  voir  coimbent: Inéquation  (8)  <lev)ha  être  mô-^ 
difiée. 

Nous  supposerons,  dans. ce  caà  général .  que  les'quadtites  ^  et  9 
appartiennent  bu  lîquide'inférîbor  j  nous  déiîgntrotis  par  i^'  et  À/  ce 
que  œs  quantité^  deviennent  rehtivemeht  au- liquide  nperieuf/. en 
sorte  <{ue  i«^  soit 'uiie /force ^ provenant ^^de  l'action  Jdù 'tube  sur  la 
couche i adjaceMe  decè  liqiiide>><ét^dîffgée'en  seiA  cdiftrîdre  de ' Fa 


94  1NDViqEn:iIj£  • 

force  tfor  rlii  ir  IfljlnaUi  [ti(\r]ilitif}j^\\i  nnrgmr  diimiln  iiT  i^^  JTntrffl  mir 
représentée  par  q^  aux  couches  adjacentes  des  deux  liquides  ;  enfin , 
nous  désigùerim?^par-<f^  t'a Agfe  bompTîs"lJiitre  Ift^rtiB^àe  la  nor- 
male à  cette  surfyc^..çp9tf|nue  d^^  le  jli^pûde  sup^ipiçj^^ eit  Ja^per^ 
penaiculàîrè  ^  la  paroi  du  tme^  uiienées  l^Pf^e  çt. ^l^^tÇf  P^  ^^ 
point  0.  On  verra,  sans  pein&,  que  ^équation  (8)  devra  être  rem- 
placée par  celle-ci  :       v..         ''- 

c'est-à-dire  ^  / 

K*=G'cos^,        (9) 

en  faisant  ■«-  >  :u.  .    "  *.'•;►    *"   i:-  ;    .    *      . 


Le  cofefficiept  G  igi^tre*  dé^à  da«s  r<é^atiûa  (7|Mife.jh  ;aitrface  ca- 
pilbîfe  (a^»<^}{<^:4)bdboka4<&:flrt:-w  ccfaàstafits  qbî  dëpes* 

dra-de  ^a  m^^^lâ^  -des  4tax  liquide»  let  de  leeHe  ^  tahe,  ra  jaiÉdA 
de^,l{uaQ^té6  dr  et^é  6î  l'mi'ftppelfef  Fvet^^{Tilès/^e^is:^ 
auraient  iîeu)4telati»9rtnait  BU  J|^uîde  tniéneiir^^'jim'  lîf|oiile  sii{ié^ 


V 


eai«T^sqiitttdat'>tléiir»géàérflfe  'de-K  i^^  ife  siàà  deux 

valeurs  particulières,  ce  qui  n'a  pas  lieu  h  YégaLtd  du  coefficient  6. 

.li'aiigle  jp.Mfjk  ^ciinstant tfipnr  toufr.  iea^paimU' «du  eontonr^de  la 
s;ifrf4K:eri9^piUMi^>!rsi^<itaatefeS8  4e!ttifce  ért.liombgèBe.  :fii:ia.inétîère 
ijki  tùjbe.  iraii|ait  pttr  dagues  îi:^iras%lef^.i-anglb  f  rotiiamilride  laénie^ 
Cit. serait  toujosirs  àéierm^é^ ^^Himtp»»  ij^i^^ 
R^ciptroqueiaeiit  ^-«pMinA  cl^t  4Mligbr  «era  dômlB  fàr  lV>lM0fvatton^  ii 
fepa  comialtra  ^la  yalcMr  covréapoMmAe  etîèe  aî|pe:Ai^raf^rt''de 
K  à  G. 

(4^)..  Jt'i^nntioii*  TektivQ  «jiu  contour  de  dÉcaquO'  savfiureeafîHiire 
serwa  à  détertniiiep  :Iéa  jfonelions  laribitiwi^  b^^ 


grale:4e  IViqu^tion ..  de  cette  âor&efe  ;  àuis  ^^eèttie;  defilièro  é^piatîon 
etajp^  difti  f iKçcwl  i  ôrdct ,  ysofti  '.întëgrale ^  cooiplele  -  >renfinrmera  dfevx 
fon0J69fii^H9t^il'£t9ldra  <di{ux>]9<kiditbiiarfpiu^ijd^      pènuDlev^Mnni- 
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lier.  Or,  la  pit>jâctioii  dir  GoaMor  sat  lé}  phatiài^  i^  4*  >^^8era  <lo»^ 
joors  une  couribe»  formée.  Il  y^-mii^^  pSkmà  ècup^^Àïémn  ér.jr  en 
foqâloiis  déjr>  .cpi .  ii^pimiiflcoat  kçeitBmMrh^^fet^téqmiiùà'  dir 
oontonr  devant  €nâimAér^fong  iktm^  #M|x  JTaIti|r&^  seM 

rédleineet. dou&le^,  ^t'feurnîmjQsdeadtr  équatidns^^mlccnaîreSi.  Bâii& 
ces.  odciils  1 .4>n  poturra  preiidre,.«jpu  tnreiii»  sefmMr^  pour'  la  pre«-' 
jecUpn.dn  contour  de  la  mfhq^  càpilUirt,  €eiîétdê>$on  iMersection' 
avec  la  'parôî  du  tu&e,  '     .  ' 

Si  l'on  afilacë  danaJ'intériei^  du  tub«  nn-auti^  corpa  sc^ide,  un 
cjrKndre^  par  exemple,' qui ^4|averBe  la  tobe  ^lârantisa  kn^ueuTy^ 
réq«atk>n  du  contour  fùrii*tièu'  ralattreiHenf  à  la<surl^^xl<^emè 
de  ce  cylkidrr  et  à.  la  si^afifece  inlërieure  dn  tube^  Toutefois  ,  pour 
qu'eUe  {^applique  à  la  sitffiice  du  cylindre*,  il  £aiudra  que  son  diamètre 
ait  une  grandeur  sensible;  car  cette  équation  suppose  que  les  rayonto 
de^  courbure' de  la  surface;  ddi  çoi^aolide,.contre^  laquelle  le  liquide 
Sr'appuîei^iSQÎ^nL  ettrènatmetit  graridi  et.  eamanç  infîafe  par  n^pert  au 
rayoli  dWivfté  nuA^cvitiatp  «oudiiîon'.ssms  taqiieUe  il: n'aurait  pas 
été^parmia  de  conaidàrer^  dans,  l^analyw;  .(U9éced«M:0y  îk  anir&ee  de  cet 
ooaps  comme  ua  plan,,  daoaa  toute /l'ëfeéndued^aoimté  d&aea  nMie-«^ 
cnles^  et  de  celles  du,  liquide.  £ia>  supprimait:  le)  tubkv,^  on;  aura  ït  qm 
d'un  liquide  qui  s'élèvia  ou  ^abfisse  autour  d  un  coi^nbl  solid)ff« 

En  substituant  aux.  variables.  JcCet^,  les  coordonnëei-  polaires  du 
point  auquel  eHe6  appartipilnenl^  c'eatTà-dive.  son*  rayon*  veeleùr  r 
et  Tangle-d,.  qu'il  fût  av^e  un  axe>fixe,rordonnëejB  sera  une  fonc^ 
tion  de  F  et  8«  qm  ne  dévora  pas^  devenir  infinis  -pour  r  sso,  lorsque 
l'origine  de  ce  rayon  sen|.la  projection  horiauttatale  de  Ifuûr  des  points 
deia  sùr&ce  capillaire /et  qui  devxfi  Atre  ntdle  poifr  rps'po ,  quand  i) 
s'agira  d'un*  liquide-  indiéfiniment  prélongë,  dan^s  lequel*  on-  aura 
plonge  l'une  des.  extreBiife^  d'un  corps  solides  Ces  conditions  .pour-* 
rant  remplaoQrr,  en.  pa^e ,  cdUca  qui  Tesukeraienti  de  Féquation  «i^ 
kitive  au'coatpur  dé'chaqùe'sur&iceeiqïiUatre; 

On  condvt  de  là  que  les  équailîôtis  des  aur&ees  eapHlaires  qu'On^  a 
denn^  dans- les  n^  ^get -Soy  celles  qui  appartiennent  à  àe/im  eùa^ 
tours,  l'équation  indiquée  dan^  le  n*  do  et  relative  au^^vèhiine  du  liu 
quide  supérieur,  quand  il  y  a-deux  liquider  superposés/  et^  fei  VojpL  vèulv 
tes  conditions  partioulièresiMra&o^et  p^s  co^,  semiit>  dans  tous  lifs  cas, 
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eo  iipinlire  suffisant  pourlftdétorminaikm^cûinpIèi0dc|lajBur£Eice  d'un 
OVL  de  plÀsieucto  liquides^  dans*  l'intérieur  <>u.  autoor  d'au  «orps  soUde*. 
Ces  divinises  équatû[yiS;]»ttrerment  donc. Ufaglotî^^  da.prO'- 

hlèone^  qui  ne  peôt .  pkis  '  présanjter*  maintenant  que  dea  difficultëa 
d'an4l}sge  :  on  jpeut'.lès  regard^Ti  €onune .  insiiFii^ontafiles  dans  4e'  cas 
d'une  solution  rigoureuse. et *d^ln. corps  de  figure-quelconque^  à  cause 
de  la  foni>e  compliquée  de  rintegrale^nérale  dont,  il  iaudrait  par- 
tir,  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  de^Téquation  re* 
laiive  à  la  surface  de  l'aii^«  wmmâ;  et<}m  8'abtieat;*sottsffonne  finie, 
pat:  lefnéxne  prQcéd|(f  ;  mw  cela  n  empêche  pas  qu'on  ne  .puisse  dé-r 
duire  de  ce  système  d'équations.  dtfiërentidJes ,  comme:  on  W  yerràr 
dans  les  deux^  chapitMs  snivans ,.  des^  formules  applicaUes  Àia^  nom^ 
breux  et  très  divers  .pbénomèneB  de  xapillaiité^  que  les  pikyçidens  ont 
observés/.  •    .    .    '-  ■. 

.  (4^y  Si  i'oi>  suppose  que  la  surface  «àtérieure  du  tube^sOit  ceUé 
d'un^:€jlindDe  vertical  y' .la.  ligna  OMFC  èera.droi^  et  verticale  dans 
toute  !$9  longueur I  ei  â  ne  sera^plus^nécessa^^  pour  rexaelitude  de 
l'analyse  •j^éoédènfevde  peeûdrlele  pciiAt.F,  comme  nous^ l'avons  fait ^* 
k  une  distance  insensible- du 'point  M..  Suppo3ons  donc  que  le  -plan 
représenté  par  ^L^  qui  sera^^dans  ce  cas^  .nnplan  Horizontal  ^  soit 
mené  ii*''une  distance  quebrônque  àur^essous  de  la  surface*  AOB  du 
lîquidey  et  représentons  par:  a  sa  distancé  an  .plan  du  niteân  exté- 
rieur. Considérons,  le  volume  du  liquide -qui  répondi  à  LFMNB>  le- 
quel *sera  sensiblement  le  même  que  cekii  du  cylindre  vertical ^.trbn*- 
quépar  lasurfiiice  capillaire^  qui  répond  à  LFOB.^. Soit  g{ptté  -f-  A  son 
poms  ;  €'  étant  la  base  de  ce- cylindre^  g  la  gravité^  f  la  densité  du  li- 
quide^  et  A. la  partie  de  ce  poids. soulevé  Où  abaisse  par  l'action  ica- 
pSlaire  ^  selon  que  cette  quantité  A-  sera  positivé  ou  négative.  L'autre 
partie  gpa^'du  -poids.dont  il  s'agit  sera  tenus  en  équitibi^  par  la  pres- 
sion exercée  ien  éens  contraire  sur  la  base.jC,  et  qui  représentera  Tac* 
tion  du  liquide  situé  au-dessous  du  {dan  GFLf  sur  la  pwtioU'  de  li- 
quide que  nous  xonsidéroûs;  il  faudra  donc  que  le  poids  A  soit 
soutenu  par  Faction  verticale:  .d^  la^  couche  environnante  et  qui  cor- 
respond à  GF]VI{fÂ  y  sur  cette  même--  portion  de  liquide»  Or,  l'action 
de  chaque  segment  C  de  cette  coîiche  est  égale!  et  contraire  a  la  soinme 
des  force^iquiUi  a  représentées  précédemment  par  Te  »  Y  c  et  Qé  (n*  58}} 
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si  donc  on  appelle  c  le  contour  de  la  base  6 ,  ou  ^  sensiblement  ^ 
celui  d'une  section  horizontale  de  la  paroi  du  tube^  et  si  iW  ob^ 
serve  que  les  forces  T^^  Vi  et  Qc  sont  constantes  pour  tous  les  seg- 
mens  C  de  la  couche  liquide,  il  faudra  qu'on  ait 

A  +  (V  +  Q  +  T)c  =  o, 

ou  bien^  en  yertu  de  l'équation  (8)  et  de  la  valeur  de  T  du  n^  4'  ^ 

A  +  (9  H"  9i)c^cos  o)  £=  o  ; 

rnultat  qui  coïncide  avec  l'équation  (  1 6  )  du  n^  36 ,  en  observant 
que  le  liquide  étant  placé  dans  le  vide ,  9  +  fi  est  la  valeur  du  coef- 
ficient -H. 

Cet  accord  remarquable  entre  deux  moyens  aussi  différens  de  dé- 
terminer le  poids  du  liquide  soulevé  ou  absdssé  par  l'action  capil- 
laire, dans  le  cas  d'un  tube  cylindrique  et  vertical^  peut  servir  de 
vérification  à  notire  analyse  ;  mais  îi  faut  remarquer  que  la  méthode 
qui  nous  a  conduit  à  l'équation  (16)  est  la  plus  directe^  et  qu'elle 
est  aussi  la  plus  générale^  en  ce  qu'elle  ne  suppose  au  tube  aucune 
forme  particulière. 


i5 


90  ^  '    ÎÏOUVELLE  THÉORIE 


CHAPITRE  lY. 


•  ■  w 


Équilibre  dun  ou  de  plusieurs  liquides  dans  un  tube  capillaire. 

(4g).  Je  Mippoeepti  4'aboFd  qu'il  uty  ait  qu'un  3eul  liquide  homo- 
gène et  partout  à  la  même  température ,  ainsi  que  le  tube  de  fom^ 
quelconque  que  Ton  y  a  plongé  par  son  extrémité  inférieure,  et  je 
vais  réunir  y  dans  ce  numéro  ^  les  formules  relatives  à  l'équilibre  de 
ce  liquide^  que  Ton  â  obtenues  en  différèâs  endroits  des  deux  cHa-» 
pitres  précédons. 

L'équation  commune  à  tous  les  points  de  la  surface  libre  du  li- 
quide j»  qui  sont  lÊ  une  distance  des  parois  du  tube  plus  grande  que 
le  rayon  d'activité  moléculaire ^  est 

le  plan  des  x  et  jr  est  celui  du  niveau  du  liquide  en-dehors  du  jtube  ; 
l'ordonnée  verticale  z  est  positive  ou  négative,  selon  que  le  point 
quelconque  M  auquel  elle  répond  se  trouve  au-dessus  ou  au-dessous 
du  niveau;.  X  et  A'  sont  les  rayons  de.  courbure  principaux  de  la 
surface  au  point  M,  et  ils  sont  regardés  comme  positifs  ou  comme 
négatifs,  selon  que  les  lignes  de  courbure  tournent  leur  concavité 
ou  leur  convexité  en-dehors  du  liquide  ;  p  est  la  densité  du  liquide , 
ou,  plus  exactement,  cetté^  densité  diminuée  de  celle  de  Tair,  quand 
le  liquide  n'est  pas  placé  dans  le  vide;  on  suppose  alors  que  la 
pression  atmosphérique  est  la  nîême  en  -  dehors  et  en  -  dedans  du 
tube;  enfin,  g  représente  la  pesanteur,  et  H  un  coefficient  cons- 
tant donné  par  l'expérience,  et  qui  dépend  de  la  matière  et  de  la 
température  du  liquide. 

Les  formules  relatives  à  la  courbure  des  surfaces  donnent 
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étj  pour  que  cette  valeur  de  -  4"  31  ^^t  le  signe  convenable,  il  faudra 

regarder  son  dénominatenr,  dont  le  signe  est  ambigu  ^  covrane  positif 
00  comme  négatif.,  selon  cfoe  k  nomiale  menée  par  le  point  M,  én« 
dehors  du  liquiae ,  et  la  verticale  menée  par  le  mâne  point ,  en  sem 
contraire  de  Ja  pesanteur  ou  dans  le  sens  des  z  positives,  feront  un 
angle  aigu  ou  obtus^ 

Relativement  à  un  point  quelconque  0  du  contour  de  la  surface 
du  liquidé ,  c'est-i-dîrj  relativement  à  tous  les  points  de  cette  sur- 
face qui  sont  à  une  distance  insensible  de  celle  du  tube ,  mais  tou- 
jours plus  grande  que  les  rayons  d'activité  des  molécules  dfi  tube 
et  du  liquide,  on  a  cette  équation  .  . 

F  =  H  cos  û>,        (3) 

dans  laquelle  a>  sera  l'angle  aigu  ou  obtus,  compris  entre  la  partie  ex- 
térieure de  la  normale  an  liquide  menée  par*  le  pomt  0 ,  et  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  même  point  sur  .la  paroi  du  tube,  la  plus 
voisine  de  0  :  H  est  le  même  coefGcient  que  dans  Téquation  Ti)  |  et  F 
une  autre  constante,  aussi  donnéie  par  rexpérietice  et  dépendante  de 
la  nature  du  liquide  et  de  celle  du  tube. 

Si  Ton  abaisse  de  tous  lés  points  de  ce  conttfur,  des  perpendiculaires 
sur  lé  plan  des  x  et  y^  qui  formeront  Ta  surface  d'un  cylindre  vterfîcaT; 
que  Ton  appelle  c  le  contour  de  sa  base,  c'est-à-dire  la  projection  ho- 
rizontale du  contour  de  là  surface  capillaire ,  et  que  Ton  appelle  A  te 
poids  dans  Pair  d'un  volume  du  liquide  égal  à  la  partie  de  ce  cylindre 
comprise  entre  sa  base  et  la  surface  capillaire,  on  aura 

A^s-wiflcrco^é», 

oa»  ce  qui  est  la  même  chose  j^ 

A  étant  regardé  conime  positif  ou  comme  négatif,  selon  que  la  sur- 

i5.. 


loo  NOUVELLE  THÉORIE 

face  du  liquide  sem  située  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  des  x 
et  y.  Quand  elle  sera  coupée  par  ce  plan ,  A  sera  composé  de  deu» 
parties.  Tune  positive  et  Tautre  négative,  et  pourra ,  conséquemment, 
être  nul ,  positif  ou  négatif. 

Quoiqne  les  deux  constantes  F  et  H  ne  puissent  être  données , 
comme  nous  l'avons  dit,  que  par  l'observation,  il  ne  sera  cependant 
pas  inutile  de  rappeler  les  foimules  qui  serviraient  à  les  déterminer,  à 
priorif  si  les  lois  des  actions  moléculaires  étaient  cojinues  en  fonctions 
des  distances.  En  fisusant 

et  regardant  r  comme  une  quantité  positive  donnée,  par  l'équation 
on  aura 

■m='-'!r  r" r' r'K'-dùdsds'. 

2      J  o  J  oj  o        r 

Dans  ces  formulés,  R,  R',  R.,  sont. des  fonctions  de  r  insensibles  pour 
toute  valeur  sensible  de  cette  variable,  qui  expriment  l'action  mu- 
tuelle des  molécules  liquides  à  la  distance  r  et  rapportée  aux  unités 
de  volume,  et  qu'on  regarde  comme  positives  ou  comme  négatives, 
selon  que  cette  force  est  répulsive  ou  attractive  :  R  se  rapporte  a  l'in- 
térieur du  liquide ,  R.  à  sa  couche  superficielle,  et  R'  à  sa  couche  adja- 
cente à  la  paroi  du  tube.  Ces  deux  quantités  R,  et  R'  sont,  en  outre, 
des  fonctions  symétriques  de  s  et  s\  qui  varient  très  rapidement  avec 
ces  variables ,  et  se  confondent  avec  la  fonction  R ,  dès  que  s  et  s' sur- 
passent le  rayon  d'activité  moléculaire.  La  limite  /  des  intégrales  re- 
latives k  s  et  s'  doit  être  de  grandeur  insensible ,  mais  plus  grande 
que  ce  rayon,  et  Ton  peut  supposer  qu'elle  soit  la  méipe  pour  ç,  et 
pour  «ST.  On  démontre  que  ces  quantités  ne  changent  pas  sensible*- 
ment  avec  la  grandeur  de  Z  ;  et  l'on  fait  aussi  voir  qu'on  aurait 

q,  =  ^2q,       i&=:2q, 
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si  l'on  faisait  abstraetio»  de  laF^ariation  de  densité  dans  Fépaisseur  de 
la  couche  liquide  k  laquelle  répond  chacune  de  ces  quantités,  et  que 
Ton  regardât,  en  conséquence^  chacune  des  fonctions  R.  et  R'  comme 
indépendante  de  ^  et  ^  en-dehors  de  r. 

A  la  rigueur,  si  le  liquide  n'est  pas  placé  dans  le  vide,  l'intégrale  re- 
présentée par  ç,  devrait  s'étendre  à  la  couche  atmosphérique  adjacente 
k  sa  siù'fiaœ  /  el  l'expression  de  H  devrattcontenir  nn  troi^ème  terme, 
rdatif  à  l'action  nmtuelle  des  molécules  d'air  dont  cette  coucha  est 
formée,  Mais  l'observation  ayant  prouvé  que  les  phénomènes  capiU 
laires  sont  les  mêmes  dans  le  vide  et  dans  l'air,  il. parait  que  ce 
troisième  terme  na  aucun-effet  sensible,  non. plus  que  la  partie  de 
ç,  qui  proviendrait  de  l'action  mutuelle  deâ  molécules  de  l'air  et 
du  liquide  ;  et ,  pour  cette  raison ,  nous  n'y  aurons  point  égard. 

(5o).  Voici  actuellement  les  <:onséqueuces  les  plus  générales  qui 
résultent  des  formules  précédentes^ 

L'équation  (i)  montre  que  la  surface  du  liquide  ne  pourra  rester 
plane,  à  moins  qu'elle  ne  soit  horizontale  el  qu'elle  ne  coïncide 
avec  le  plan  du  niveau  extérieur.  En  vertu  de  l'équation  (3),  il 
faudra,  pour  cela ^ qu'on  ait  F=:o;  réciproquement,  quand  cette 
condition  aura  lieu,  on  satisfera  aui^  équations  (i)  et  {3),  en  pre-* 
nant  2=0,  et  )1  n'y  aura  ni  élévation  ni  abaissement  du  liquide , 
dont  la  surface  demeurera  horizontale^  Mais  j'ai  déjà  remarqué  (n^  20) 
qu'on  ne, peut  pas  déterminer ^  à  priori,  la  proportion  des  actions 
moléculaires  du  tube  et  du  liquide  que  ce  cas  particulier  suf^x>se. 

Quel  que  soit  le  signe  de  H^  illiîsulte  xle  l'équation  (4)  qu'il  y 
aura ,  en  général ,  élévation  ou  abaissement  du  liquide ,  selon  que  F 
sera  négatif  ou  positif^,  k  moins  que  la  surface  du  liquide  dans  l'in- 
térieur du  tube  ne  soit  coupée  par  le  plan  du  niveau  extérieur,  au- 
quel cas  il  y  aura  à  la  fois  élévation  d'une  partie  du  liquide  et  abais- 
sement 4lans  une  autre  partie. 

.  Si  la.  surface  intérieure  du  tube  est  celle  d'un  cylindre  vertical  /  d 
exprimera  le  poids  du  liquide  soulevé  ou  abaissé  par  l'action  capil- 
laire; il  .ne  changera  pas  lorsqu'on  inclinera  le  tube  (n*  36)  ;  et,  pour 
un  même  liquide  et  différens  tubes  de  même  matière ,  il  sera  propor^ 
tionnel,  en  vertu  de  l'équation  (4),  au  contour  c  d'une  section  hori- 
zontale de  la  surface  intérieure  de  chaque  tube.  Si  l'on  appelle  b 
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Faira  de  celte  aetiîoâ^  et  k  Fwdbwiée  moyeoae  ds  la  rairftice  da 
Uqiiide  ^  on  âimra 


4 


et,  par  conséquent,  *  *      ^,ïr 

-  '  .  .  »  F  •  c  • 

.  .  »«>     *     .  V-    . 

Or,  pour  des  cylindres  cm  des  prismes  tenablaUes  i  Q^re  A  est  pro** 

portionnelle  4ti carré de.c;  l'elévatimi  moyenne  A:ds l^^É^e  '^^ 

de  ton  niveata  extérieur^  %&rn  donc  de  méni^  signe  que 

inverse  dti  contoar .a,  oa^  pkis  généralement ,  ini  >M50b^ inTeraé 

des  lignes  komologn^sdes  sections  bonsontsiies ,  qu'on  suppose  être 

des  figures  semblaUes. 

(5f)«  Maintenant,  considérons,  en  particoKer^  le  cas  le  plus  ordi- 
naire, celui  d'un- tube  capillaire  dont  la  snrfiaice  intérieure  est  celle 
d'un  cylindre  vertical  à  base  circulaire ,  et  qui  a  son  extrémité  infi^ 
rieure  plongée  dans  tm  liquide  homogène. 

La  surface  capillaire  sera  aloVs  tme  surface  Se  révolution  ayant 
pour  ane  celui  du  tube  ;  au  point  oh  elfe  couper^  cette  droite ,  et  que 
j'appellerai  C,  ses  deuir  rayons  de  coiirbure  serontu^ux  et  de  même 
signe.  En  appelant  7^  leur  valeur  commune,  on  aura  donc  A  =  X'=>; 
et  l'on  devra  considmr  y  comme  positif  cm  comme  négatif,  selon 
qu'au  point  C  le  liquide  éera  concave  ou  tx)nvéxe.  Si  Ton  désigne  par 
h  l'ordonnée  verticale  de  ce  point  C ,  positive  ou  négative ,  selon  qull 
sera  situé  au'^i^us  OU  au-dessous  du  niveau  du  liquide  en-dehors  du 
tube,  on  aura,  d*après  l'équation  (i)^  •' 

À.  cause  qu'il  est  îndjûspesusabW  d'avoir  égard,.  e&  même  temps,  à 
l'attraction  mutuelle  des  molécules  fluides  et  k  leur  répulsion  calori- 
fique »  ainsi  que  nous,  l'avons  prouvé  dans,  le  chapitre  premier  de  cet 
ouvrage  j  il  s^ensuit  qu'on  ne  saurait  ^éfenoiner,  â/risrî^' le  signe 
de  H;  car  Ifr  force ^i  d'où  dépendent  les  deux  parties  f  et  f,  de  cette 
quajotité  ^  change  jaiw^  d»  »igna  dans  l'étepdw  de  ses  valeam  s«n^ 
siUbs^  selQu  que  P^attraction  à  la  distance  Ir  est  plus  gnàide  ou  nsoiiidrb 
que  la  répulsion*  l^^is  l'expérience  ayasï  oonstaouiienl  pMuvé  q«e 
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rélévarion  da  point  C  est  toajows.accompagtiée  de  la  concavité  do 
liquide^  et  que  son  abaissezoent  n'a  jamais  lieu  sans  que  le  Kqaide 
ne  soit  convexe  >  il  fiiut  qne  ft  ait,  dans,  tous  left  cas^  le  métne  signe 
que  y,  ce  qai  exige  qoë  H  soit  toujours  une  quantité  positive.  Geli 
nous  montre  qne,  dan^  l'intégration  d'oùr  dépend' la  valeur  de  q^ 
qu'on  peut  considérer  comme  -la  partie  principale  de  H,  c'est  la  force 
attractive,  qui  est  prépondérante  ;  tandis  qu'an,  *contitiire  ^la  force  ré- 
pulsive l'emporte,  en  général^  dans  la  sommation- relative  à  la  près* 
sion  sur  une  sur&ce  plane  (n^  7)-;  mais  ces  indications  ne  suffisent 
pas  pour  qu'on  en  puSssè  tirer  quelques  conséquences  précisetf'sur  les 
l<ns  de  décroissemént  de  ces  deux  forces,  et  sur  l'étendue  relative  de 
leurs  rayons  d'activité.  Quoi  qu'il  en  soit ,  nous  regarderons  doréna* 
vant  H  comme  un  coefficient  positif,  dont  la  valeur  absolue  variera 
seule  avec  la  matière  ? t  la  température  du  liquide. 

(52).  Je  représenterai  par  «p  le  rayon  d\ipe  section  horizontale , 
£iite  dans  la  surface  intérieure  du  ti^,  que  l'on  prendra ,  sans  er- 
reur sensible,  pour  celui  du  contour  de  la  surface  capillaire,  tracé 
sur  cette  surface  k  distance  insensible  de  celle  du  tub^  et  auquel  con« 
tour  l'équation  (5)  appartient.  Si  le  rayon  ce  est  extrètnément  petit, 
on  pourra  supposer,  du  moins  dans  une  première  approximation', 
que  la  surface  capillaire  coïncide  avec  celle  de  sa  sphère  osculatrice 
au  point  C.  On  aura  alors 


cos#=:— -, 


en  observant  que ,  d'après  le  signe  qu'on  attribue  k  y,  cette  quan-? 
tité  est  positive  ou  négative,  selon  que  l'angle .  e».  est  obtus  ou  aigu. 
En  vertu  de  l'équation. (3)  et  de  la  formule  (6),  nous  aurons  donc 


ce  qui  montre  que  le  pojnt  C  s'abaissera  ou  s'élèvera  suivant  que  la 
quantité  F,  dépendante,4e  la  matière  dut  liqujde  et  de  celle  du  tube^ 
sera  positive  ou  négative;  et,  d'après  la  seconde. formule,  l'abai^ 
sèment  .ou  l'élévation  de  C ,  pour  un  même  liquide  et.  différeoa 
tubes  d'une  .mèicne  matière,  serait  en  raison  inyerie  (de  leurs  dia* 
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mètres;  mais  cette  loi  est  ud  peu  modifiée. dans Ja -seconde,  a^prou- 
màtioD.  -    . 

Le  degré  et  le  sens  de  la  couveKitè'  de  la>sariface  capillaire  de* 
pendant  du  rapport  def  à,fi  et  du  signe  de.  F  ^  il  estlipn  de  chei^ 
cher  à  se  rendre  raison,  dés  diverses  Yaletti:a' d?  ce  rapport  pour 
différens  liquides.  Voici  ce^  que  Ton  peut  dire  à  ce  sujet. 

i^.  Lorsque  la  matière  du  tube  n'exerce  -  aucune  attraction  sur 
celle  du  liquide  qui  is^appuie  contre  sa  paroi  inlërie^re ,  la  CQiuche 
du  liquide  adjacente  à  ce ttçl  paroi  doit  être .  dans  4e  même  état  que 
la  couche  superficielle  en  contact .  avec  Tatmosphère.  Ces  deux  cou^ 
ches  liquides I  dune  épai^eur  insensible,  transmettent  la  pression 
intérieure  9  l'une  à  la  surface  de  l'air^  et  l'autre  à  la  surface  do 
tube  ;  et  cette  pression  est  détruite  par  celle  qui  est  exercée  en  sens 
contraire  sur  ces  mêmes  .couches,  et  qui  est  due  à  l'iiction  du  calo^ 
rique  propre,  soit  des  molécules  du  tube |, soit  des  molécules  de 
l'air,  sur  celui  des  molécules  du  liquide.  Cela  étant',  les  forces  R^  et 
K'  seront  les  mêmes  ;  on  aura  donc  9  ^is  — .  ç,  ;  d'où  il  résultera 
F  ==  H ,  cos  û)  zssi,  y  s=s. —  a  ;  et  la  surface  du  liquide  sera  celle 
d'une  demi -sphère  convexe,  par  en  haut.  Ce  premier  cas  est  celui 
de  l'eau  contenue  dans  un  tube  dont  la  surface  intérieure  est  enduite 
d'un  corps  gras. 

2^.  Si  l'attraction  du  tube  n'est  pas  nulle,  la  variation  de  densité 
du  liquide  ne  sera  plus  la  même  près  de  la  surface  libre  et  près  de 
la  paroi  du  tube,  et  l'on  n'aura  plus  9  =  — g..  Lorsque  l'action  mo- 
léculaire du  tube  sera  ia  même  que  celle  du  liquide ,  celui  -  ci  se 
trouvera  dans .  le  même  état  que  s'il  était  contenu  dans  un  tube 
formé  de  sa  propre  matière  ;  il  n'éprouvera  donc  plus  aucune  varia- 
tion de  densité  près  de  la  paroi  du  tube;  par  conséquent,  on  aura 

CD-sssaç  (n°  49)  J  c^  9™  donne  ^Fss:*— ^r,  et  d'où  il  résuljte 

Vu  l'état  de  dilatation  du  liquide  dans  l'épaisseur  de  sa  couche  super- 
ficielle, à  laquelle  répond  Fintégrale  que  ^,  rejil^^ente,  il  est  naturel 


de  penser  que  cette  quantité  q^  est  peu  considérable  reliffivement  à  q. 
Dans  ce  second  cas,  le  rayon  y  doit  donc  peu  différer  de  celui  du 
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tube^  et  la  forme  du  liquide  doit  être  à  peu  près  un  hëpiisphère 
concave.  «  .  .    : 

S*.  D  après  Texamen  de  ces  doux  premiers  cas^  nous  pouvons  ;ai^^ 
mettre  cpë  si  la  fyrce  attractive  dutube  passe  graduellement  de  zërb 
à  une  int^usitë  égale  à  celle  de  l'attraction  du  liquide  sur  l^i-méme  p 
la  quantité  4r  passera  en  même  temps  de  —  9,  k  2q;hL  quantité  F,  de 
H  à  une  valeur  peu  différente  de  —  H,  et  la  forme  du  liquide ,  d'un 
hémisphère  convexe  à  une  surface  concave ,  à  peu  près  béniisphé- 
rique  f  sans  qu'on  puisse  assurer  ^néanmpins  que  la  figure  du  liquide 
et  la  valeur  moyenne  F  ss  o  répondent  a  une  attraction  du  tube 
égale  à  la  moitié  de  celle  du  liquide  (n""  20). 

4^.  L'attraction  du  tube  continuant  d'augmenter  et  devenant  supé- 
rieure à  celte  du  liquide ^  on  peut  aussi  admettre  que  F  continuera  de 
varier  dans  le  même  sens  qu'auparavant,  et  finira  par  surpasser — H, 
abstraction  faite  du  signe.  Alors,  l'équation  (5)  ne  sera  plus  possible; 
et  comme  elle  est  nécessaire  à  l'équilibre  du  liquide,  cet  état  sera 
également  impossible.  On  en  doit  donc  conclure  que  quand  rattrac- 
tion  du  tube  sur  le  liquide  l'emporte  sur  l'attraction  propre  du  li- 
quide, une  couche  de  ce  fluide,  d'une  épaisseur  aussi  petite  que  l'on 
voudra,  s'élève  au-dessus  de  la  surface  capillaire,  le  long  de  la  paroi 
du  tube  et  jusqu'à ^n  extrémité  ^périeure.  Dans  ce  cas,  on  pourra 
remplacer  la  paroi  du  tube  par  une  surface  cylindrique,  tracée  dans 
l'intérieur  du  liquidé  et  indéfiniment  prolongée  au-des^s  et  au-dessous 
de  la  surface  capillaire.  On  supposera  que  l'action  du  tube  ne  s'étend  pas 
jusqu'à  cette  paroi  fictive,  et  que  la  distance  de  cette  paroi  è  la  sur&ce 
extériehre  de  la  couche  mince  du  liquide,  élevée  au-dessus  de  la  sur^ 
(àee  capillaire ,  soit  insensible ,  mais  |dus  |[rande  que  le  rayon  d'acti^ 
tivité  des  molécules  du  liquide.  De  cette  manière,  on  aura  4r=5  aq; 
et  pour  tenir  compte,  dans  )e  n°  58,  de  l'action  exercée  sur  le  segr 
ment  qu'on  a  appelé  C ,  par  la  couche  verticale  du  liquide  supé- 
rieure a  C ,  il  faudra  diminuer  cette  force  ^ ,  de  celle  qu'on  a  dé- 
signée par  U  (  n""  4')  ^^  qu'on  a  trouvée  égale  à  — r  Çi*  On  :  aura 
donc ,  dans  le  cas  dont  il  s'agît , 

et,  par  conséquent,  y  s=  a}  c'est-à-dire  que  le  Hqnide  sera  coa» 

i4 
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cave  et* bëmièphërique.  Q'est  ce  Cjpe  Fon  observe^  en  effiit^  içmXm 
les  fois  que  le  tube  est  Susceptible  d'être  mouillé  par  le  liquide  >^t 
iqti^  a  été  préalablement  humecté  dans  tonte  ta  longueur*  Lorsque 
Ton  n*à  pas  pris  cette  précaution-,  le  îrottement  du  liquidç  contre 
le  tube  s'oppose  à  Télévation  de  la  couche  mîiioe  dti  ^fluide  au-*des-«* 
Sus  de  la  surface  capillaire  ;  ce  qui  donne  lieu ,  comvm  nous  Fex^ 
pllquerons  plus  bas,  à  diSerens  états  d'équilibre ,  dans  lesquels  la 
courbure  de  cette  surface  et  sa  hauteur  au-dessus  du  niveaii  inté«» 
rieur  n'atteignent  pas  leur  maximum. 

(53).  Dans  le  cas  de  F  =  —  fi,  qui  a  lieu  le  plus  commune^ 
ment,  on  aura 

eh  ae  considérant,  pour  abréger,  que  la  partie  principale  ^  de  H ,  et 
substituant  sa  valeur  eu  intégrale  définie. 

Supposons  que  la  tera|>érature  çha^nge,  et  que  ^,  p,  R,  deviennent 
h\  p',  R';  on  aura  de  même 


en  négligeant  la  petite  variatioxi  ^e  a  qui  poux|*a  avoir  lieu*  Or, 
quand  la  densité  augnieute  ou  diminue,  le  nombre  des  molécules 
que  renferme  chaque  unité  de  volmne,  Varie  suivant  le  même  rapport; 
par  cette  raison,  la  quantité  R,  qui  représente  l'action  iXitttueUe  die  deu3i 
unités  de  volume  du  liquida,  devra  varier  dans  le -rapport  du  cari^ 
de  la  densité.  D'ailleun,  la  ibaroe  attractive  de  deux  moléculeii  ne 
change  pas  avec  leur  température.,  nmis  seulemeuit  Jew  répulsion 
mutuelle,  qui  dépend  de  k  quantité  de  chaleur  qu'elles!  çontienwut. 
La  première  de  ces  deux  forces  étant  prépondér^te  dans,  ji^  va][|9nr  4^ 


/. 


oo 


RH^r,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  variation  de  la,  seconde, 
il  suffira  dpnc  de  fiaire 

%      9 


f 

et  en  comparant  l'une  à  l'autre  les  valeurs  précédentes  de  h  et  K^ 


-OD'aura     -.i.H.  •^■.. 
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L'expérience -montre ,  en  effets  que  pour  un  même  liquide  ir  dmtS- 

fëMm  tempërilurts/  rëlër^tion  du  pdirit  &ctblt  piK^pÎEMtfmiiltflleAfent 

à  lii  densité;  c^  qài'doiiiie  liihi  He  cmrd  >t(tte  là'^brce  répubiW'dé'  Iki 

.  chaleur^  ou  du  moins  sa  variation,  que  nous  ayons  négligea ^'  fifk 

qu'une  influence  insensible  éurl  lùt^grale  /     Rr*dr. 

Si  Von  dé^gub  ps^ut/tt/  dètix  iraiçiidiiÀ  |i6éîïHreâ  dont  là  ébHii&ë 
soit  l'unité ,  et  qu'on  mêle  ensetbble  dènx  lîqinde^  daHà  là  propcl^}6^ 
de  i<  à  u%  il  est  aise  de  voir  que  la  valeur  de  cotte  intégrale ,  relative 
au  mélange  ;  sera  de  la  forme  :    - 

• 

en  désfgnant  par  U,  U| ,  V,  des  coeiBciens  indépendans  de  u  et  u', 
supposant  que  les  températures  des  deiix  liquides  sont  égales  entrjs 
elles  ei  les  mêmes  avant  et  après  le  mélange ,  et  negligeâh)^  toujours 
le  changement  d^infénsité  de  là  force  répulsive  qui  peut  résulter  de 
l'absorption  de  chaleur  dpnt  le^mâang^e  jç$t  accompagné.  ÇeUétaot, 
si  Ton  désigne  par  i^  la  valeur  du  produit  hp  qui  répond  au  liquide 
mélangé  y  on  aura 

fj  ftff'f  étant  aussi  des  quantités  iùdépeAdantes  de  u  et  u'^  dont 
la  première  et  la  deriffîro  stàt  les  viïetirs.  de  h^  relatives  aux  deux 
liquides  séparés.  Il  serait  intéressant  de  vérifier  cette  formule,  par 
l'expérience,  pour  différentes  propdMion^  de  ces  deux  liquides,  en 
supposant  /  et  f  connus,  et  spires  ^oir  j^^terminé  yî  ,4'^prè$  U 

valeur  de  s^  qui  répond ,  par  exemple ^  à  i/  =  //  =  -•  Si  elle  s'ac- 

cordait  avec  l'observation  j  l'hypothèse  Se  la  non-influence  sensible 

de  la  chaleur  sur  la  valeur  de   /     tijt^dr,  "autrement  que  par  la  dila- 

4b«r4te. l^uidtf^ '8^ (Lvouve^ait  ^p^t-^^  ,  ;      i.   .  ii. 

.  i(54);  ^es'  réftèsions  plréoédentas  ae  lappoi  tëat  \  la!  fMMÎa  j>byiifw 
de  la  question.  Revenons  actuellement  à  la  parrie  jBiNAeroatiqoe  ^  et 
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considëroDs  de  nouveau  la  surface  de  rëyolution  qui  termine  un  H* 
quide  contenu  dans  un  tube  cjlindricpe^  vertical  et  à  base  cir- 
culaire, i 


•  i>. 


Ton  [Nrend  Taxe  de, ce  tube  pour  celui  des  js»  et  qu'on  aj^pelle 
t  la  &tânce  du  point  quelconque  M  de  cette  surfieM^è  à  cette  dioite, 
on  aura 

Fordonnëe  z  du  même  point  sera  une  fonction  de  /;  et^  cela  étant, 
on  trouvera  que  Téquation  (2)  devient 

de  '^~t'éi\'^  de)        I    ,     I 


(■+S)' 


y,   ■    K 


ce  qu'on  peut  aussi  voir  en  observant  qu&Jes  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  d'une  surface  de  révolution  sont  le  rayon  de  cour- 
bure  de  sa  courbe  génératrice.,  et  la  normale  à  cette  courbe ,  dont 

■ 

la  longueur  est  *       ^ — •  En  fusant 

H  =  gpa* , 
réquation  (i)  deviendra  donc 


d 
lie 


F  +  7ÂV  +  3?; 


1         ■""«*' 
et  l'on  pourra  la  remplacer  par  celle-ci  : 


i'^t}' 


dz 


qui  s'en  déduit  en  la  multipliant  par  tdt  et  int^praut,  et  dans  la- 
quelle rintégrale  fzidi  commencera  avec  la  variaUe  t.  On  aura , 
en  même  temps, 
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le  signe  da  dénominateur  étant  le  même  que  dan^i^  'pfeWier  membre 
de  réquation,  précédente  •  où  il  se  détermine  comme  il  a  été  dit 
plus  haut  (n^  49)*  '^  donc  on  &it  aussi  ^ 

Técpation  ^3}^  deyi^dra 


:  '  r 


*•*'•      "  J7  "t^^^'V'*''  H^'3f/i  ŒS^O'SJ'.iîr. .'(ô)  JWp  'UKxj  ,:tl 


.    ;  »       •  i  •    I  ■  .  •       1 1    .         • . 


elle  naura  lieU  que  pour  <  =  ct:  et  la  constante  6. queue  renfecmè 
ne  surpassera  pas  3=  i . 

Cela  posé ,  rapproximation  à- laquelle  bn  s'est  arrêté ,  dans  le 
n^  52 ,  revient  à  prendre 

en  regardant  le  radical  coÂme  une  quantité  de  même  signe  que  y. 
Elle*  suppose  que  le  rayon  «.di;  tube  soit vt|;ès.peti^j]»r.arig[^[)prt)an 
produit  ab.  Four  la  pousser  plus  loin^  je  ferai 


a  œ:  ft  +  y  —  y/y'^^  <•  -ir  us 


r  •     • 

'il-         I       •  '  rr 

il.  K      ,  I      • 


u  étant  une  variable  très  petite  et  telle  que  Ton  ait   11  sa  o  et 

^sso,  quand  tz=zOj  afin  que  h  soit  toujours  Tordoimée  du  point 

C  où  le  plan  tangent  est  homontal;  et^'  d&ignant  une  constante 
peu  différente  du  rayon  de  cdurburé  y,  relatif  au  même  point.  En 
vertu  de  Téquation  (6),  on  aum^eoDunç  précédepiQ^eift^  . 


•■  •  I 


• a*  '■'  '^'- 


.* 


En  substituant  la  dernière  valeur  de  z  dans  le  second  membre 
de  réquation  (7)/ on  y  pourra^  dans  cette  secoodé  irpiàt/ifiètAttob y 

négliger  le  terme  —^futdt.  De  cet^  manièr^^  on  aura 


tié  NOCn^BLLE  TVtXUOE 

Je  sobstitue  la  même  yaleur.  de  z  dans  le  premier  mempre  •  et  je  ne- 
(Aise  le  carre  de  3-  :  tirant  ensuite  la  valeur  de  :77 .  il  vient 

Or,  pour  que  ^ë  valeurnde^x  ^i-4n  r&nfteMi  i^  devienne  très  grande 

»ur  aucune  vale^  de  ^ ,  il  faudra  <]ue  le  terme  divise  par  (y* —  t^)^ , 
^irâtàsé^  oe  cSkte  ex^ài^Ôn  ;  6h  fera  donc 


n      -l'i  *.:>        '   ''^  i     i     1  ■'    •       M 


»-    I    »  • 


d'où  l'on  tire ,  à  tris  pea  pès , 


7''=>—£5l 


^   que  la  fraction  ~  soit  très  petite ,  et  rêsuïterk  effectivement  de  la 
supposition  de  A  Iras*  petit  paùr  tappoft  t  d^.^n  aura  maintenant 


Il  ne  reste^tiftiy  (itl*ÎP«tenwîfifef  fc  «î  y.  CTr ,  lés  *«^1!Wtik  ijfe  i^l  («) 
donnent 

-  *- = f  +  î/;  -.«* . 


«  *  J  o 


VUI  '      lA— M.  i..;!fWi    ■■..  f.    i  i    4:.BnJ  '«o'L    '    ')      ,.■<.'>   •■><l 


D£  UâGftlON  CAHUIiAAE.  ut 

MM  premier  terme*  JSa  QcgUgQïmt  les  .tenues,  éimës  paro^  tibivinA 


d'où  Ton  tire  la  valeur  de  7^,  et  ensiiite 

■ 

On  aura,  en  outre. 


•  j  1 1  k 


-"-1171 


H-; 


^  = :: y-r  03- — rn 


3«»  3ce^ 


0&  4Vm  substituera  pour  ^^  sa  valeur  prëcëdente; 

Ou  ne  pourra  plus  fUre  usage  de  ces  fcmmites,  lorsque  b  sera  une 
fraction  peu  considérable.  Si  elle  est  très  petite',  la  courburo  du  li*» 
quide  le  sera  aussi  ;  y  sera  dope  très  grand  par  rapport  à  ec  ;  et  l'on 
satisfera ,  par  approximation ,  aux  équations  (7)  et  (S) ,  en  prenant 

(55).   Toutes  choses  d'ailleurs  égales,  si  Iç  tube,  ay.  lieu  d,^étre        ^** 
plongé  dans  le  Kquide  par  son  extrémité  Inférie^ire ,  çst  adapté  paf 
son  autre  bout  à  un  orifice  pratiqué  au  bas  di)  vasç  qui  contjei^it  Iç 
liquide,  les  équations {^)  et  (8)  auront  eticore  lien  (n^  5o)j  mais  le 

radic^}  y^^-^  y ^T^  <^  »ff^  QOqtisabr^  k  ccjwi  ^'il  aiFait' dam 

le  cas  précédent;  et,  dans  la  première  appradmatioii ^  il  ft^di^ 
prepdre  ^ .        ,       . 


z  =  h^y  +  \/y—f,^f 


;ii  ' 


le  radical  \/y*  -^  <•  étant ,  çQmP^  p£scademment ,  de  même  signe 
que  le  rayon  y.  Or,  pour  avoir  égard  k  ces  difierences^  il  fnaffii^  ^ 
compter  les  z  positives  en  sens  contraire  de  là'  pèsanfeur7et  àë  chan- 
ger le  signe  de  cette  force^  et, '{Urt-€0ii6é)(uent,  a*  en  —a*  dans  les 
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formula  pnécédentes.  Il  en  resolte  que  rabaûstment  da  li^pudf  «u^ 
dammB  de  sob^  m^aati,  dmsice  vase,  8ém.nn;|>ea'  difiëreiit ^''^•ekm 
qjxele  tube  y  sera  plongé  par  son  extrémité  inférieure  ^  ou  cpi^  j 
sera  adapté  par  sou  extrémité,  sqpérieore.  Si  Ton  a,  par  exemple, 
&  ==  i,  on  aura  y  s:=  —  «;:et,  en  yerlu  de  Téquiânion  (ii),  cet 
abaissement  sera  .  •      . 

..  ^        ...  ,        _  ....  ,  ._ 
dans  le  premier  cas,  et,  dans  le  second, 

*  *  ... 


ce  qui  excède  de  -^  la  première  valeur.  Il  faut  éyidemment  que 

b  soit  positif,  pour  que  l'équilibre  soit  possible  dans  le  second  cas. 

(56).  Dans  le  cas  le  plus^  ordinaire  ^  ^ou  Je  ti4>e  a  été  préalable*: 

m/çnt  mouillé  par.  Je  Uquidptdan^  toute  sa  Ipngueur,  ou  ^.b  ssi^^^i, 

y=^;a,  et  l'équation  (il)  donne  :,.  • 


s  ')ki 


(•  ■#  1 


^==ï-r3  +  3?(H4— 0- 


Les  seules  expériences  exactes  qui  aient  été  faites  sur  l'élévation  des 
liquides  dans  les  tubes  capillaires  sont  celles  dé  M.  Gay-Lussac.  EUes 
se  rapportent  à  la  formule  précédente,  et  sont  assez  précises  pour  en 
rendre  sensible  la  partie  qui  n'est  pas  en  raison  inverse  de  <t»  Relati- 
vement à  un  liquide  dont  la  ipatière  et  la  température  sont  données , 
on  déduira  la  yaleur  de  a%  de  la  valeur  observée  de  h  pour  un  rayon 
donné  ce.'  La  formule  fera  ensuite  connaître  la  hauteur  h  qui  répond  à 
iun  autre  rayon  «,  avec  d-autatlt  plus  d'exactitude  que  la  firaetion 

rs  aéra  moins  considérable. 

Ainsi ,  par  exemple ,  dans  un  tube  moujUé  d'eau  à  la  température 
de  8%5,  pour  lequel  ori  avait     -r     -      ■  —  - 


,Ti. 
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On  ai  conclal 

a*  sp  (15,1399)  millimètres  carrés;' 

il  en  r&ulle  que  pour 

a  z=z  9— ,9519, 
on  devra  avoir 

h  =;  i5"",58a9. 

Suivant  M.  Gaj-Lussac,  on  a  i5"'",586i;  ce  qui  ne  diffère  que  de 
o'^yOoSs.  On  peut  remarquer  que  la  différence  serait  beaucoup  plus 
grande ,  si  Ton  n'avait  point  égard  au  deuxième  et  même  au  troisième 
terme  de  la  formule.  •  • 

Si  la  surface  capillaire  n'était  pas  tangente  à  la  paroi  du  tube,  et 
qu'on  n'eût  pas  6=q=iy  il  faudrait,  pour  déterminer  la  valeur  de 
b,  mesurer  la  flèche  du  ménisque  qui  termine  le  liquide,  dans  le 
cas  d'une  valeur  particulière  de  «,  et  l'égaler  à  lexcès  de  la  valeur 
de  z^ relative  a  i^z  a,  sur  l'ordonnée  h  du  centre  C.  Cette  équa- 
tion, jointe  à  celle  qui  résulterait  de  la  valeur  de  h,  mesurée  pour 
la  même  valeur  4e  cl  ,  suffirait  pour  déterminer  la  valeur  de  6 , 
en  même  temps  que  celle  de  il  ;  mais  la  mesure  directe  de  la  flèche 
du  ménisque  est  peu  susceptible  de  précision  ;  et  nous  verrons ,  par 
la  suite,  qu'il  y  a  d'autres  moyens  d'obtenir  les  valeurs  de  a  et  6  dans 
le  cas  où  la  surfacç  du  liquide  fait  un  angle  avec  celle  du  tube. 

(Sy)*  Supposons  que  l'on  place  dans  Fintérieur  d'un  tube,  comme 
celui  que  nous  venons  de  considérer,  un  autre  cylindre  semblable , 
ayant  le  même  axe  vertical;  le  liquide  compris  enti*e  ce  cylindre  in- 
térieur et  la  paroi  du  tube  sera  encore  terminé  par  une  surface  de  ré- 
volution. Si  les  angles  û>  relatife  k  la  matière  du  tube  et  à  celle  du 
cylindre  sont  tous  les  deux  obtus ,  la  génératrice  de  cette  surface 
sera  concave  par  en  haut;  elle  sera  convexe  s'ils  sont  tous  les  deux 
aigus  ;  et  si  l'un  est  aigu  et  l'autre  obtus ,  elle  pr&entera  un  point  d'in- 
flexion. Dans  les  deux  premiers  cas,  il  y  aura  sur  cette  surfac^xme 
ligne  circulaire  et  horizontale  ,  pour  laquelle  toutes  les  normales  è 
cette  surface  seront  verticales,  et  qui  en  sera  une  ligne  de  courbure. 
En  prenant  K  pour  son  rayon  de  courbure,  op  aura  A  =  00;  et  si 
l'on  appelle  €  celui  de  la  génératrice  en  un  point  C ,  où  elle  coupe 

i5 


li4  liOUVELLE  THÉORIE 

la  ligne  horizoutale,  et  que  Ton  regarde  €  comme  positif  <m  coniMe 
négatif,  selon  que  la  génératrice  sera  concave  ou  convexe  par  en 
haut ,  on  aura  A'  =  S.  En  désignant  donc  par  /  l'ordonnée  z  de  ce 
point  C,  nous  aurons,  d'après  l'équation  (i), 

et  en  comparant  cette  valeur  à  la  formule  (6),  on  en  conclura 

7  — h 

'  Si  la  distance  comprise  entre  le  cylindre  et  la  paroi  du  tube  est 
très  petite  ;  par  rapport  k  la  constante  a  i^lative  à  la  matière  du 
liquide,  la  génératrice  de  la  surface  de  révolution  se  confondra  sen- 
siblement avec  son  cercle  osculateur  au  point  C.  En  appelant  alors 
a  la  distance  de  ce  point  à  la  paroi  du  tube,  on  aura  assz — ^cosû», 
et,  par  conséquent ,  Ç=sy  (p?  5^),  si  Tangle  a>  est  le  même  que  précé- 

demment  ;  il  en  résultera  donc  Izsz-h.  Lorsque  l'angle,  c»  sera  aussi  le- 

même  à,  la  paroi  du  tube  et  à  la  surface  du  cylindre  intérieur ,  le 
point  C  se  trouvera  également  éloigné  de  ces  deux  surfaces,  et  a 
sera  égal  h,  la  moitié  de  ia  distance  qui  les  sépare  ;  d'où  Voû  voit 
que  l'élévation  ou  l'abaissement  du  liquide  entre  ces  deux  corps  de 
même  matière  n'est  que  la  moitié  de  son  élévation  ou  de  son  abais- 
sement dans  un  tube  capillaire  dont  le  diamètre  est  égfll  à  leur 
distance  mutuelle.  Quand  la^  matière  du  cylindre  intérieur  différera 
de  celle  du  tube ,  le  point  C  ne  se  trouvera  plus  à  égale  distance 
des  deux  surfaces.  Si  l'on  désigne  par  a'  et  ci/  ce  que  deviennent 
aet  0» relativement  à  la  suréace  du  cylindre ,  on  aura  a'=— Ccos ùf',  et 

l'on  pourra  aussi  prendre  l=i-h'^  en  appelant  h^  la  valeur  de  h  dans 

un  tube  capillaire  de  la  ménie  matière  que  le  cylindre  et  d'un  dia« 
notèti^  égal. à  a^  La  somme  a  +  et'  sera  donnée ,  et  l'on  déteripinera  le 
rapport  de  ses  deux  parties,  au  moyen  de  l'équation  x  cos  c^'ssct'cos^. 
Gomme  ces  résultats  sont  indépendans  de.  la  courbure  du  tube  et 
de  celle  du  cylindre  intérieur,  et  qu'ils  supposent  seulement  leurs 
surfaces  trèa  rapprodiéea  >  et  partout  également  distaides  l'une  de 
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l'autre  ,  il  s'ensuit  qu'on  peut  remplacer  le  tube  et  le  cylindre 
par  deux  corps  terminés  par  des  plans  parallèles  et  verticaux  dont 
)a  dista^nce  mutuelle  soit  très  petite.  Ainsi ,  par.  exemple  i  dans  le 
cas  de  la  même  ^majièrë ,  l'élévation  ou  l'abaissement  d'un,  liquida 
entre  ces  deux  plans,  ou  la. valeur  de  l,  sera  moitié. de  ceUe  de  h 
qui  a  lieu  dans  un  tube  capillaire  dont  le  diamètre  est  égfil  à  leur 
distance  mutuelle;  ce  qui  est  conforme  à^rexpérience*  Dans  ce  ças^ 
et  dans  celui  d'un  tube  et  d'un  cylindre,  on  pqurra,  si  l'on  veut, 
calculer  la  valeur  de  l  avec  plus  d'exactitude  par  l'analyse  du  W"  54  % 
mais  si  la  constante  a  n'est  pas  très  grande  par  r^^i^pçrt  à  répaisswj* 
du  liquide,  ou  biea^.si  les  deux  corps  sont  de  matière  différent^  ,-^t 
que  la  surface  du  liquide  subisse  une  inflexion,  jl  £siudi;a  recowir 
à  d  autres  méthodes ,  ainsi  qu'on  1^  verra  dans  le  chapitre  VI ,-  au^ 
quel  ce  problème  appartient  plus  spécialement.  • 

(58),  L'analyse  du  n°  54  s'ptendra  facilement  au  cas  où  lasurftice 
intérieure  du  .tube,  au  }ieu^'être  cydifidriq^e^sera  une  surfaceiquel-- 
conque  de  révolution,  ayant  toujours  son  axe  vertical,  et  un  dia^ 
mètre  très  petit  dans  toute  sa  longueur. 

Dans  ce.  cas  général,  soient  OC  A  et  UÇfE  (fig,  i4)  les^siurfAOesda  li- 
quide et  du  tube, jet  ¥B  leur  a;y»:CommuDk  Par  iin  point  quâlGOiK)fl^ 
0,  appartenant  au  qontour  de  la  surface  du  liquide,  menonsides  pefw 
pendiculaires  ON,  OK,  OH^àce.tte  surface,. à  «celle  da  tub^  et  à«Jk^ 
verticale  FB.  Supposons  la  norgiale:  O&xomprite  dans  la  matière  duu 
tube,  et  la  normale  ON  extérieure  par  rapport  au*  liquide,  ce  qui  dé- 
terminera le  sens  de  cette  droite,  en  observant  que  le  point  0  s'é- 
carte un  tant  soit  p6u  de  la  paroi  du  tube.  L'anglç  KON  sera  celui 
que  nous  avons  désigné  par  cû',  et  dont  le  coUnus  est  b,  en  con- 
tinuant de  faire  F  ==  bïl.  Appelons  i  Tangle  GOK ,  aigu  ou  obtus , 
que  fait  la  normale  OK  avec  le'  prolongement  OG  de  OH,  et  C  le 
cosinus:  de  l'angle  GON  CQinpfi($  entre  le^  m^ntie'  proloDgementi^la 
normale  ON.  ISmn  auMns  ' 


*  j  >  ■  > 


6=:b  cos  i  db  \/i  —  b^  sin  i , 

selon  que  la  droite  OK  tombet^^^en^^dehois  ou  en-dedans  de  l'angle 
GON  ;  et  si  nous  désignons  par  et  le  rayon  OH  du  tube ,  qui  ré- 
pond à  la  surface  du  liquide ,  nous  aurons  tasuile 

i5.. 
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s+«v/'+S  =  ».     (") 


en  faisant  f  :=z  à  après  les  différentiations.  Dana  celte  éqaatioû ,  le 
radical  aura  le"  même  «igné  que  dans  les  équations  {7)  et  (8).  En 
la  joignant  à  l'équation  Qj),  on  aura  les  deux  équations  qu'il  s'agira 
de  résoudre. 

Il  faudra,  pour  cela,  distinguer  deux  cas  :  le  premier  aura  lieu 
quand  la  verticale  menée  par  le  point  0  ne  rencontrera  pas  de  non- 
yeau  la  surface  du  liquide,  comme  dans  la  double  figure  t4;  le  se- 
cond ,  lorsque  cette  verticale  rencontrera  la  suriâce  en  un  second 
point  (X,  comme  dans  la  double  figure  i5.  Dans  le  premier  cas,  il 
suffira  de  mettre  f  à  k  place  de  b  dans  les  formules  du  n^  54  »  pour 
qu'elles  s'appliquent  aux  équatidns  (7)  et  (la);  le  second  cbè  exigera 
nrte  attention  particulière. 

n  y  aura  alors  un  certain  point  T,  compris  entre  0  et  0',  pour  le- 
quel la  tangente  à  la  courbe  OO'C  sera  verticale.  Dans  la  partie  TC 

de  cette  courbe ,  le  radical  W  ^  "h  ^  sera  une  quantité  positive , 

et  dans  la  partie  TO,  une  quantité  négative,  d'après  ce  qu'on  a  dit 
précédemment  (n°  49)*  ^  s'ensuit  qua>  quel  que  soit  la  constante^, 
on  satisfera  a  l'équation  (  7  ) ,  ou ,  par  approximation ,  à  ré(|uâ- 
tion  (9),  depuis  le  point  C  jusqu'au  point  T,^au  moyen  de  l'équa- 
tion (10),  dans  laquelle  on  fera  toujours 

Pour  satisfaite  k  l'ëgiation  (7),  depuis  lê  point  T  jusqu'au  point  0 , 
on  prendra  " 

le  radical  ayant  le  même  'signe  que  y'',  et  p  étant  une  variable  très 
petite  qui  devra  être  telle  que  cette  valeur  de  z  coïncide  au  point 
T  avec  la  formule  (lo).  Ce  point  répondra  à  t  s:  y;  il  fitudra 
donc  qu'on  ait 

pour  cette  valeur  particulière  de  ^. 


DE  L'ACTION  CÂPILLAlflE.  ti^ 

Comme  le  point  C  u'appartient  pas  à  ia  partie  TO  de  la  sur&cei 
il  ne  sera  pas  nécessaire  que  Tintégrale  Jztdtf  contenue  dans  le  se-^ 
cond  membre  de  Téquation  (7) ,  s'évanouisse  avec  t^  quand  oh  y  subs- 
tituera la  valeur  précédente  de  z.  Je  pourrai  donc  supposer  qu^eft 

négligeant  lè  terme  —/i^tdt,  et  mettant^  au  lieu  de  A,  réqua««- 

tion  (7)  devi^Ae ,  par  la  substitution  dont  il  s'agit , 

dz  3 

■7==^.— ^>"^?;'  —  35^ — S? — '    (*') 

en  sorte  qu'elle  ne  différera  de  l'équation  (g)  que  par  le  signe  du  der-*   0 
nier  terme  de  son  second  membre  ;  ce  qui  lest  nécessaire  pour  que.  y^ 
soit  le  même  que  dans  la  formule  (lo).  Je  substitue  la  même  Valeur 
de  2  dans  le  premier  membre  de  cette  équation  (|3);  je  néglige  le 

carré  de  ^  ;  et  en  ayant  égard  à  la  valeur  de  y\  et  observant  que 
le  radical  v  >  *f"  ^  ^^  maintenant  une  quantité  négative,  il  vient 

ce  qui  donne  '^ 

en  intégrant  et  en  déterminant  la  constante  arbitraire  au  moyen  de  là 
valeur  de  v  qui  répcmd  à  <  =  >'^  La  valeur  correspondante  de  z  sera 
donc 

ce  qui  ne  diffère  de  la  formule  (10)  que  par  le  signe  du  radical 

Ainsi,,  lorsque  la  sur&ce  capillaire  est  rencontrée  en  deux  poittta     ^ 
par  chaque  verticale ,  dans  sa  partie  voisine  de  la  paroi  du  tube , 
l'équation  (10)  appartient  à  la  surface  entière i  eny  prenant  ce  radical 
avec  le  même  signe  que  y\  depuis  le  centre  de  tette  surfiice  jusqu'à 
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la  coiMrbe  pour  -laquée»  le  plan  tangent  est  Tertical^etavec  un^agne 
cgtdtrlains^  deipm*i^ette  courbe  Jusqu'au  contour  de  Ja*  eurfiace; 

Quant  à  la  yaleitF.de  y  qu'il  y:  faudra  eaiiipl(i|)rerpfOn<la  déteim^ 
iEiemien.£ûsant  t^s^m  diuia l'équation  (iS);  eeiqui  donne;,  emnaetiant 
y  au  lieu  de  y'^  dans  les  termes  divisés  par  a*,  et  ayanj;  égainl  à 
l'équation  (12),  %  ^ 

d'oùr^l'on  tire  [  ^ 

en  négïigeâiit  les  termes  divisés  par  d^.  On  aura^  en  même  temps^  en 
iré^igeant  ceux  qui  ont  û}  pour  diviseur  ^        ' 

f    ,  .  .  .  ,       •        •  • 

'  ■^''■-  h *'^ Pi  —  •'  I  '*'  t  '^^^ -^^n . 

» .  ■  '  •  ■  *  -  *  •  •  '  . 

et  si  Ton  compare  ces  formules  à  celles  du  n**  54^  on  voit  que  l'or^onr 
née  du  centré  dé  la  sur&ce  et  sa  courbure  en  ce  point  né  différent  que 

par  le  signe  du  radical  \/x  -. —  C*  de  celles. qui  ont  lieu  lorsque  la  sur- 
face n'est  rencontrée  qu'en  un  seul  point  par  chaque  verticale. 

D'après  la  remarque  du  n*  55  ^  pour  iippHquer  ces  difi<éMUtitM<  for^ 
mules  au  cas  où  le  tube  sera  adapté  par  son  extrémité  supérieure  au 
bas  du  vase  qui  contient  le  liquide,  il  suffira  d'y  changer  a^  en  — a% 
et  de  compter  les  z  positives  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 

On  peut  observer  que  dans  le  cas  de  €=^dz  i,  on  a  y'zszzcza; 
ce  qui  doit  être,'  en  effet,  puisqu alors  le  contour  de  la  siir&ce  car 
pillaire  coïncide  avec  la  courbe  pour  laquelle  son  plan  tangent  est 
vertical.  /  .    ..      '  ; 

^^(59).  Les  différentes  formules  du  nmméro  précédent  sSpposent 
côtinu  le  rayoÎEi  a  de  Ta  section  du  tube  à  laquelle  le  liquide  s'ar^ 
rêtera.  Or^  on  formera  l'équation  dont  sa  valeur  dépend,  en  éga-*' 
IflhMoentre-ellea  les  deux  ^  expressien»  de  Z'quî'^répoiideiitiair'oéii^ 
tou^de  la  suriEaee  dh  Uquidey  et  donl^rune^aera  dotanée  pstr  Véquation 
de  cette  surface ',  et  1 -autre  par  celle  de^  la  surfiaoeâ&tërieure  énr  luhe*, 
4|m  fer  a  aussi 'connaltM  l'angle  i  eii*'fo«ictÎQn  4b  «uS'il'«'«gil>  par 
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exemple I  d'un  cène  droit  à  bl|6e  circulaire^'  i  sera  Tatiglé  dopnéiet 
constant  <]ue  fait  la  génératrice  atec-son  axe  Tertieal>  et  l'oniaum 

j8  =  (a— ^è)tangf^  *  ' 

*  .       .  ■.•'.•., 

pour  la  valeur  de  z  fournie  par  Tequation  de  la  çiurface  du  tube; 
e  étant  le  rayon  de  la  sectipn  faite  par  l^plan.  du  niveau  extérieur. 
On  égalera  donc  cette  valeur  à  celle  qui  résulte  de  l'équation  (lo)^ 
en  y  faisant  ^==«(>  mettait  Cau  lieu  de  b^  et  donnant  le  signe  con- 
venable au  radical  v/y**^— a*. 

(6o).  L'influence  de  l'inclinaison  i  sur  l'élévation  et  la  courbure 
du  liquide,  explique  ce  qui  arrive  .quand.il  atteint  Tune  des  deux 
ei^trémités  du  tube.   .  ^       .     . .  .. 

Supposons^  pour  fixer  les  idées,  que  la  surface  intérieure  du  tube 
soit  celle  d'un  cylindre  vertical,  et  que- ses  extrémités,  soient  termi*» 
nées  par  deux  autres  surfaces  de  révolution,  ayant  Je  même,  aae* 
que  ce  cylindre.  Soit  FB  cet  axe  (^.  i6),  DJ)'  la  génératrice  de  la 
surface  intérieure ,  DPQ  et  DT'Q'  celles  des  deux  «uriaces  extrêmes , 
OCA  ou  OCA'  celle  de  la  surface  du  liquide,  selon  qu'il  s'élèvera 
ou  s'abaissera  par  rapport  à  son  niveau  extérieur  ,^  représenté  par 
GH.  Par  un  point  quelconque  0  du  contour  de  la  surface  capil-* 
laire,  menons  eu-* dehors  du  liquide  le&  normales  ON  et  QK  k  sa 
sur&ce  et  à  celle  du  liquide ,  de  sorte  que  NOK  soit  l'angle  qWon 
a  désigné  par  « ,  lequel  angle  est  donné  et  invariable,  quelque  part 
que  soit  le  point  0.  A  mesure  que.  l'on  enfoncera  le  tube  dans  le 
liquide,  le  point  0  se  rapprochera  du  point  D,  s'il  y  a  élévation 
aur-dessus  de  GH*  Tant  qu'il  n'aura  pas  atteint  le  point  0,  la  sup-î 
face  du  liquide  ne  changera  pas,  non  plus  que  l'ordonnée  CH  du 
point  G  où  elle  coupe  l'axe  FB  ;  l'une  et  l'autre  se  déterminerimt 
par  les  formules  du  n^  54«  Quand  le  point  0  aura  dépassé  le  point 
D,  la  normale  KO  s'écartera  de  la  direction  horÎEOntale;  la  figure 
du. liquide  variera  et  se  déterminera,  ainsi  que  l'wdonnée  CH,  en 
remplaçant,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  58,, la  coasteote' 
6., par  une  quantité  €  dépepdante  de  L'inclinaison  de  KO  et. 'de 
l'angle  constant  jB^ON.  Si,  par  exemple ,t  on  a  6sst— j,  les  droites 
KLO  et  0  N  seront  coqstamment  dans  le  .  prolongement  l'une  *  de 
;  la  concavité  du  liquide  diminuera  de  fdus  en  .plus,  è  me« 
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sure  que  0  s'élèvera  au-dessus  de  0,  et  sa  siirâMre  sera  jAane  et 
de  niveau  ayec  le  liquide  extérieur^  lorsque  0  aura  atteint  le  som- 
met P  du  bord  supérieur  du  tube^  c'est-à-dire  le  point  ou  le 
plan  tangent  est  horizontal ,  et  où  >  par  conséquent ,  la  ligne  KON 
éenr  ye Aicalé^.  Des  effets  |einblablés  auront  lieu  quand  on  élèvera 
le  tiibe  jusqu'à  ce  que  lé  point  0  ait  atteint  et  ensuite  d^pasisé  le 
poii^t  D'.  * 

Cela  posé ,  si  Ton  mène  par  ^  poin^  D  un  plan  horizontal  qui 
coupe  au  point  L  la  courbe  DPQ,  et  si  l'on  retranche  la  partie  tlu 
tube  fÂtuée  au-dessus  de  ce  j^an ,  de  soMe  que  le  tube  soit  mainte- 
nant terminé  par  une  portion  de  surface  plane  et  horizontale,  il  j 
aura  une  arête  vive  à  l'intersection  de  ce  plan  et  de  la  sur&cé  in- 
térieure du  tube I  doDt  le  point  P  fera  partie.  Mais,  dans* la  réalité, 
cette  arête  sera  toujotirs  un  tant  soit  peu  arrondie;  et,  quelque  petite 
*  que  soit  son  épaisseur,  elle  sera  néanmoins  eactrémement  grande,  eu 
égard  au  rayon  d'activité  moléculaire ,  qui  est  tout-à-faît  insensible. 
Or^  cela  suffit  pour  que  ce  qui  précède  soit  encore  applicable ,  lors«- 
qu'on  enfoncera  le  tube  dans  le  liquide.  Quand  le  point  0  aura  at- 
teint Fextrémité  supérieure  de  la  partie  cylindrique  de  sa  surr&ce, 
la  ligne  KON  tournera  autour  de  l'arête  de  jonction  de  cette  partie  et 
de  la  partie  plane  ;  la  normale  OK  à  la  surface  de  cette  arête,  passera 
graduellemeni  de  la  direction  horizontale  à  la- direction  verticale, 
sans  que  l'angle  KON  éprouve  aucune  variation*  Pendant  ce  change- 
ment, le  point  0  se  déplacera  extrêmement  peu  ;  mais  H  n^en  sera  pas 
de  même  à  l'égard  du  point  C.  La  distance  CH  au  niveau  extérieur  et 
la  courbure  du  liquide  dépendront  à  chaque  instant  de  la  direction 
de  OK.  Là  surface  de  l'arête  n'étant  pas  connue,  l'angle  i  que  fait 
cette  normale  avec  le  prolongement  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  0  sûr  l'axe  FB,  ne  sera  pas  donné,  comme  dans  le  n*  58 /en 
fonction  de  la  distance  à  de  ce  même  point  à  cet  axe  ;  mais  ou  pourra 
prendre  pour  a  le  rayon  de  la  partie  cylindrique  du  tube;  et  cette 
quantité  étant  donc  connue,  j^insi  que  l'ordonnée  verticale  du  point  0, 
pour  laquelle  on  prendra  celle  du  point  fixe  D,  on  enrip3oiera,  pour 
trouver  la  valeur  de  /,  l'équation  qui  aurait  servi,  d'après  le'  numéro 
précédent,  it  déterminer  celle  de  «•  On  pourra  donc  considérer 
Itangle  i,  et,  par  o^séquent,  k  quantité  €,  comme  détermina' en 
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fonctions  du  rayon  «  et  de  la  distance  du  point  D  au  niveau  exterieor 
du  liquide;  et,  cela  étant,  on  achèvera,  comme  dans  le  n*. 516,1  de 
calculer  les  valeurs  de  l'ordoBuée  h  et  du  rayon  de  courbure  y  rela- 
tifs au  point  C ,  et  de  déterminer  la  surface  du  liquide. 

Le  même  raisonnement  s'appliquera  au  cas  itù  le  tube  est  terminé 
inférieurement  par  une  portion  de  smrface  plane ,  jointe  a  la  partie 
cylindrique  par  une  arête  vive,  et  oh  on  le  soulève  jusqu'à  ce  que 
cette  arête  inférieure  soit  atteinte  par  le  point  0.  :'     ' 

(6i).  Les  lois  de  Téqùilibre  dans  un  tube  capillaire  seront  évidem- 
ment les  mêmes,  soit  que  le  tube  ait  été  en  partie  immergé,  ou  soit 
qu'il  communique  avec  le  liquide  contenu  dans  un  vase,  par  un  canal 
latéral.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  On  pourra  élever  le  niveau  exté- 
rieur au-dessus  de  l'extrémité  supérieure  du  tube  ;  et  l'équilibre  sera 
possible  jusqu'à  une  certaine  limite,  au-delà  de  laquelle  le  liquide 
jaillira  hors  du  tube,  ou  s'écoulera  sur  sa  surface  extérieure.  Si  Tangle 
KON  ou  û)  est  obtus,  le  point  0,  "après  être  monté  jusqu'au  point  P, 
descendra  le  long  de  la  courbe  PQ,  jusqu'en  lan  certain  point  pour 
lequel  la  droite  ON  sera  horizontiale  et  coïncidera  avec  le  prolon- 
gement de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  FB. 
Cette  position  du  pdint  0  repondra  à  la  limite  dont  il  s'agit.  L'angle  i 
sei*a  alors  le  même  que  «#;  on  aura  donc  cos  i  :=!  b,  et  par  suite 
f  =  I .  L'angle  i  étant  connu ,  Inéquation  de  la  courbe  PQ  fera  con- 
naître les  distances  du  point  0  à  l'axe  Ffi  et  à  un  plan  horizontal 
menés  arbitrairement;  ce  qui  suffira  pour  la  détermination  complète 
dé  la  figure  du  liquide,  qui  sera  convexe  par  en  haut,  et  de  Téléva- 
tioii  du  niveau  extérieur  au-dessus  de  ce  plan.  Les  mêmes  choses 
auront  encore  lieu,  lorsque  le  tube  sera  terminé  par  une  portion 
de  surface  plane,  qui  se  joindra  à  ses  surfaces  intérieure  et  exté-^ 
rieure ,  en  D  et  L ,  par  des  arêtes  Vives  ;  seulement ,  il  arrivera 
alors  qu'abstraction  faite  du  frottement  du  liquide  contre  le  tube, 
le  point  0  ne  pourra  plus  s'arrêter  entre  ces  points  D  et  L.  Par 
conséquent ,  si  l'on  désigne  par  et'  la  distance  de  L  à  l'axe  FB ,  ou 
le  rayon  de  la  surface  extérieure  du  tube ,  on  déterminera  la  figure 
du  liquide  correspondar^e  à  la  plus  grande  élévation  du  niv^^ii  ex:- 
térieur  et  à  cette  élévation  maœima  j  en  employant ,  dans  les  for- 
mules du  n^  54»  cl'  et  €  au  lieu  de  «  et  b,  et  y  faisant  C  =  i* 
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De  cette  manière ,  bn  aura  y'  as  •^.  a'  ;  et  Ton  en  xondimi ,   par 
exemple',         .    '    -  ■    -" 


I 

r 


en  négligeant  lé"  carré  de  la  fraftion  — ,  et  désignant  par  l  la  hau- 

teur  du  niveau  extérieur  au -> dessus  du  plan  horizontal  qui  terani^e 
le  tube|  à  l'instant  où  Tëquilibre  ya  se  rompre;  en  sorte  que  si  Ton 
élevait  encore  un  peu  le  niveau  du  liquide  dans  le  vase  .avec  lequel 
le  tube  communique,  il  commencerait  à  jaillir  hors  du  tube,  ou  à 
s'écouler  sur  sa  surface  extérieure. 

Lorsque  l'angle  KON  sera  aigu,  le  point  0  ne  pourra  pas  s'élever 
jusqu'au  sommet  P  de  la  courbe  DPQ  ;  la  .quantité  €  atteindra  l'unité, 
qui  est  sa  plus  gmnde  valeur,  en  un  point  de  la  partie 'DP  de  cette 
courbe  ;  l'angle  correspondant  i.  se  déduira  de  l'équation  €  z=  i  ;  les 
coordonnées  horizontale  et  verticale  de  ce  point. seront  ensuite  con- 
nues par  l'équation  de  k  courbe,  et  l'on  pomTa  déterminer  complè- 
tement la  figure  du.  liquide.  S'il  y  a  uue  arête  vivç  au  point  D ,  le 
point  0  s'y  arrêtera.;  ses  coordonnées  seront  alors  celles  de  D  ^  et 
l'angle  i  se  conclura  de  Télév^tion  donnée  du  niveau  extérieur  au- 
dessus  de  cette  arête.  Réciproquement,  l'élévatiou  maœima  se  dé- 
terminera d'après  l'angle  i  conclu  de  l'équation  ,C  =  i ,  et  sa  va-^ 
leur  sera  celle  de  /,  en  y  mettant  le  rayon  intérieur  a  du  tube  à 
la  place  de  a'. 

Par  des  considérations  semblables,  on.  déterminera,  dans  tous  les  cas, 
la  figure  du  liquidei  l'eii^émité  inférieure  du  tube ,  lorsque  sa  branche 
verticale  sera  descendante,  ou  qu'il  aura  été  adapté  à  un  petit  orifice 
pratiqué  au  fond  du  vase  qui  contient  le  liquide^ 

(62).  J'ai  insisté  sur  ce  qui  aiTive  quand  le  liquide  atteint  l'une  des 
deux  extrémités  du  tube,  parce  que  je  me  trouve,  sur  ce  point,  en 
opposition  avec  un  passage  de  la  Mécanique  céleste  (^),  où  il  est  dit 
qu'alors  l'angle  sous  lequel  les  parois  du  tube  sont  couples  par  la 
surface  du  liquide,  c'est-à-dire  l'angle  que  j'ai  appelé  âi,  devient 
variable  et  n'.e^t  plus  le  même  qu'à  une  distance  quelconque  4es  deux 
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extrémités.  Cette  assertion  est  échappée  à  l'illustre  anteur  ^  fiiite 
d'aToir  considéré  que  cet  angle  KON  est  compté  à  ^partir  ds<ia  ilot^ 
malc  KO  à  la  surface  du  tabe>^  dont  l'inclinaison  sur  un  «plan  kbri** 
zontal  varie  lorsque  le  point  O  appartient  à  Tarète  stipérteafe  en 
inférieure  du  tube;  ce  qâi  suffit  pour  expliquer ,  sans  que  l'ânglë  m 
éprouve  aucune  variation ,  le  c^angementite  courbure  de  la  surftce 
du  liquide,  et  pour  déterminer  la  courbure  cbrrespoiidante  à  uae 
distance  donàée  du  niveau  extérieur  du  liquideà  l'extiémiftédu  tubs^ 
L'influence  de  l'angle  i  sur  l'élévation  du  centre  dé  la  surfaor  €i^ 
pillaire,  fournit  nussr  leipUcatioi^  des  afférentes-  vâleàrs  de  cette 
élévation  que  lescphjsicienis  ont  obtenues,  pour  un  mémel  liquide^ 
et  dans  un  roêihé  tube . Cylindrique  Vertical,. qui  n'était  pûîi  imMfillé 
préalablement  par  ce  liquide.  En  effet ,  qud  que  soit  le  degré^-^St 
poli  de  la  paroi  intérieure  du  tube^  il  s'y  trouve  toi^ours  des  si- 
nuosités dont  les  hauteurs  sont  incomparal>lement  pTiis  grandes  que 
le  rayon  d'activité  moléculaire 9. et  dont  lesi  normales  .peuvent  faÎM 
des  angles  quelconques,  différens  de  l'angle  dro^jt,  avec  I3  verticale^ 
L'angle  z,  et  par  suite  la  quantité  Ç^  varient  donc  d'un  point  k.  f^n 
autre  dé  1»  surface  du,  tuhiÇ;  que  l'on,  regarde  ccHopme  c;yliqdriqjui;9;  I^ 
différentes  valeurs  de  S  peuvei^t  âtre.  fnoipdres  que  :;b  ly.j^^s.q;}^ 
l'angle  a  éprouve  aucun  changement  ;  et  il  en  résulte  diffé^^s  j^jtaAs 
d'équilibre,  dans  lesquels  le  liquide  est  plus  ou  moins  élevé,  et  la 
courbure  de  sa  surface  plus  tfQ  motns'cànsidéfable;' Cette  sorte  d'in- 
détermination disparait  p  .lorsque  ia.  surface  du  liifuic^ ,  cffftfi^y/^  o,u 
convexe,  est  tangente  à  celle  du  tube,  et  que  l'élévation  ou  L'abais- 
sement de  son  niveau  attéinf  ]ë  nuiltimitniytèqixîk  Kéu,  côkhme  oti 
l'a  vu  précédemment  (  n""  62),  quand  le  tube  i^été  iiiociillé<'»dâlii 
toute  sa  longueur  par  le  liquide,  oa-bieç,  «quand  il  n'exerce  au-> 
cune  attraction  sur  la  couéhe  qui  s'appuie  contre  sa  paroi  intérieure , 
en  vertu:  du  poids  du  liqiude  et'  de  *kt  pressionJatmQSpbénkjcN(.iCeèl 
également  à  ces  skiuosités ,  connoMviAissi  à  celles  <fui  ontitobjoutirliéil 
sur  les  surfaces  regardées  comme  plane»,;  iqweifon'doîtattribiifrradlRÎ^ 
sion  de  la  couche  liquide,  d'une  épaisseu,r  sensible,  qui  mouille  ces 
sur&ces,  quand  b  ou  cos  eu  est  négatTf ,  et  qui  se  maintient  sans 
perdre  m  fluidité^  qiiellb  qœ  8o(*;lcàr'diivctio»>'irèrticBle|:liorii4in-- 
taie  on  incliaéev  -  ,    !»i.>  '.-      :^'*  -jïiM.j-tio  •  si  a»* 'f.i'.»!H  ».iu  ;;(  :ji>  jjo 
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-(63).  Dans  le  dernier  cas  du  n*  6i ,  il  sera  boe  de  calculer  le  poids 
de  la  goutte  i^tii  se  forme  à  l'extrémité  inférieure  du  tube,  à  l'instant 
où  Féquilibre  va  se  roinpre,  et  cfn  supposant  le  tube  .terminé,  par  un 
plan  borizontal ,  ^ui  coupe  ses  deux  surfaces  intérieure  et  extérieure , 
en  D' et  U  où  il  y  aura  des  arêtes  vives  dont  les  rayons  seront  et  et  mf. 

Si  l'angle  KON  est  obtus ,  la  goutte  se  terminera  à  l'arête  exté- 
rieure, et,  s'il  est  aigu,  k  l'arène  intérieure.  Dans  les  deux  cas >  on 
aura  C^ 5=1,  à  l'instant  que  l'on  considère;  le  liquide  sera  convexe; 
chaque  verticale  .ne  rencontrera  sa  surface  qu'une  seule  fois,  et  la 
noranale  extérieure  fera,  en  chaque  point,  un  angle  obtus  avec  la 
verticale  tirée  par  le  même  point  en  sens  contraire  de  la  pesanteur. 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  l'angle  KON  obtus,  A  cause  de 
ff  5=5  i.iet  ys=  -*«r  a',  et  d'après  la  remarque  du  n"*  55^  nous  aurons 


/f 


!+y/a'^  —  !• 


z=A  — ^'+Va'*-r+g-logl— ^^^P -, 

pour  Féquation  de  la  surface  du  liquide,  en  regardant  le  radical 

\/«'*  — ^*  comme  positif,  et  comptant  les  z  positives  à  partir  «du  ni- 
veau du  liquida  «l  dans  le  sens  de  la  pesanteur.  Si  l'on  appelle  z, 
l'ordonnée  d'un  point  quelconque,  comptée  dans  lé  même  sens, 
mais  à  partir  du  plan  horizontal  qui  termine  lé  tube  inférieure- 
ment,  on  aura  donc 


a*'*i       td +}/ fié^  ^  f' 


Le  volume  de  la  goutte  située  au  ^  dessous  de  ce*  plan  sera 
TIF  I  z^tdt  i  et  en  désignant  son  poids  par  m  et  effectuant  l'inté- 
gration, nous  aurons 

En  appelant  2-Jla  hauteur  correspondante  du  liquide  au-dessus  de  l'ex* 
trémité  infiérieure  du  .tube,  c'èst^nlire  la  valeur  de  z  qui  répond  à 
t^M\  on  &ura,  à^trës  peu  près,  .  . 


'  1 


''  Z'— ^— .?«'. 


Le  yù\à&  maximum  m  ne  dépen<ka  pas  de  4a  matièore  dft  tube, 
i  de  la  grandeur  de  la  constante  6;  seulement,  quand'  b  sen  né» 
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gatify  comme  nous  l'avons  supposé ,  le  contour  du  liquide  situé^aU'* 
dessous  du  tube,  sera  Tarète  extérieure  de  son  >  extrémité  ;  -et  dsHis 
le  cas  de  &  négatif,  ce  contour  sera  Tarète  intérieure,  dç  sorte  qu19 
&udra  alors  remplacer  ùl  par  a  dans  Texpi^ession  de  m.  Comme  on 
a  supposé  ai  très  petit  par  rapport  à  iz ,  ce  poids ,  p6ur  différens 
liquides,  sera  à  très  peu  près  proportionnel  à  leurs  densités. 

Dès  que  l'élévation  du  liquide  dans  le  ^ase  auquel  le  tube  est 
adapté,  surpassera  /',  l'équililn^  ne  sera  plus  possible.  Le  liquide 
se  mettra  donc  en  mouvement  :  le  déplacement  de  ses  ^  difféi^ens 
points  sera  très  lent,  si  l'excès  de  pression  est  peu  considérable; 
mais ,  quelque  lent  qu'il  soit ,  la  figure  du  liquide  ne  pourra  plus 
se  déterminer  par  Tabalyse  précédente,  qui  se  rapporte  exclusive- 
ment au  cas  de  l'équilibre.  L'observation  montre  que  la  goutte  sus- 
pendue à  l'extrémité  du  tube  s'allonge  graduellement  jusqu'à  ce 
qu'une  partie  se  détache.  M.  Gày-Lussac  a  trouvé  que  pour  un 
même  liquide  et  un  même  diamètre  extérieur  du  tube ,  le  poids 
des  gouttes  tombantes  est  constant ,  et  que  pour  différens  liquides , 
il  n'est  pas  proportionnel  aux  densités*  Le  rayon  extérieur  du  tube 
dont  il  a  fait  usage  était 

et'  =  5"*,  09. 

A  la  tempéi:ature  de  i5^,  il  a  trouvé  8Sg875  pour  le  poids  de 
100  gouttes  d'eau.  En  calculant  la  valeur  de  m.,  d'après  cette  va- 
leur de  ai  et  de  celle  de  a^  du  n*  56 ,  on  trouve,  à  très  peu  près , 

m  =  o',o8; 

/ 

en  sorte  que,  dans  ce  cas,. le  poids  de  chaque  goutte  qui  se  dé»- 
tache  surpasse  très  peu  celui  de  la  goutte  suspendue  en-dehors  du 
tube,  à  rinstiM^t  où  Féquibre  commence  à  se  rompre.  Mais  il  fiint 

et'  .         3  ' 

remarquer  que  le  rapport  —  étant  environ  7 ,  cette  Valeur'  de  m , 

déduite  de  la  formule  précédente,  peut. ne  pas  être  suffisamment 
approchée.  A  la  même  température,  M.  Gay-Lussac  a  trouvé 
S'^oSyS  pour  le  poids  de  xoo  gouttes  d'un  alcohol  donjt  la  densité 
était  0,8453,  en  prenant,  celle  de  l'eau  pour  unité;.d^f>ii  il.  résulte 
crue  le  poids  de  chaque  goutte  tombante  d'alcohol  est  à  jf>eine  le  tiers 
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de  cdui  d'une  goutte  d'eau  ^  quoique  la-  denaité  du  premier  liquide 
ne  diffère  pas^  d'un   cinquième   de  celle  du   aecond«>  Le   rafqport 

—  étant  plus  grand  que  l'unitë  dans  le  cas  de  TalCoBoI  et  du  tube 

que  M.  Gay-Lussac  a  employés^  on  ne  pourrait  pas  calculer  la 
valeur  de  m  par  la  formule  précédente. 

(64)«  Considérons  maintenant  l'équilibre  d'un  liquide^  homogène , 
suspendu  dajis  un  tube  capillaire  et  soumis  à  la  pression  atmosphé- 
rique,  qu'on  suppose  la  même  sur  ses  deux  surfaces >  auxquelles  ap- 
partiendront les  équations  (9)  et  (i  1)  du  n""  5o..  . 

Nous  supposerons  que  la  surface  intérieure  du^- tube. soit  une  sui^ 
Eace  de  révolution  qui  ait  son  axe  vertical  ;  jl  .en  sera  de  txïkan^  à 
regard,  des  deux  surfaces  du  liquide,  dont  Fane  commun  sera  celui 
du  tube  ;  et  si  l'on  appelle  t  la  distance  d'un  point  quelconque  M 
de  l'une  ou  l'autre  surface  à  cet  axe,  et  p  la  densité  du. liquide  di-. 
minuée  de  celle  de  l'air ,  ^t  qu'on  fasse 

H=sgpflS      ^  — n  =  gpc, 


les  équations  (9)  et  (11)  deviendront 

di   ^  t  di'^       €1*        V  "'"  ^/'  /    ' 
dH     ,     i  dz         ^(z-^c)  /  .    ,    rfz*\» 


(i4) 


La  première  appartiendra  à  la  surface  supérieure ,  et  la  seconde  à 
la  surface  inférieure.  Les  ordonnées  positives  z  et  z^  seront  por- 
tées au-dessus  d'un  plan  horizontal  qu'on  choisira -arbitrairement ; 
k  coicidtante  c  se  déterminera  d'après  le  volume  donné  du  liquide* 
Pour  chaqbe  point  M ,  on  regardera  le  radical  contenu  dans  le  se^ 
coud  membre  de  l'une  ou  l'autre  équation ,  comme  une  quantité 
positive  ou  négative ,  selon  que  la  normale  en  ce  point  fera  un  angle 
aigu  ou  obtus,  avec  la  verticale  tirée  par  le  même  point  en  sens 
contraire  dé  la  pesanteur. 

Soit  eti  outre  P=âb  ^H.  Appelons  .x<  la  distance  à  Taxe  du  tube , 
d'un  pohit  ^elcbnque  0  ap{>artenàtit  au  contour  de  la  surface  Su* 
^'euire;  if  l'àhgle  ^i  4  été  défini  dans  lé  n^  58,  et  é  h  niêthê 
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quaatité  que  duns  ce  BUtnéro.  I>ésignon8  par  œ'f  i\  S',  œ  que  de- 
viennent a: ,  i ,  € ,  relativement  à  un  point  0'  du  contour  de  la 
surface  supérieure.  Nous  aurons 

la  première  équation  a^ant  lieu  pour  .^=xa:r'y  et  la  seconde  pour 
tzzza:,  et  les  signes  des  radicaux  se  déterminant  d'après  les  direc- 
tions des  normales  en  0  et  O',  par  la  même  règle  que  dans  les  équa- 
tions (i4)- 

Appelons  encore  C  et  C  les  centres  des  surfaces  inférieure  et  su- 
périeure, c'est-à-dire  les  points  où  elles  coupent  leur  axe  commun, 
et  en  chacun  desquels  les  deux  courbures  soi^t  égales  et  de  même 
sens.  Soient  y  et  5.'  leurs  rajrons  de  courbure  en  ces  mêmes  points , 
dont  chacun  sera  regardé  comme  positif  ou  comme  négatif,  selon 
que  la  surface. correspondante  tournera  sa  concavité  ou  sa  convexité 
en-dehors  du  liquide  (n""  3o).  Désignons  aussi  par  h  et  h'  les  ordon* 
nées  verticales  de  C  et  C.  D'après  les  équations  {14)9  on  aura 

y  a*  jf  ^    ^ 

Cela  posé,  les  premières  et  les  secondes  équations  (14)  et  (i 5)  for- 
meront deux  systèmes ,  qu'on  résoudra  séparément  par  l'analyse  des 

n**  54  et  58,  lorsque  les  rapports  -»  et  -^^  seront  supposés  très  pe- 
tits, et  en  ayant  égard  aux  signes  que  doivent  avoir  les  radicaux  con- 
tenus dans  ces-équations,  soit  au  centre  de  chaque  surface,  soit  à  son 
contour.  Les  valeurs  de  z  et  z^  qui  en  résulteront  seront  de  la  forme  : 

T  et  TT  étant  respectivement  des  fonctions  de  ^ ,  a: ,  ff ,  et  de  / , 
af^  €',  qui  ne  contiendront  pas  la  constante  c.  Il  ne  restera  donc 
plus  qu'à  déterminer  cette  quantité  et  les  valeurs  de  ar  et  A<,  d'où 
dépendront  celles  de  ^  et  £^         ' 

Pour  cela,  désignons  par  X  et  X'  ce  que  deviennent  T  et  T, 
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quand  on  £dt  t  z^x  dans  T  et  irsix'  dans  T'.  En  appdaût  jr  et 
y  les  ordonnées 'des  points  0  et  (Y,  on  aura 

/  =  c  +  X,      /=c  +  X'.        (16) 

Sôit  de  plus  (^  le  vôlurne  compiîs  entre  la  sudace  inférieure  du  li- 
quide et  le  plan  horizontal  passant  par  son  contour,  et  (/  le  to- 
lume  analogue,  relativement  à  la  surface  supérieure.  En  considé- 
rant chacune  de  ces  quantités  comme  positive  ou  comme  négative, 
selon  que  le  liquide  sera  connexe  ou  concave ,  nous  aurons 

Soit  enfin  €*  le  volume  du  liquide  qui  doit  être  donné;  en  en  re-* 
tranchant  c^  et  i^',  on  aura  le  volume  temiinç  par  la  surface  inté- 
rieure du  tube  et  par  les  plans  horizontaux  des  contours  des  deux 
surfaces  du  liquide,  que  je  représentera^  par  V;  on  aura  donc 

Or,  le  point  0  appartenant  à  la  surface  du  tube,  son  oidonnée^  sera 
donnée  dans  chaque  cas  en  fonction  de  a:,  ainsi  que  Fangle  i,  et  par 
suite  la  valeur  de  €.  Les  quantités  y,  t,  €',  seront  données  de  même 
en  fonctions  de  Jc'  ;  la  valeur  de  V  en  fonction  de  x  et  x'  s  obtien-» 
dra  par  les  règles  connues  ;  et,  de  cette  manière,  les  équations  (16) 
et  (17)  suffiront  pour  la  détermination  complète  des  trois  incon- 
nues JC,  oc',  c. 

(65).  Cette  solution  du  problème  conviendra  également  au  cas 
où  le  tube  sera  composé,  comme  un  siphon,  d'une  partie  courbe 
et  de  deux  branches  verticales ,,  dont  les  surfaces  intérieui^es  seront 
des  surfaces  de  révolution,  et  dans  chacune  desquelles  le  liquide 
s'élèvera  à  une  certaine  hauteur.  On  prendra  alors»  pour  ^  le  vo- 
lume du  liquide  contenu  dans  ces  deux  branches,  aii- dessus  d'un 
plan  horizontal  supérieur  à  la  partie  courbé  du  tube  ,  lequel  volume 
se  déduira  du  volume  total  du  liquide,  en  en  retranchant  celqi  du 
liquide  contenu  au-dessous  de  ce  plan,  qui  sera  aussi  connu;  on 
prendra,  en  même  temps,  pour  Y  la  somme  des  capacités  inté- 
rieures des  deux  branches ,  comprises  entre  ce  plan  horizontal  et  les 
jplfins  d^  contours  des  deux  surfaces  du  liquide. 


DE  L'ACTION  CAPILLAIRE.  1:19 

Supposons,  par  exemple,  que  les  surfaces  intérieures  des  deux 
brandies  verticales  soient  des  surÊiees  cylindriques,  dontx  etV  sont 
les  rayons  donnés;  nous  aurons  alors  i=so,  i'=o,  f  s=sC^=s&. 
En  déterminant  les  valeurs  de  T  et  T' par  les  formules  du  n"*  54»  et 
négligeant  les  termes  divisés  par  a%  on  aura 

i  - ■ 

bc^        %x     ^^  a3r(i  —  &*)•  _,    *  -  /  **^ 


pour  les  équations  des  deux  surfaces  du  liquide,  dans  lesquelles  on 
regardera  les  radicaux  comme  des  quantités  positives.  On  pourm 
remplacer  l'équation  (17)  par  celle-ci: 


^  =  27r r  ztdt  +  3^y     :iidt\ 


d'où  l'on  tire,  en  effectuant  les  intégrations, 

V  (x'  +  jcr'*)  c  =  €*  +  Tria'  {x  +  ;a/)  ; 

ce  qui  fait  connaître  la  constante  ^ ,  de  sorte  qu'il  ne  reste  plus  rien 
d'inconnu  dans  les  expressions  de  2  et  /• 

On  peut  remarquer  que  la  différence  de  niveau  des  deux  points 
C  et  C  ne  dépendra  pas  du  volume  du  liquide.  Généralement,  cette 
différence  sera 


û«       û* 


>       y 

et  ne  dépendra,  par ^ conséquent ,  pour  un  même  liquide,  que  des 
courbures  de  ses  deux  surfaces. 

(66).  Si  le  tube  est  cylindrique  dans  toute  sa  longueur,  et  ter- 
miné inférieurement  par  une  portion  de  plan  horizontal,  qui  se 
joint  à  ses  deux  surfaces  intérieure  et  extérieure  par  deux  arêtes 
vives,  comme  dans  le  n*  63,  le  liquide  descendra  jusqu'à  cette  ex- 
trémité du  tube ,  pour  s'arrêter  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux 
arêtes,  lorsque  l'équilibre  sera  possible.  Le  rayon  xf  sera  donné;  on 
aura  T  =  o ,  €'^=zb ,  et  l'expression  de  z'  sera  la  même  que  dans  le 
numéro  précédent.  Si  le  liquide  est  convexe  par  en  haut ,  c'est-à*- 
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dire,  si  là  quantité  b  est  positive,  il  faudm  qu'il  le  soit  aussi  par 
en  bas,  et  le  liquide  ne  pourra  s'arrêter  qu'à  Varète  intérieure  du 
tvhe.  Si ,  au  contraire ,  cette  quantité  est  négative ,  le  liquide 
pourra  d'abord  être  'Ooncave  par  en  bas ,  et  s'arrêter  à  l'arête  inté- 
rieure. Sa  concavité ,  moindre  qu'à  son  extrémité  supérieure ,  di- 
minuera de  plus  en  plus ,  à  mesure  qu'on  augmentera  la  hauteur 
du  liquide;  elle  disparaîtra  entièrement,  et  la  surface  inférieure  du 
liquide  sera  plane,  lorsque  cette  hauteur  égalera  celle  du  même  li- 
quide au-dessus  du  niveau  extérieur,  dans  le  cas  où  le  tube  est 
immergé  par  son  extrémité  inférieure  :  au  delà,  le  liquide  devien- 
dra convexe ,  et  ne  pourra  pliis  s  arrêter  qu'à  l'arête  extérieure  du 
tube.  En  prenant  ^ors  pour  a:  le  rayon  de  cette  arête ,  et  suppo- 


sant  très  petit  le  rapport  —^ ,  nous  aurons 

20:  (i  —  C*) 


Ca*        2x         ix  (i  —  C»)»        X     I  Cr» 


pour  l'équation  de  la  surface  inférieure  du  liquide,  dans  laquelle  on 
regardera  les  radicaux  comme  des  quantités  positives.  En  effet , 
d'après  la  remarque  du  n®  55,  la  valeur  de  z  —  c  se  déduirait  de 
celle  de  z  du  n^  54  y  en  y  changeant  le  sens  des  z  positives  et  le  signe 
des  termes  qui  renferment  une  puissance  impaire  de  a^  ;  ce  qui 
est  la  même  chose  que  de  changer  le  signe  des  autres  termes^  comme 
nous  le  faisons  ici ,  en  conservant  à  l'axe  des  z  sa  direction  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur. 

Le  plan  horizontal  au-dessus  duquel  seront  portées  les  z  positives 
étant  arbitraire ,  nous  pouvons  prendre  pour  ce  plan  celui  qui 
termine  le  tube.  Nous  aurons  donc  z  =  o ,  quand  t:=sa:  ;  ce  qui 
donne 


3 


C  —  —  —  ^^  -,  ax(i— g^)>     ^,/rr:? 

L'équation  (  1 7)  sera  la  même  chose  que  celle-ci  : 


i^  =  !i7r/     z'tdt^^icf  ztdt  j 

J  o  J  o 


et  en  y  substituait  la  valeur  de  z'  du  numéro  précédent ,  et  celle  de  % 
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qu'on  vient  d'écrire ,  il  en  résultent 

6^  4- ^C  (^*  —  j:'')  =  Tra»  (ff.t  —  fty  )  j 

• 

ce  qui  fait  connaître  la  valeur  de  C.  Les  quantités  c  et  C  étant  ainsi 
déterminées^  les  expressions  de  js  et  de  j^  ne  renferment  plus  rien  d'in- 
connu. Nous  avons  supposé  b  négatif;  mais  s'il  était  positif,  il  suffi* 
rait  de  mettre  au  lieu  de  x^  dans  ces  différentes  formules ,  le  rayotr  x' 
de  l'arête  intérieure  ^  laquelle  le  liquide  s'arrêterait  ators. 

Comme  la  plus  grande  valeur  de  €  est  l'unité  >  il  s'ensuit  qii'<m 
aura  le  plus  grand  volume  du  liquide  que  le  tube  puisse  soutenir ,  en 
&isant  £  =;=  I  dans  la  valeur  de  €'•  Si  l'on  a{^lle  (jl  le  poids  de  ce 
liquide,  et  qu'on  substitue  pour  c  sa  valeur,  il  vient 

dans  le  cas  de  b  négatif,  et 

fx=i7rgpa^x'{i  —  b), 

dans  le  cas  de  b  positif. 

Si  le  liquide  est  le  mercure  non  oxidé ,  et  que  le  tube  soit  de 
y  erre  f  on  sait,  par  la  figure.,  que  ce  iluide  affecte,  daos  un  tube 
capillaire^  que  )a  quantité  b  est  positive  et  moindre  que  l'unité  : 
le  poids  f^  iie  serait  donc  pas. nul,  et  l'Qb^rvatipn  de  ce  poids 
pourrait  servir  à  déterminer  la  valeur  de  6 ,  en  supposant  coonae 
celle  de  a.  , 

Quand  le  tube  est  mouillé  du  liiqfiîde  que  l'on  considère,  on  a 
è  =  — •  I ,  et 

fi=z7rgp{x  4-  ^)  \y^  +  y  (:r  —  A/)J 

S'il  s'agit  de  Feau ,  par  exemple,  on  prendra  pour  a*  dans  (ietfe  for- 
mule ,  sa  valeur  numérique  trouvée  dans  le  n*  56. 

(67).  Pour  donner  une  dernière  application  des  formules  du  n*  64, 
supposons  que  le  tube  soit  conique.  Là  courbure  de  la  surface  du  li- 
quide la  plus  voisine  du  sommet  sera  la  plus  grande  ;  le  liquide  sera 
donc  poussé  vers  ce  point  ou  en  sens  contraire,  selon  que  ses  deux 
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surfaces  seront  concaves  ou  convexes ,  c'est-à-dire  selon  que  l'angle  câ 
sera  obtus  ou  aigu,  ou  son  cosinus  b  négatif  ou  positif*  Par  consé- 
quent ,  pour  tenir  le  poids  du  liquide  en  équilibre ,  il  faudra  que  le 
sommet  du  cône  soit  au-dessous  dans  le  cas  de  la  convexité,  et  au-* 
dessus  dans  le  cas  de  la  concavité.  Je  supposerai  que  ce  soit  le  pre- 
mier cas  qui  ait  lieu  ;  le  second  se  traiterait  de  la  même  manière. 

On  aura  £'=  i,  et  i  sera  langle  donné  que  fait  la  génératrice  du 
cône  avec  son  axe  vertical.  Les  deux  quantités  C  et  6'  ne  seront  pas 
égales  ;  elles  différeront  par  le  signe  du  second  terme  (n^  58) ,  c'est-à- 
dire  que  Ton  aura 


C  =  b  cos  I  —  s/i  —  b* sin  / ,       €'  =:b cos i  +  Vi  —  A' sin i. 

Je  compterai  les  z  et  z'  positives  à  partir  du  plan  horizontal ,  mené 
par  le  sommet  du  cône  ;  il  en  résultera 


y  = 


•^  taDgi'       ^  taogî' 

et  Ton  aura ,  en  même  temps , 

V  =  ^Vo:"  4- 0:0:' +  a/*)  (x'  — x). 

La  surface  supérieure  du  liquide  tournera  sa  concavité  en-dehors  ; 
chaque  verticale  ne  la  rencontrera  qu'en  un  seul  point,  et,  en  cha- 
cun de  ses  points ,  la  normale  extérieure  et  la  verticale  tirée  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  feront  un  angle  aigu.  Par  conséquent,  l'ex- 
pression de  T'  se  déduira  de  la  formule  (10),  en  y  mettant  C  et  x' 
au  lieu  de  6  et  a;  ce  qui  donne 


en  négligeant  les  termes  divisés  par  a*,  et  considérant  les  radicaux 
comme  des  quantités  positives.  On  en  conclut 


G  -  5  ('  -  ^")'  -  ^"  v^^-]- 
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Quant  k  la  surface  inférieure  du  liquide^  elle  tournera  aussi  sa  con^ 
cavité  en-<leliprs  ;  mais  dans  une  certaine  étendue  ^  près  de  la  paroi 
du  tube  f  elle  sera  rencontrée  en  deux  points  par  chaque  verticale  ; 
et,  de  plus,  l'angle  compris  entre  la  normale  extérieure  et. la  ver^ 
ticale  tirée  de  bas  en  haut,  sera  obtus  depuis  le  centre  jusqu'aux 
points  où  le  plan  tangent  est  vertical,  et  aigu  depuis  ces  points  jus^ 
qu'au  contour*  Cela  étant,  on  aura 


-    1  — —  —  H-jpH gp ^\/i— — , 

où  l'on  regardera  le  radical  \/i  — "?•  comme  positif,  et  le  radical 

/ ^CT* 

w  I  -«-  —7-  aussi  comme  positif  dans  la  première  partie  de  la  sur^ 

face/  qui  s'étendra  depuis  ^s=s  o  jusqu'à  tes:  -^^  mais  comme  négatif 

dans  la  seconde  partie,  c'est-à-dire  depuis  ^=7  jusqu'à  t=:x.  On 
aura  donc 

et  d'après  le  signe  du  second  radical,  on  en  conclura 

Au  moyen  de  ces  différentes  valeurs,  les  équations  (16)  et  (17) 
deviennent 


X  wi"     .    ax    a    2jr(i  —  <i'i»    .    X 


tangi 


=  c-  — +  5^4- 3gr— H-cVi~C% 


''  -c-'^^^-^i^^'+ivT^T-% 
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La  dernière  et  celle  qu'on  obtiendra  «n  retrtndumt  la  preouère  de 
la  seconde^  serviront  à  dëtermmer  jr  et  or^;  Tane  ou  l'antie  des  deux 
premières  fera  connaître  ensuite  la  valeur  de  c,  et  ce  sera  la  solution 
complète  du  .psoUèiiie« 

Elle- se  aimplifieia  beaucoup^  loisque  Tangle  i  sera  très  petit;  ce 
qui  permet  de  nemplacer  cos  i  par  l'unité.  La.  difi&ence  x'  -^  x 
sera  aussi  très  petite;  et  en  la  négligeant  et  faisant  Cs&^  sss  b^ 
excepté  dans  les  termes  qui  sont  divisés  par  i  ou  multipliés  par  la 
constante  a*^  ce  qui  peut  les  rendre  considérables,  nous  aurons 

'  .   ,    »  -s-  (^  — x) r  V I  *—  *•  sm  £  —  ta , 


€ 


3 ^rx*(x'-— j:)         4*'«' 


Ea  >ajoutaat  ces  deux  équations  après  avoir  multiplié  la  première 

par  "Ttx^f  on  en  déduit 

et  la  seconde  devient  ensuite 

en  sorte  qu'on  n'aura  pljps^  qu'à  résoudre  cette  équation  du  troisième 
degré. 

(68)«  Supposons  qu'on  indine  l'axe  du  t^e,  et  qu'il  fasse  un 
angle  6  avec  un  plan  horizontal ,  mené  par  son  sommet.  Par  ce  métne 
point ,  menons  un  second  plan ,  perpendiculaire  à  l'axe ,  et  un  troi- 
sième perpendiculaire  i  l'intersection  lies  d^x  premiers.  Prenons  ces 
trois  plans  pour  ceux  des  coordonnées,  et  désignons  par  Ç^  n,  n',  les 
trois  coordonnées  d^un  point  quelconque  M'<ie  la  surfiice  inférieure 
du  liquide,  respectivement  parallèles  à  l'axe  du  c6ne,  à  l'intersection 
des  deux  derniers  plans  ^  vt  à  celle  des  deut  premiers.  L'ordonnée  z 
du  même  point  aura  pour  valeur 

Z  =  Ç  sin  6  -—  >»  cos  9. 
^u  lieu  de  la  seconde  equatidu  (^14)^  nous  atirons.doac 
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^H--j>=|[(Çsîn6~ifcos6  — c), 

pour  l'équation  de  la  surface  inférieure  ;  A  et  A^  étant  les  deux  rayons 

de  courbure  au  point  M^  et  la  valeur  de  — | — ;  étant  donnée  par  la 

formule  (2)^  disins  kqurile  on  mettra  >r^  »',  Ç,  à  la. place  de  ^r,  ^,  z. 
Si  l'on  représente  par  t  la  distance  du«point  M  à  Taxe  du  c6ne,  Téqua- 
tion  du  contour  sera  toujours  la  seconde  équation  (i5),  eo  y  mettant. 
Ç  au  lieu  de  2,  et  désignant  par  6  la  inéme  constante  que  précé- 
demment. 

Cela  posé,  on  pourra  regarder  Ç  comme  une  fonction  de  ^  et  n , 
dont  le  développement,  suivant  les  puissances  de  >i,  sera  de  la 
forme  : 

Ç  =  ZH-Z'^+Z''-'  +  etc.î 

Ta  f  1',  Z*',  etc. ,  étant  des  fonctioiis  de  t.  En  substituant  cette  série  à 
la  place  de  Ç  dans  l'équation  précédente ,  et  égalant  ensuite  les  termes 
semblables  dans  ses  deux  membres,  on  formera,  eu  effet,  une  suite 
d'équations  dont  la  premiène  ne  contiendra  que  Z,  la  seconde  Z  et  Z', 
la  troisième  Z,  Z'  et  Z*',  et  ainsi  de  suite.  On  en  pourra  donc  déduire 
successivement  les  valeurs  de  toutes  ces  inconnues;  et  Ton  pourra 
aussi  s'assiirer  de  la  convergence  de  la  série.  Or,  si  l'on  néglige, 
comme  précédemment ,  les  termes  de  Tordre  du  carré  dû  rayon  du 
cône ,  divisé  par  a*,  la  valeur  de  Ç  se  trouvera  réduite  à  son  pre- 
mier terme  Z,  dont  l'expression  se  déduira,  sans  nouveaux  cal- 
culs y  de  ceUe  qu'on  a  trouvée  pour  z  dans  le  cas  de  l'axe  vertical , 

en  y  mettant  -r— v  à  la  place  de  a*.  Le  même  raisonnement  s'ap^ 

plique  aussi  à  la  surface  supérieure  du  liquide  ;  il  s'ensuit  qu'au 
degré  d'approximation  où  nous  nous  arrêtons,  l'inclinaison  8  de  Taxe 
du  cône  n'influe  sur  les  équations  d'équilibre  du  liquide,  qu'en  ce 

qu'il  y  faut  remplacer  a*  par  -r— ^  ;  et,  à  cause  de  a'  =  — ,cela  re* 

Or 

vient  à  changer  la  pesanteur  g  dans  sa  composante  g  sin  9  p  paral- 
lèle à  l'axe  du  cône. 


U' équation  (18)  donnera  «lors 
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b€^  sin  i         ^uFC^x  tio  i 

sm  " 


6        0€r  sin  »         2tarâ*x  tiD  i  /  .  y rr   .      a  \ 


OU  ^  ce  qai  est  la  même  chose , 

ba^  %wa^k  sin*  i 


sm 


en  désignant  par  A:'  la  distance  -r— .  du  liquide  au  sommet  du  cône. 

Si  l'on  a  mesuré  k  directement,  cette  formule  fera  connaître  l'angle  0 
correspondant,  que  Ton  pourra  comparer  à  l'inclinaison  observée.  La 
même  équation  aura  lieu  dans  le  cas  de  b  négatif,  en  supposant  Taxe 
incliné  au-dessous  du  plan  horizontal  passant  par  le  sommet  du  cône, 
et  changeant,  en  conséquence ,  le  signe  de  sin  8. 

(6g).  D'après  le  titre  de  ce  chapitre,  il  nous  reste  encore  à  con- 
sidérer l'équilibre  de  plusieurs  liquides  superposés  et  contenus  dans 
un  tube  capillaire.  Je  supposerai  qu'il  y  en  ait. deux;  les  cons- 
tantes spéciales  H  et  F  se  rapporteront  au  liquide  inférieur,  dans 
lequel  l'extrémité  du  tube  est  plongée ,  et  qui  s'étend  indéfiniment 
en-dehors.  Je  désignerai  par  H'  et  F'  les  constantes  relatives  au  li- 
quide supérieur  ;  en  sorte  que ,  si  chacun  de  ces  liquides  était 
isolé,  l'élévation  et  la  courbure  du  premier  dépendraient  de  H  et 
F,  et  celles  du  second,  de  H^  et  F'.  Soit 

F  — F'  =  K; 

et  représentons  par  G  une  nouvelle  constante,  relative  à  la  matière 
des  deux  fluides.  Soit  aussi  p  la  densité  du  liquide  inférieur,  et 
p'  celle  du  liquide  supérieur,  diminué^  l'une  et  l'autre  de  la  dén- 
oté de  l'air. 

Les  équations  des  surfaces  supérieures  du  premier  et  du  second 
liquide  seront,  d'après  les  n^  ^g  et  3o, 
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c  désignant  une  constante  arbitraire ,  et  les  ordonnées  positives 
z  et  z'  étant  comptées  en  sens  contraire  de  la  pesanteur ,  à  partir 
du  niveau  du  premier  liquide  en -dehors  du  tube.  La  valeur  de 

— I-  -7  sera  donnée  par  la  formule  (3),  dans  laquelle  on  déterminera 

le  signe  du  dénominateur ,  d'après  l'angle  que  fait  la  normale  exté- 
rieure à  ce  premier  liquide  avec  la  verticale  tirée  dans  le  sens  des  z 
positives,  de  sorte  que  ce  dénominateur  soit  positif  ou  négatif ,  se- 
lon que  l'angle  dont  il  s'agit  sera  aigu  ou  obtus.  La   valeur  de 

-  H — 7  se  déduira  de  la  même  formtile ,  en  y  mettant  2'  au  lieu 

de  2;  y  et  déterminant  le  signe  du  dénopiinateur^  par  la  même  règle 
appliquée  au  liquide  supérieur. 

Indépendamment  des  équations  (a),  dont  chacune  appartient  à 
tous  les  points  de  l'une  des  deux  surfaces ^  on  aura,  relativement 
à  leurs  contours  (n^  46); 

K=Gcos<p,      r=H'cosaj        (b) 

(P  étant  l'angle  que  fait  la  normale  à  la  surface  de  séparation  des 
deux  fluides ,  menée  par  un  point  quelconque  de  son  contour  en- 
dehors  du  liquide  inférieur,  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  même 
point  sur  la  paroi  et  dans  la  matière  du  tube  ;  et  ^  désignant  l'angle 
analogue,  relativement  au  contour  de  la  surface  libre  du  liquide 
supérieur. 

(70).  Lorsque  la  surface  intérieure  du  tube  est  une  surface  de  ré- 
volution ,  ayant  spn  axe  vertical ,  les  deux  surfaces  capillaires  seront 
aussi  des  surfaces  de  révolution  qui  auront  le  même  axe  que  celle  du 
tube  ;  et  les  équations  (a)  et  {b)  prendront  la  même  forme  et  se  ré- 
soudront de  la  même  mapière  que  les  équations  (14)  et  (i5).  Nous 
prendrons,  pour  exemple,  le  cas  le  plus  simple,  celui  d'un  tube  ver- 
tical dont  la  surface  intérieure  est  celle  d'ua  cylindre  à  base  circu- 
laire et  d'un  très  petit  diamètre. 

En  désignant  par  t  la  distancée  d'un  point  quelconque  de  l'une 
ou  l'autre  des  deux  surfaces  capillaires  à  leur  axe  commun,  mul- 
tipliant les  équations  (a)  par  2tdt ,  et  intégrant  ensuite  leurs  deux 
membres ,  nous  aurons 
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v/^f 


dt 


2^'gf2!tdt  -  et-  ^      ; 

les  intégrales  fztdt  et  fz'tdt  étant  nulles  quand  t  ==  o.  En  même 
temps  f  les  équations  (b)  prendront  la  forme  : 


H 

et  elles  auront  lîeu  pour  t=:a,  en  désignant  par  a  le  rayon  du  tube* 
Les  signes  des  radicaux  sont  les  mémçs  ici  que  dans  les  équations  pré- 
cédentes. Si  donc  on  fait  tz=et  dans  celles-ci ,  et  qu'on   élimine 

dz        dif  ,         . 

^  et  ^  entre  ces  quatre  équations,  on  aura 

2(ù p')  g  I      Ztdt  +  CCL^  -|-  ctK  =s  o  9 

2p'g  I     z'tdt—  ca^  -f-  aF'=  o. 

Appelons  h  et  h'  les  ordonnées  verticales  des  centres  des  deux  sur- 
faces capillaires^  c'est-à-dire  les  valeurs  de  z  et  z'  qui  répondent  à 
/  =  o.  En  ces  points,  les  deux  rayons  de  courbure  de  chaque  surface 
sont  égaux  et  de  même  signe.  Soit  donc  aussi  A  =  A'  =  >  et 
/tfc5=^'=y  pour  ^  =  o.  En  vertu  des  équations  (û),  on  aura 

Maintenant,  dans  une  première  approximation,  à  laquelle  il  suffira 
de  nous  arrêter,  nous  pouvons  supposer  que  les  surfaces  capillaires 
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coïncident  avec  leurs  sphères  oscolatrices  ^  aux  points  où  elles  cou- 
pent leur  axe  de  figure,  et  dont  les  o)rdonnées  sont  h  et  h'.  Nous 
aurons  alors 


=,h+y-^\/y^t^,     z'=  A'-+-y— v/y*—^; 


les  radicaux  y/y*  —  ^  et  V/>'*  —  t*  étant  respectivement  de  même 
signe  que  y  et  y\  c'est-à-dire  positifs  ou  négatifs,  suivant  que  chaque 
surface  tourne  sa  concavité  par  en  haut  ou  par  en  bas.  Je  substitue 
ces  valeurs  de  z  et  z'  dans  les  équations  (c);  il  vient 

OU  bien,  en  vertu  des  équations  (d), 

'  ^+  «F'+  gp'  []>'«•  +  I (>"-  «•)'  _|y»]  =  o. 

Le  rayon  a  étant  supposé  très  petit ,  et  en  supposant  que  K  et  Ê'  ne 
soient  pas  aussi  très  petits,  on  tirera  de  ces  équations,  à  très  peu 
près, 

^=.^«_€(?I^^[GK.  +  |(G'-.KO'-|G«], 

• 

OÙ  l'on  regardera  les  radicaux  comme  des  quantités  positives.  Les 
équations  (d)  donneront  les  valeurs  correspondantes  de  h  et  h',  quand 
on  aura  déterminé  là  constante  c. 

Or,  si  Ton  désigne  par  ttaU  le  volume  du  liquide  supérieur  qui 
doit  être  donné ,  on  aura 


«•€=  a  r*  z'tdt  — .  3  r*  ztdt , 


ou,  diaprés  les  équations  (c) , 
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*•«=  7.(^117 +  /)-t^(;n:7'-7)> 

ce  qui  donne 

•     ^  =  ^^'^'  +  ^[(p-p')F'-p'K].- 

En  substituant  cette  valeur  dans  les  ëquatioùs  {d)j  et  observant  que 
K  =  F  —  F',  on  en  conclut 

*'=  (i;^_|.+  ^[HT'.+  |(H'— F")i_|H"].j 

Les  valeurs  de  ^,  y,  A,  A',  étant  connues,  cellçs  de  z  et  2',  et, 
par  conséquent ,  la  forme  et  l'élévation  des  deux  surfaces  capillaires , 
le  sont  aussi  ;  ce  qui  est  la  solution  complète  du  problème. 

(71).  Si  l'on  supprime  le  liquide  supérieur,  il  faudra  supposer 
p'  =  o,     F==o,     H'  =  o;    K  =  F,     G  =  H, 
au  moyen  de  quoi  la  première  équation  (e)  devient 

et  si  l'on  fait  H=gfa*,  F  =  Hè,  comme  dans  le  n°  54,  cette  va- 
leur de  h  coïncidera  avec  celle  de  ce  numéro,  en  négligeant  les 
termes  divisés  par  a*,  dont  nous  n'avons  pas  tenu  compte  dans  le 
calcul  précédent.  Il  en  sera:  de  même  en  faisant 

P'=P,    F=F,    H'=H, 

dans  l'expression  de  h'. 

Je  désigne  par  x  l'excès  de  la  valeur  de  h'  dotinée  par  la  seconde 
équation  (e) ,  sur  cette  dernière  valeur  de  k.  On  aura 

P5  [H'F*  +  I  (H'»  -  F")'  - 1  H'»]. 
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Il  en  résulte  donc  que  'si  le  liquide  auquel  répondent  les  constantes 
f,  H,  F,  est  d'aboixl  seul  dans  le  tube^  et  que  l'on  verse-  ait-des--^ 
sus  un  tolume  7ra*€  d'un  autre  liquide^  pour  lequel  les  constantes 
analogues  soient  p',  Bf,  F',  le  centre  de  la  surface  supérieure  s'élè- 
vera ou  s'abaissera ,  selon  que  cette  valeur  de  œ  sera  positive  ou 
négative.  Lorsque  cette  surface  tournera  sa  concavité  dans  le  même 
sens,  et  coupera  la  surface  du  tube  sous  le  même  angle ,  avant  et 
après  l'introduction  du  second  liquide,  on  aura 

F  _F  ^ 

ce  qui  réduira  la  valeur  de  x  à  sou  premier  terme,  lequel  est  po- 
sitif à  cause  de  f  >  f'.  Dans  ce  cas,  il  y  aura,  donc  toujours  élé- 
vation du  centre  de  la  surface  supérieure  ;  mais  ce  point  pourra 
s'abaisser,  quand  la  courbure  de  cette  surface  aura  augmenté  ^ou 
diminué  par  l'introduction  du  second  liquide  ,  selon  qu'elle  était 
auparavant  concave  ou  convexe  par  en  haut. 

Supposons,  par  exemple,  qu'après  cette  introduction  la  surface 
supérieure  soit  concave  par  en  haut  et  tangente  à  la  paroi  du 
tube,  et  qu'elle  faisait  primiti vendent  avec  cette  paroi  un  angle  de 

1 20%  dont  le  cosinus  est  —  -.  On  aura  ^ 

F'  =  — H',       F  =  — -H; 

et  il  en  résultera,  à  très  peu  près, 


et 


-=^'-s. 


en  sorte  que  si  la  densité  p'  du  liquide  supérieur  est  les  neuf-dixièmes 
de  la  densité  p  du  liquide  inférieur,  il  suffira  que  6  soit  moindre  que 
le  diamètre  2et  du  tube,  pour  que  x  ait  une  valeur  négative,  et  qu'on 
observe,  en  conséquence,  un  abaissement  du  centre  de  la  surface 
supérieure. 

Cette  remarque  peut  servir  à  expliquer  un  phénomène  observé  par 
Th.  Young.  L'eau  étant  le  liquide  contenu  d'abord  dans  un  tube, 
dont  il  ne  dit  pas  le  diamètre,  ce  physicien  a  versé  au-dessus 
du  liquide  une  petite  goutte  d'huile,  et  il  a  vu  la  surface  supé^ 
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Heure  àfi  cette  huile  s'abaisser  au-dessous  de  la  hauteur  primitive 
de  Teau  ;  abaissement  qu'il  faut  sans  doute  rapporter  au  centre  de 
la  surface 9  c'est-à-dire  au  point  où  elle  coupe  Taxe  du  tube.  Or, 
l'huile  ayant  été  introduite  par  le  haut  du  tube,  il  y  a  lieu  de 
croire  que  la  paroi  du  tube  en  était  humectée,  an -dessus  de  la 
surface  de  ce  liquide,  et  qu'on  avait,  par  conséquent,  F=  -— H^ 
comme  je  t'ai  supposé  dans  le  numéro  précédent.  On  peut  aussi 
supposer  que  l'eau  ne  mouillait  pas  primitivement  le  tube  dans 
toute  sa  longueur,  sans  quoi  l'huile  aurait  difficilement  descendu 
le  long  de  ses  parois.  On  peut  donc  admettre  que  la  surface  de 
l'eau  n'était  pas  tangente  à  la  paroi  du  tube,  et  qu'on  avait  F<C — H, 
comme  je  l'ai  aussi  supposé;  et  ces  données  suffisent,  ainsi  qu'on 
vient  de  le  voir,  pour  que  la  valeur  de  x  puisse  être  négative,  con- 
formément à  l'observation  de  Th.  Young. 

Il  avait  présenté  cette  observation  singulière,  comme  une  difficulté 
qu'il  élevait  contre  la  théorie  de  Laplace,  et  que  j  ai  indiquée  au 
commencement  de  cet  ouvrage.  Mais,  sur  ce  point,  les  formules  de 
la  Mécanique  céleste  sont  les  mêmes  que  celles  dont  je  viens  de  me 
servir  pour  montrer  la  possibilité  d'un  abaissement  du  centre  de  la 
surface  supérieure;  et  l'on  est  fondé  à  croire  que  l'expérience  de 
Th.  Young,  au  lieu  d'êtfe  contraire  à  la  théorie,  en  deviendrait  une 
vérification  intéressante,  si  elle  était  répétée  et  accompagnée  de  me- 
sures suffisamment  exactes» 

(72).  Au  reste,  l'abaissement  dont  il  s'agît  ne  peut  avoir  lieu 
qu'a  regard  de  la  partie  centrale  de  la  surface  supérieure.  Lorsque 
plusieurs  liquides  sont  contenus  dans  un  tube  cylindrique  .et  ver- 
tical, plongé  dans  le  liquide  inférieur,  leur  poids  total  au-dessus 
d'un  plan  horizontal  choisi  arbitrairement  est  le  même  que  si  le 
tube  ne  renfermait  que  le  liquide  inférieur;  et,  comme  la  densité 
de  celui-ci  doit  être  plus  grande,  il  f|iut  que  le  volume  total  de 
ces  liquides,  et,  par  conséquent,  l'ordonnée  moyenne  de  la  sui^Ke 
supérieure  du  liquide  le  plus  élevé,  soient  -pins  considérables  que 
si  le  liquide  inférieur  existait  seul.  Cette  invarii^ilité  du  poids  to- 
tal aurait  encore  lieu ,  lors  même  que  les  liquides  seraient  mélan- 
gés, pourvu  que  le  mélange  n'atteignit  pas  l'extrémité  inférieure 
du  tube. 
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En  effets  prenons  un  plan  horizontal  k  une  distance  sensible  au-* 
dessus  de  son  extrémité  inférieure  et  au-dessous  des  liquides  super- 
posés ou  mélangés;  en  supposant  la  surface  intérieure  du  tube  par-» 
faitement  cylindrique ,  et  faisant  abstraction  des  sinuosités  qui  peuvent 
donner  lieu  à  différens  états  d'équilibre  (n^  62),  il  est  évident  que 
l'action  verticale  du  tube  sera  nulle  sur  chacune  des  molécules  fluides 
situées  au-nlessus  du  plan  horizontal.  Cela  étante  soit  R  TacHon  exer- 
cée en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  par  le  liquide  situé  au-dessous 
de  ce  plan  sur  le  liquide  situé  au-dessus,  et  U  le  poids  de  celui-ci; 
pour  son  équilibre,  il  faudra  qu'on  ait 

R  =  U  H-  nA:*; 

n  désignant  la  pression  atmosphérique  rapportée  à  Tunité  de  surface, 
k^  Taire  de  la  base  du  tube,  qui  peut  n'être  pas  un  cercle,  et,  par 
conséquent,  lïk*  la  composante  verticale  de  cette  pression*  La  force  R 
se  composera  de  deux  parties  :  Tune  relative  à  l'action  du  liquide  si- 
tué au-dessous  du  plan  horizontal ,  sur  la  couche  du  liquide  supéiîeur 
adjacente  à  la  paroi  du  tube  et  d'une  épaisseur  insensible;  et  l'autre 
relative  à  l'action  du  premier  fluide  sur  tous  les  points  du  second 
qui  s'éloignait  sensiblement  de  la  surface  du  tube.  Je  représenterai 
par  V  la  première  paiiie  de  R;  la  seconde  sera  la  pression  qui  a 
lieu  à  l'intérieur  du  liquide  dans  lequel  le  tube  est  plongé,  et  qui 
répond  à  la  distance  du  plan  horizontal  au  niveau  extérieur  de  ce 
liquide;  et  comme  cette  pression  intérieure,  rapportée  k  l'unité  de 
surface,  est  égale  k  Tl  +  fgJ^,  en  appelant  g  la  gravité,  f  la  den-*- 
site  du  liquide,  et  /  la  distance  dont  il  s'agit,  la  seconde  partie  de 
R  sera  HA:*  -f"  P8^^*'  ^°  substituant  sa  valeur  totale  dans  l'équa* 
tion  précédente,  on  aura  donc 

Or,  la  quantité  Y  ne  dépendra  que  de  la  matière  du  liquide  infé- 
rieur et  de  son  degré  de  compression  près  de  la  paroi  du  tube , 
c'est-à-dire  de  la  matière  de  ce  liquide  et  de  celle  du  tube.  Il  en 
sera  donc  de  même  à  l'égard  du  poids  U;  par  conséquent,  ce  poids 
ne  changera  pas  avec  la  matière  et  le  nombre  des  autres  liquides; 
ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 
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Quand  il  n'y  a  que  deux  liquides,  et  qu'ils  ne  sont  point  mélangés, 
on  parvient  à  la  même  conclusion  au  moyen  de  l'équation  (17)  du 

n*  36«  Cette  équation  est 

-     •  .  •  --    ■ 

P-+-r  =  — r-H'cCOSû) -ï — Gccos0: 

P  étant  le  poids  du  liquide  supérieur,  F 4^ F  le  poids  du  [liquide  sou- 
levé ou  abaissé  par  l'action  capillaire^  c  le  contour  àe  la  base  du 
tube ,  a>  et(ples  mêmes  angles,  et  H'  et  G  les  mêmes  quantités  que 
dans  les  équations  (b).  On  aura  donc,  d après  ces  équations, 

PH.r  =  -T-ié?F— icK  =  — icF, 

'  a  2  a       ' 

à  cause  de  K==F  —  F'.  Or,  cette  valeur  de  P  +  T  est,  comme  on 
voit ,  indépendante  de  la  matière  du  liquide  supérieur. 

Dans  ce  cas  particulier,  le  poids  Ù  diminué  de  gpj'f^  est  la  même 
chose  que  P  +  F j  on  doit  donc  avoir 

V  =  — icF; 

a       ' 

et,  en  effet,  V  est  la  somme  des  forces  P  et  v  du  n^  38,  multipliée 
par  c  ;  quantité  égale  à cF,  d'après  le  n°  46- 

(yS).  Quelle  que  soit  l'action  mutuelle  des  deux  liquides  super- 
posés, si  la  paroi  intérieure  du  tube  est  recouverte,  dans  toute  sa 
longueur,  d'une  couche  trè»  mince  de  l'un  de  ces  liquides,  mais  dont 
ré)>aisseur  ne  soit  point  insensible,  leur  surface  de  séparation  sera 
tangente  h  la  paroi  du  tube,  et  elle  tournera  par  en  haut  sa  convexité 
ou  sa  concavité,  selon  que  la  couche  mince  appartiendra  au  liquide 
supérieur  ou  au  liquide  inférieur. 

En  effet ,  supposons  que  ce  soit  le  premier  cas  qui  ait  lieu.  Si  l'on 
applique  au  liquide  inférieur  la  formule  (a)  du  n^  4^,  on  en  conclura 
<39*  =  —  q;  car,  dans  la  supposition  que  nous  faisons,  la  fonction  9 
contenue  dans  cette  formule ,  serfi  évidemment  la  même  que  la  fonc- 
tion R,  renfermée  dans  l'expression  de  ç,  du  n*  27.  De  plus,  le  li- 
quide supérieur  n'éprouver§  aucune  variation  rapide  de  densité  près 
de  la  couche  mince,  adjacente  au  tube;  oji  aura  i^lors  <Z7'=  zq*(p?  A9)i 
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et,  d'après  ces  valeurs  de  v  et  4»^,  les  équations  (lo)  du^n^  4^  don^ 
neront  KssG;  d'où  il  résultera  cos 9  =  i  et  ^  =  o;  ce  qui  répond 
a  une  surface  tangente  au  tube  et  convexe  par  en  haut.  Si  f  au  00D«» 
traire  la  couche  mince  adjacente  au  tube  est  formée  par  le  liquide 
inférieur,  on  aura  v  =  ^i^  et  v'^  —  y,  ;  il  en  résultera  K»s— •G  ^ 
et  ensuite  cos^ss-^  i  et  ^ss'jr;  ce  quirépoud  à  une  surface  tan- 
gente au  tube  et  concave  par  en  haut* 

Ces  résultats  contiennent ,  comme  cas  particuliers  f  ceux  du'n^  5a 
qui  se  rapportent  à  un  seul  liquide ,  'renfermé  dans  un  tube  qui 
n'exerce  aucune  attraction  sur  ses  molécules,  ou  dans  un  tube  mouillé 
préalablement  dans  toute  sa  longueur  pai*  ce  même  liquide.   -^  •  ' 

(74).  M.  Gay-Lussac  a  effectivement  reconnu  que  le  mercure  con- 
tenu dans  un  tube  capillaire  et  mouillé  successivement  par  différens 
liquides ,  prend  toujours  une  forme  hémisphérique  et  convexe 
par  en  haut,  lorsqu'il  est  recouvert  d'une  couche  quelconque  du 
même  liquide  dont  le  tube  est  humecté.  Les  dépressions  du  mercure 
qu'il  a  observées  dans  ces  différens  cas,  font  connaître  celles  qui  au- 
raient lieu  si  la  couche  supérieure  n'existait  pas;  mais  elle^  lais*- 
sent  inconnus  les  angles  sous  lesquels  la  surface  de  ce  fluide  vien- 
drait alors  rencontrer  celle  du  tube-,  et  elles  montrent  seulement 
que  Qes  angles  varieraient  avec  la  matière  du  liquide  qui  mouille  le 
tube  dans  chaque  cas.' 

Pour  le  faire  voir,  appliquons  les  équations  (e)  au  cas  du  mercure 
recouvert  par  un  autre  liquidé  qui  mouillera,  en  outre,  la  paroi  du 
tube  dans  toute  sa  longueur.  D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer ,  il 
y  faudra  faire  K  =  G.  Relativement  au  liquide  supérieur,  on  aura 
F'  =  -î- H';^  et,  à  l'égard  du  mercure,  si  Ion  fait  FsssHft,  b  sera 
le  cosinus  de  l'angle  aigu  sous  lequel  sa  sarfàce  viendrait  couper  celle 
du  tube  mouillé,  en  supposant  qu'on* eût  enlevé  la  totalité  du  liquide 
supérieur,  et  qu'on  laissât  -  seulement  subsister  la  couche  mince  de 
ce  liquide,  adjacente  à  la  paroi  du  tube.  Soit  de  plus  H  s=:  gfa^.^  les 

équations  (e)  deviendront  i 

•  ■  , 


jt/  f\  <I*6  et 

«   -_«—-  —  --  ~  j  } 


(/) 
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d'oà  i)  résulte    • 

.  ■     .  .*     ■      , 

pour  là  différence  de  hauteur  des  centres  des  deux  surfiu^es  du  liquide 
supérieur^' 

M.  Gay-*Lus6a€  a  pris  successiveineiit  l'eau  et  Talcohol  pour  le  liquide 
supérieur.  La  tempéi*ature  était  la  même ,  et  s'éleyait  à  i7%5  ;  te  rayon 
dà  tube  était  a«ssi  le  même  •%  savoir  : 

Les  valeurs  de  e  et  de  A  sont  les  moyennes  de  plusieurs  mesures  qui 
dîfféremient  peu  entre  elles*  D^ns  le  cas  de  l'eau,  M.Gay^Lussac  a 
trouvé 

.  'ê^  7->,75oo,      A  =  —  7»»,4î48;  • 
en  prepant 

.    t 77^ 

les  équations  précédentes  donnent 

—  =  7"'',o6i8. 

» 

Dans  le  cas  de  l'alcohol,  dont  la  densité  était  0,8197  ^  ^^^  de  l'eau, 
on  avait 

«  s:  7"",4755 ,      A  =  —  8"»,oa6i  ; 

d'où  l'on  conclnt 

^  =  7-5755. 

Or,  la  différence  de  ces  deux  valeurs  de  —  est  trop  grande  pour  êtïc 

attribuée  aux  erreurs  des  observations;  elle  prouve  que  la  quantité  b 
n'est  pas  la  même  dans  les  xleux  cas;  et  la  seconde  valeur  surpassant 
la  première,  il  en  faut  conclure  que  l'attraction  de  la  couche  d'eau 
adjacente  au  tube  Temporte  sur  celle  de  la  couche  d'alcohol. 

(75).  En  faisant  usage  de  la  première  valeur  de  — ,  et  la  multi* 
pliant  par  celle  de  a,  on  trouve 
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rp-!  I.'    t 


Si  l'on  substitue  cçtt^  ..valeur  numér^ue  dans  la  ipreqiîf  rjç^  ^^tgn^ 
tion  (/j>  elle  fera  connaltrç  ensuite  U,dépi^ssion,;du^  fP^^^l^sifR? 
couvert  i'yxne  çpucjhi^  dWu,  4Vi^ j çpai^u;r  doi^^.i,:.ç;to^Q9ti9KH 
dans  un  tube  capillaire, .,d un. rajon  a, ^usj^i  donfi^^»  pc^i^^;4çi;i)f^^ 
mouillé  .d'e2ui...0n  poiirra  faire,  usa^e  de  cette  fior^Lçn  i^^Wf^ifi 
aura  ijne  grandeur  sensible,,  aipssv^pe^  q^m  Vf^n  if^ti^,;],jfffim 
quand  la  couche  deau  qui  regouyrçj  lerpa^Oi^^ax^  ^n^n9Qi^9|» 
disparu ,  sa  dépression  sera  déterminée  par  la  formule  du  n*  7 1  ^ 
qui  devient 

»=-^+5[»'+|(— »•)•-!]. 

quand  on  y  fait  F  c=  &H  et  H  =  gpa*.  Pour  s'en  servir ,  la  valeur 
précédente  de  a^b  ne  suAra  donc  pas;  et  il  faudrait  aussi  con- 
naître la  valeur  de  & ,  à  moins  que  le  diamètre  du  tube  ne  soit 
assez  petit  pour  qu'on  puisse  réduire  cette  dernière  formule  à  son 
premier  terme. 

En  faisant  bouillir  le  meixure  dans  le  tube  qui  le  contient,  on 
change  cette  quantité  b ,  d*où  dépend  le  degré  de  convexité  du 
fluide,  quand  il  n'est  pas  recouvert  d'une  couche  d'eau.  Gisbois  a 
fait  voir  qu'après  une  ébuUition  suffisamment  prolongée,  cette  con- 
vexité diminue  et  se  change  même  en  une  concavité,  et^  par  suite, 
la  dépression  en  ascension.  Pour  expliquer  ce  changement  remar- 
quable, on  supposait  que  l'épaisseur  de  la  couche  d'eau  adjacente 
au  tube  y  ayant  été  diminuée  par  l'ébuUition,  la  matière  du  tube 
pouvait  agir  directement  sur  les  molécules  du  mercure,  et  qu'elle 
exerçait  sur  elles  une  attraction  plus  grande  que  celle  de  l'eau.  Or, 
cela  exigerait  que  la  couche  d'eau  interposée  entre  la  paroi  du  tube 
et  le  mercure  eût  entièrement  disparu;  car,  pour  peu  que  son 
épaisseur  ne  fût  pas  insensible ,  elle  suffirait  pour  rendre  impos- 
sible l'action  mutuelle  du  mercure  et  du  tube.  L'épaisseur  de  la 
couche  d'eau  étant  devenue  insensible ,  on  conçoit  que  la  quantité  b 
pourrait  varier ,  à  mesure  que  cette  épaisseur  diminuerait  encore  de 
plus  en  plus;  mais  une  pareille  réduction  de  la  couche  d'eau  est 
inadmissible  ;  et  M.  Dulong  a  donné  l'explication  véritable  du  chan- 

19- 
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gement  de  figure  du  mercofe  à  la  suite  de  rëbullition.  U  a  montré 
que,  dans  cette  opération,  on  oxide  une  couche  de  mercure,  en  con- 
tact avec  l'hit*,  et  que  cette  petite  couche,  mêlée  ensuite  à  la  masse 
eiltièr^  du  liquide,  suffit  pour  en  changer  les  propriétés;  en  sorte 
que  la  couche  d'eau  adjacente  au  tube ,  qui  a  pu  cfonserver  une  petite 
épaisseur  quelconque ,  exerce  sut*  le  mercure ,  en  partie  oxidé ,  une 
attmctibn  plus  forte  que  celle  qui  avait  lieu  auparavant,  dont  Tini- 
tensité' dépendra  de  la  proportion  de  l'oicide'formé ,  et,  par  consé- 
quent, de  la  durée  de  FébuUition.    « 


• 


>: 


i . 
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.     CHAPITRE  V. 

Pression  des  liquides j  modifiée  par  Faction  capillaire. 

(76)  •  La  même  force  qui  produit  l'élévation  ou  rabaissement  d'un 
liquide  près  de  la  paroi  du  4ube  ou  du  vase  qui  le  contient,  ou,  gé^ 
néralement,  près  du  corps  ^contre  lequel  il  s  appuie,  influe  aussi  sur 
la  pression  qu'il  exerce  sur  ce  corps  dans. son  état  d'équilibre.  Cette 
modification  de  la  pression  hydrostatique  est  une  partie  essentielle  de 
la  théorie  de  l'action  capillaire;  différens  phénomènes  en  dépendent, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite  ;  et  la  solution  du  problème  ne  sera 
complète  qu'autant  qu'on  aura  déterminé  la  pression  d'un  liquide  sur 
un  solide,  soit  aux  extrémités  du  liquide,  soit  en  d'autres  points 
quelconques.  Nous  allons  nous  occuper  spécialement  de  cette  déter* 
mination. 

Appelons  M  un  point  du  liquide,  situé  à  une  distance  de  sa  suHâc0 
et  d'un  corps  solide,  qui  soit  insensible,  mais  plus  grande  que  le 
rajon  d'activité  moléculaire.  De  ce  point,  abaissons  sur  la  surface  de 
ce  corps  une  perpendiculaire  qui  la  rencontre  en  un  autre  point  M'  ; 
et  par  le  même  point  M  faisons  passer  une  seconde  surface  qui  coupe 
à  angle  droit  toutes  les  normales  à  la  première.  Les  pressioQs  exercées 
directement  par  le  reste  du  liquide ,  sur  la  couche  d'une  épaisseur  inr> 
sensible,  comprise  entre  les  deux  surfaces,  seront  transmises  au  so- 
lide par  l'intermédiaire  de  cette  couche.  Si  le  corps  est  retenu  par  des 
points  fixes,  les  efforts  que  ses  appuis  auront  k  supporter  seront  lea 
résultantes  de  toutes  ces  pressions,  en  supposant,  sanç  erreur  sçn«» 
sible,  chaque  pression  transportée  du  point  M  au  point  M';  s'il  est 
entièrement  libre,  son  poids  devra  &ire  équilibre  à  ces  mêmes  ré* 
sultantes,  en  négligeant,  aussi  sans  erreur  appréciable,  le  poidis  de 
la  couche  liquide  adjacente  a  sa  surface;  et,  cela  étant,  dans  le  calcul 
des  pressions  totales  que  le  corps  éprouve,  on  rapporte  à  chaque 
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point  M  de  la  surface,  la  pression  qui  a  réellement  lieu  au  point  M' de 
celle  de  la  couche  liquide. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  24»  la  pression  rapportée  à  Tonité 
de  surface  et  relative  au  point  M,  auquel  on  substitue  le  point  M',  est 
la  résuRiante  d'une  force  N  norinale  et  disrgée  de  d^horè  en  dedans 
du  corps,  et  de  deux  forces  tangentielles  T  et  T',  dont  les  valeurs 
sont 

«=/'+îG  +  J).    ■»■  =  !.    r=|,    (■) 

/i  éttol  la.presBÎoa  sar  un  plan  passant  par  le  point  M,  ItkffaeUe  est 
indépendante  de  sa  «direction  ;  q-  dësigaant  une  quantité  qni  ne  dé- 
pend que  de  la  «matière  du  liquide  au  peJnt  M  ;  X  et  A^  repréoen- 
tent  les  raye»»  de  courbure  principaux  de  la  surface  qu'on  a  tait 
passer  par  le  point  M ,  ou ,  sans  erreur  sensible,  ceux  de  la  sur*» 
£sice  même  du  corps  an  point  M^,  que  Ton  -  regardera  comme  posi^ 
ûk  ou  comme  négatif,  selon  que  les  lignes  de  courbure  tonmefrt 
leur  concavité  en  «-dedans  du  corps  ou  en-dehors;  et,  enfin,  le^ 
axes  des  x  et  des  ^  étant  respectivement  parallèles  ànx  forces  tan- 
gentielles T  et  T* 

Si  le  liquide  est  homogène  et  partout  à  la  même  tempërattire, 
la  quantité  9  sera  constante,  confiante  sa  densité,  ei  la  pression  se  ré- 
duira k  kt  force  novmale  N.  Là  pesanteîir  étant  la  seule  force  don- 
née  qui  agisse  sur  lé  liquide,  le  pt^miei*  terme  de  N  aura  pour 

exjore^ion 

/>  =  c  —  gps; 

<  .        'k 

z  étant  l'ordonnée  du  point  M ,  verticale  et  dirigée  en  sens  con- 
traire de  '  la  gravité  ;  g  cette  force ,  p  là  densité  du  liquidfe ,  et  c 
une  constante  arbitraire.  Quand  une  partie  de  la  surface  libre  du 
liquide  sera  plane  et  horizontale,  on  aura  czszTÏ,  en  comptant  les 
Z  à  partir  de  ce  pian,  et  désignant  par  fl  la  pression  atmosphérique. 
Qiiâtid!  aucune  partie  de  là  surface  libre  ne  sera  un  plan,  la  cons- 
tante c  ne  sera  plus  égale'  à  la  pression  II  appliquée  à  cette  sur- 
face, et  Toh  devra  recourir  à  d'autres  moyens  pour  la  déterminer. 
D'ans  le  premier  cas,  si  la  hauteur  du  point  M  ati-kfessus  de  la  par- 

lie  plane  du  liquide  surpasse  —  TI,^  1^  quanti^  p  seca  négative  à  cç 
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point.  Cela  arrivera  y  par  exemple ,  dans  l'intérieur  d'un  tube  excessi- 
vement étroit  où  le  liquide  s'élève  à  une  très  grande  hauteur  au-d^sus 
de  son  niveau  extérieur,  ou  bien ,  sans  que  son  diamètre  soit  extréniCK 
ment  petit ,  lorsque  le  liquide  sera  placé  dans  un  air  très  raréfié.  Dians 
sa  partie  supérieure,  le  tube  sera  alors  tiré  de  dehors- en  dedans,  au 
lieu  -d'être  poussé  de^  dedans  en  dehors  ;  et  il  devra  résister  à  cette 
force  par  l'attraction  qu'il  exerce  sur  les  molécules  du  liquide,  dimi^ 
nuée  de  la  répulsion  calorifique.  On  voit  aussi ,  par^  cette  remarque , 
que  la  soram^»  2 ,  que  représente  p ,  peut  non -seulement  changer 
de  grandeur  dans  un  très  grand  rapport,  pour  de  très  petites  diffé- 
rences de  condensations  du  liquide  (n^  i3),  mais  qu'elle  peut  aussi 
changer  de  signe;  en  sorte  que  pour  des  valeurs  très  peu  diffé- 
rentes de  l'intervalle  moyen  des  molécules,  qu¥  a. lieu  en  haut  et 
en  bas  du  liquide ,  la  répulsion  calorifique  soit  prépondérante  dans 
la  partie  inférieure  du  liquide,  et  l'attraction  de  la  matière  pondé- 
rable, dans  la  partie  supérieure. 

Le  terme  p  de  la  valeur  de  N  est  la  partie  principale  de  la  pres- 
sion du  liquide,  et  la  seule  à  laquelle  on  ait  égard,  en  général. 
La  seconde  partie,  est,  en  effet,  très  petite,  et  ne  pourra  devenir 
considérable  que  dans  le  cas  d'un  corps  d'une  très  petite  dimen-- 
sion  et  d'une  très  grande  courbure.  A  la  même  profondeur,  au-des- 
sous du  niveau  du  liquide,  une  sphère  solide  éprouvera,  en  vertu 
de  ce  second  terme  de  N,  une  augmentation  de  pression  d'autant 
plus  grande  que  son  diamètre  sera  plus  petit.  Toutes  choses  d'ail- 
leurs égales,  il  faudra  quelle  soit  susceptible  d'une  plus  grande  ré- 
sistance, pour  n'être  pas  brisée;  et  son  diamètre  subira,  par  la  com- 
pression, une  plus  grande  diminution  que  celui  dîme  autre  sphère 
d'un  plus  grand  rayon.  Le  coefficient  q ,  dont  dépend  cet  excès  de 

pression  intérieure,  n'est  pas  exactement  le  coefficient  -  H  ,  qui  est 

déterminé  par  l'ascension  ou  la  dépression  du  liquide  dans  un  tube 
capillaire;  ils  diffèrent  l'un  de  Fautre  par  une  quantité  q^  reliative 
à  la  couche  superficielle  du  liquide.  Si  Fou  néglige  9,  par  rap* 

port  k  q,  qui  parait  devoir  être  la  partie  principale  de  -  H ,  il   en 

il  »         ' 

résultera  que  dans  l'eau ,  l'excès  de  pressïbn  dont  il  s'agit,  en  chaque 
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point  d'une  sphère ,  d'un  rayon  égal  à  un  millième  de  millimètre , 
équivaudra  à  un  enfoncement  de  i5  mètres  a  peu  près  dans  le  même 
liquide. 

Mais  nous  allons  démontrer  que,  quelle  que  soit  la  nature  du  liquide» 
et  la  forme  d'un  corps  solide  qui  y  est  entièrement  plongé ,  la  seconde 
partie  de  la  force  N  et  les  forces  T  et  f,  appliquées  à  tous  les  points 
de  la  surface  de  ce  corps ,  se  détruisent  sans  le-  secours  d'aucune  autre 
force ,  et  ne  peuvent  lui  faire  prendre  aucun  mouvement  de  trans- 
lation ou  de  rotation.  *  •  « 

(77).  En  faisant  pour  abréger, 


=v^: 


—  JL,  — 


et  désignant  par  V  la  seconde  partie  de  N,  on  aura 


.  \  dz  .  \  d% 

a, —  "T-  «• — T- 

V  dx  ^^  u  4yr 


quelle  que  soit  la  direction  des  axes  des  coordonnées  x,  ^,  z:  on  regar- 
dera, dans  cette  formule,  u  comme  une  quantité  positive  pu  n^[a- 
tive ,  selon  que  la  normale  menée  par  le  point  M'  à  la  surface  du 
corps  et  dans  son  intérieur ,  fera  un  angle  aigu  ou  obtus  j  avec  une 
droite  menée  par  le  même  point  suivant  la  direction  des  z  positives. 
Désignons  par  n ,  yi',  Çf  les  coordonnées  d'un  autre  point  m  de  cette 
surface,  rapportées  au  point  IVr  comme  origine,  et  aux  directions  des 
forces  T ,  T'  ;  appelons  q^,  ce  que  q  devient  en  ce  point  m  :  il  est 
évident  que  les  dernières  équations  (i)  seront  la  même  chose  que 

T  ^      T' ^ 

pourvu  que  l'on  fasse  »  =7  o  et  »'  s=  o  après  les  différentiations ,  ce 

dt      dT 

qui  rendra  nulles  l'ordonnée  Ç  et  ses  différences  partielles  7^  ^^  pr*  Les 

coordonnées  de  m,  rapportées  aux  axes  quelconques  des  x,  ^,  1, 

seront 

jc  +  û)!  "4"  ^^'  H"  ^C/ 

j  -j-  a')f  4-  *V  4.  et,  . 

z^a"yi  +yV-t-c^Çî 
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a,  bp  etc. 5  étapt  les  cosinus  des  angles, compris  entre  les  axes  des 
'^f  ^''i  Kf  ^^  ceux  des  x^jr^  z,  lesquels  cosinus  ^nt  liés  entre  eipc  par 
des  équations  connues,  q^'î^  ^st  inutile  d'écrire.  On  «pourra  considérer 
q'  comme  une  fonction  de  ces  trois  nouvelles  coon^mnées  ;  et  alors 
on  aura 

s;=(i)*+(i)*'+(S)»". 

pour  les  valeurs  particulières  >}  =  o  et  yfz=zo; 

Les  parenthèses  dont  sont  enveloppées  les  différences  partielles  de  q, 
indiquent  qu'elles  doivent  être  prises  en  regardant  les  trois  variables 
x,jr,  Zy  comme  indépendantes;  mais  nous  pouVoQS  aussi  consi- 
dérer z  comme  une  fonction  de  x  etjr^  donnée  par  l'équation  de  la 
surface  du  corps  ;  et  sous  ce  point  de  vue  ,  nous  aurons 

(dq\  ^,^^f^\^       (Ù.\ ^         (dq\dz 
di)~di        \dz)dx'     \dj^)~'^^\di)^' 

m 

D'ailleurs,  l'axe  des  z  positives  étant,  la  normale  à  la  surface  du 
coips  f  menée  dans  son  intérieur  par  le  point  M'  dont  les  coordon- 
nées sont  X,  j,  z,  et  c,  c',  d\  désignant  les  cosinus  des  angles  que 
fait  cet  axe  avec  ceux  des  or,  j^  z,  il  s'ensuit  qu'on  aura 


i  dz  / i  dz  If  _^  I 

V  dx  s>  djr  V 


9 


en  donnailt  à  v  le  même  signe  que  dans  l'expression  de  V.  On  a,  en 

outre 

^  +  aV  +  aV'  =  o,  6c-h6V+6V'  =  o; 

il  en  résultera  donc 

V 

r/  dz     ^       f  dz  .#/         J  dz     .     f,dz 

ce  qui  fera  disparaître  (-j-j  dans  les  valeurs  de  ^  et  ^ ,  ou  de  T  et 
T',  et  les  réduira  à 
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De  cette  manière^  les  fopoes  nomiale  et  taDgentielles  V^  T,  T^,  sont 
exprimées «n  fonctions  de  coordonnées  quelconques  Xf  jr,  Z}  i\  faut, 
de  pins 9  les  transformer  en  d'autres  forces^  dont  les  directions  soient 
aussi  quelconques  et  invariables. 

Supposons,  pour  cela,  qu'on  ait  d'abord  pris  la  résultante  de  Y, 
T,  T^,  et  qu'on  la  décompose  ensuite  suivant  les  axte  des  jX ,  jr ,  z. 
Soient  X,  Y,  Z,  ses  trois  nouvelles  composantes;  nous  aurons 

X  =  aT  4-  &r+  c\, 
Y  =  a^T+  b'T+  cT, 
Z  =  ,a"T  -h  è^'T'H-  c"Y. 

Je  substitue^  dans  ces  formules^  les  valeurs  de  T  et  T'  données  par 
les  équations  (3),  et  celles  àe  c,  c',  c";  j'observe  que  Ton  a 

<w"H-  M"  =  —  ce"  =  \~, 

j^u i    dt  ^ 


d'oii  il  résulte 


dz^\  dq  ^^    \    dz   dz    dq  \    d%  yj 


X=  —  ^I 

p*   \       *'    djf^J  dx  V*  dx  dj-  djr~~  ~\^  dx 

i^  \    "^  dxO  dj         i^^  dx  dj-di         ~  d^     ' 

Z  =  —  — -^  jul.'^^^jL.  ly- 

i'*  ^£r  ûfr  t'*   djr  djr  v      ' 

et  en  y  mettant  pour  V  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (2) ,  ces  for- 
mules  pourront  s'écrire  ainsi  : 
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""  V        ■   dx      .         -y        àr        ' 

I      y\       </xy        I     '  y  dx  djr     \         (4) 


Y  =  1—1. 


if;^  V         dx         * 


.à.  dz-*  j  Ç  dz 

if       dx  V       ifyr      ' 

Il  s'agît  donc  de  faire  voir  que  si  Ton  applique  ces  trois  forces  à 
chacun  des  points  9l'  de  la  stfrface  d'un  corps  solide.,  d)e  forme  quel- 
conque, mais  terminé  de  toutes  parts,  elles,  se  feront  équilibre^  ç'est^à^ 
dire  que  la  somme  de  toutes  ces  forces  sera  îiulle,  suivant  chacun  des 
trois  axes  de  x,  j",  z,  et  la  somme  de  leurs  monens,  aivsi  nulle,  au  - 
tour  de  chacune  de  ces  trois  droites. 

(78).  Pour  fixer  les  idées,  je  suppose  que  Taxe  des.z  soit  ver- 
tical et  dirigé  de  bas  en  haut,  et  que  le  Corps  que  Ton  considère 
soit  situé  en  entier  au-dessus  dti  plan  des  x  et  j*;  je  suppose,  de 
plus,  que. chaque  perpendiculaire  à  ce  plaii|  et,  généralement,  une 
droite  quelconque,  tirée  dans  Tintérieur  de  ce  corps,  ne  rencontre 
sa  surface  qu'en  deux  points  ;  et  comme  les  formules  ^4)  ^^^^  ^^^* 
demmient  indépendantes  du  signe  de  v,  je  prendrai  ce  radieal  avec 
le  signe  -f-  dans  toute  l'étendue  de  cette  surface. 

Cela  pose,  circonscrivons  à  ccrtte  mrème  surface  un  cylindre  ver- 
tical qui  la  divise  en  deux  parties ,  VxïDè  inférieure  et  l'autre  supé- 
rieure. Dans  toute- la  première  partie,  la  normale  intérîciire  fera 
un  angle  aigu  avec  Taxe  des  z;  et  puisque  i^  est  une  quantité  po* 
sitive ,  on  aura 


i  dz  f  i  dz  M        I 


V  dx  '  V  dr'  '■' 


les  angles  dont  c  ^  c\  c",  sont  les  cosinus  répoadfèit  k  cette  noc* 
maie.  Dans  toute  la  partie  supérieure,  ce  sera  la  normale  exté- 
^eure  qui  féru  un  a^lé  aigu"  aVéc  Taxe  des  jt;  et,  en  appelant 
^19  ^'1 9  ^''1 9  les  cosinus  des  angles  qui  s'y  rapportent ,  on  aura 
aussi,  à  cause  de  v  pèsitîF, 


i56 


NOUVELLE  THÉORIE 


c,  = 


f  I   dz 


.'I 


Enfin,  si  l'on  désigne  par  ds  l'élément  différentiel  de  la  surface  du 
corps  y  et  si  Ton  observe  que  cet  élément  et  sa  projection  horizontale 
chcdjr  doivent  être  des  quantités  positives ,  on  aura 

ds  =  vdocdj, 

dans  toute  l'étendue  de  cette  surface. 

Multiplions  les  équations  (4)  par  ds  ^   puis  intégrons  dans  toute 
cette  étendue  :  nous  aurons 

W  \  -  •  x.         -  s. 


pLds 


-m 


dx 

4-(cV+c.'») 


d. 


qcc 


4r  _J 


dxdy 


d. 


qc^c 


fids 


-m 


d.^{c^  +  c'-\        d. 


qc(f 


4r 


dx 


\. 


d. 


4r    J 

dxdy 


dxdjr, 


djr 


dx 


dxdjTy 


f^\-fR  '-£+'-^)  -^"r-fK  ^ + ^'  )  ^"^-^ 

la  première  intégrale  double  de  chacune  de  ces  expressions  répondant 
à  la  surface  inférieure  du  corps ,  et  la  seconde  à  sa  partie  supérieure. 
Ces  intégrales  auront, donc  pour  limite  commune,  la  ligne  de  contact 
du  corps  et  du  cylindre  vertical  circonscrit,  en  sorte  qu'elles  doivent 
être  étendues  aux  valeurs  de  x  etjr^  relatives  à  tous  les  points  de  la 
base  de  ce  cylindre  sur  le  plan  de  ces  coordonnées. 

Menons  au  contour  de  cette  base  deux  tangentes  parallèles  à  l'axe 
des  y.  Leurs  points  de  contact  diviseront  cette  courbe  en  deux  par- 
ties ;  et  nous  aurons 

ff^da:djr  =  (fqc'dx)-^[fqc'dx]i  f 

ff±^dxdr={rqc\dx)-.\fq<f,dx]î 
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les  intégrales  comprises  entre  des  parenthèses  répondant  à  Tune  des 
deux  parties ,  «t  celles  qui  sont  renfermées  eiitre  des  crochets  appar- 
tenant à  l'autre.  Mais,  pour  tous  les  points  de  la  courbe  de  contact 
du  corpç  et  du  cylindre  vertical',  et,  par  conséquent ,  pour  toutes 
les  valeurs  de  j:  et  ^  qui  répondent  à  la  projection  horizontale  de 
cette  courbe ,  la  quantité  q  est  la  même ,  soit  qu'elle  appartienne  à 
la  partie  supérieure  ou  à  la  partie  inférieure  de  la.  surface  du  corps  ; 
de  plus,  la  normale. intérieure  à  l'une  de  ces  deux  parties  est,  en 
chacun  des  mêmes  points,  le  prolongement  de  la  normale  extérieure 
à  l'autre  partie,  ou,  autrement  dit,  les  angles  qui  ont  o,  ^,  c'Vpour 
cosinus  sont  les  supplémens  de  ceux  dont  les  cosinus  sdnt  c,,  c\j  c'\  : 
dans  les  intégrales  simples  qui  précèdent ,  on  fera  donc  qcfzs:  — r  qc\  ; 
d'où  il  résultera  ^ 

■ 

(  fqc'dx  )  +  (fqc\dx  )  =  o ,     [fqc'dx}  -f-  [fqc',dx]  =  o , 
et,  par  conséquent, 

On  prouvera  de  même  que  l'on  a 

et  en  ajoatant  ces  deux  équations,  on  en  conclura 

fZds  =  o.' 
Par  un  raisonnement  semblable,  on  trouve 

f\ds  =  o ,         f\ds  s=  o. 

iUnsi ,  les  sommes  des  composantes  des  forces  que  nous  considérons 
sont  nulles  suivant  les  trois  axes  des  x  ^  j^  z. 
Les  équations  (4)  donnent 

XZ  —  MàT  — 3 ^-: —  -  , —  , 
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^  \^  àx 

et^  comme  les  seconds  membres  de  ces  nouvelks  équations  ont  la 
méine.  forme  que  ceux  des  équations  (4)^  on  en  conclura,  par  une 
analyse  semblahte  à  la  préccklente  y 

le&  intégralea  s'étetadant  à  la  surface* entière  du  qorps.  Les  sommes  des 
momens  des  forces  X,  Y,  Z,  par  rapport  aux  axes  des  x,  jr,  z,  «ont 
donc  aussi  nulles;  par  conséquent,  ces  forces  appliquées  à  tous  les 
points  de  la  surface  du  corps  se  détruisent  mutnellenient  ;  ce  qu'il 
s'agissait  de  démontrer. 

Quoique  nous  ayons  supposé,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  sur- 
face du  corps  n'était  rencontrée  qu'en  deux  points  par  chaque  droite 
tirée  dans  son  intérieur,  il  est  aisé  de  voir,  cependant,  que  la  dé- 
monstration précédente  aura  encore  Kcu  dans  le  cas*  d\in  nombre 
quelconque  d'intersections ,  lequel  nombre  sera  toujours  pair,  à  cause 
que  le  corps  est  terminé  de  toutes  parts.  11  faudra  alors  la  diviser  en 
plus  de  deux  parties*  eoati^^'s,  et  ëtettidre  les  ioté^aks  à  chacune 
de  ces  parties  séparément.  Mais  la  démonstration  et  la  proposition 
elle-même  exigent  que  la  surface  du  corps  ne  présente  aucune 
arête  vive,  c'est-à-dire  aucune  ligne  pour  laquelle  les  plans  tan- 
gens  aux  deux  parties  adjacentes  de  la  surface ,  comprennent  un 
angle  fini.  Quand  il  en  existe^  les  forces  X,  Y,  Z,  appliquées  k  la 
surface  entière  du  corps,  ne  se  font  plus  équilibre;  et  crailleui^  on 
ne  doit  pas  perdre  de  vue  que,  près  d'une  arètq  vive^  U  résultante 
des  forces  N,  T,  T',  déterminées  par  l'analyse  du  n*  ^5,  n'exprime 
plus  la  véritable  pression  du  liquide,  dont  h,  grandeur  et  la  direction 
doivent  alors  étrç  déduites  de  considérations  particulières. 

(79).  Si  l'op  denvande  la  pression  exercée  .par  les  forces  X, 
Y,  Z ,  sut  une  pojvition  seuIqmeiH  de  la  sUrfisice  du  .corps^  plongé 
dans  le  liquide^  les  intéguales  fTids,  /Yds,  fZds,  ne  seront  plus 
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nulles ,  et  l'on  en  pourra  détermmer  les  valeurs  de  la  manière 
suivante. 

•Supposons  que  cette  portion  de  surface  appartienne  à  la  pai*tie  in- 
férieure du  corps,  à  laquelle  répondent  les  cosinus  c,  c\  &  \  il  faudra 
supprimer,  dans  Texprêssiou  de  chacune  de  ces  trois  intégrales,  la 
partie  qui  renfemie  les  autres  cosinus  c, ,  c', ,  d\  ;  et  en  considérant 
la  troisième  intégrale,,  on  aura  alors 

.     -m  • 

Faisons  passer  par  le  contour  de  la  portion  de  surface  que  Ton  consi- 
dère, une  surface  cylindrique  parallèle  à  l'axé  des  z.  Par  un  point, 
quelconque  de  ce  contour,  menons,  dans  l'intérieur  du  cylindre  et 
dan^  l'intérieur  du  corps,  des  normales  à  leurs  surfaces.  Soient  y , 
y',  y",  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  à  la  surface  cylin- 
drique, avec  les  axes  des  oc,  j',  z;  et  ceux  des  angles  qui  répondent  à 
l'autre  normale  étant  c,  c%  d\  si  l'on  désigne  par  i  l'angle  compris 
entre  ces  deux  droites,  on  aura 

cos  i=  Q^  -l-  ^'y'  4*  ^y  • 

Les  intégrales  relatives  à  a:  et  ^  s'étendront  à  tous  les  points  de  la 
base  du  cylindre  sur  le  plan  de  ces  coordonnées;  or,  chacune  de  ces 
intégrales  doubles  se  réduira,  comme  dans  le  n*  35,  à  une  intégrale 
simple ,  étendue  au  contour  entier  de  cette  base  ;  et  si  nous  appelons 
da  l'élément  du  contour  de  la  portion  de  surface  dont  cette  base  est 
la  projection ,  et  ^  l'angle  aigu  (jue  fait  cet  élément  avec  le  plan  des 
x  et  ^ ,  de  sorte  que  cos  ^dv  soit  l'élément  du  contour  de  la  base, 
nous  aurons 

yy ^  dxdy  =s  —fqcy cos  S'dff,   ff^^  àydx = — /9c'>'cos <Ai<r; 

donc,  k  cause  de  y  s±!  o>  il  en  résultera 

fZdszszfq  cos  I  cos  J^rfj  ; 

l'intégrale  s'étendant  au  contour  entier  de  la  portion  de  surface  que 
l'on  considère. 

Lorsque  cette  portion  de  surface  appartiendra  à  la  partie  supérieure 


J.-*  ^*  ■ 
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du  corps  I  on  prendra  pour  i  l'angle  compris  entre  la  normale  ex- 
térieure du  corps  et  la  normale  intérieure  du  cylindre;  quand  elle 
appartiendra  à  la  partie  supérieure  et  à  la  partie  inférieure,  on  cal- 
culera la  Valeur  de  fZds  séparément  pour  chacune  de .  ces  deux 
partie*  L'angle  î  sera  aigu  dans  l'une  et  obtus  dans  l'antre  f  et  il 
se  comptera  toujours  .à  partir  de  la  normale  intérieure  du  cylindre 
parallèle  à  l'axe  des  z.  On  obtiendra  de  même  les  valeurs  de  flLds 
et/\ds. 

Si  le  liquide  est  homogène,  le  coefficient  q  sera  constant  et  sor- 
tira en-dehors  des  signes  /.  En  supposant  la  portion  de  surface  ter- 
minée par  upe  courbe  j>lane  et  parallèle  au  plan  des  a:  et  ^^  on 
aura  cos  cT  =  i  ;  et  si,  en  outre,  le  corps  est  un  solide  de, révo- 
lution dont  l'axe  soit  parallèle  à  celui  des  z ,  cette  courbe  sera  cir- 
culaire, et  l'angle  £  constant  dans  toute  sa  longueur;  en  appelant 
donc  r  son  rayon ,  on  aura 

fZds  =  ^itrq  cos  i. 

Pour  le  même  contour,  langle  i  se  rapportera  à  1^  normale  inté- 
rieure 04i  à  la  normale  extérieure  du  corps,  selon  qu'il  s'agira  de  la 
portion  de  surface  inférieure  ou  supérieure  à  cette  courbe.  Les  deux 
autres  intégrales  seront  évidemment  nulles. 

(80}.  Puisque  les  forces  X,  Y,  Z7  appliquées  à  tous  les  points  de  la 
surface  d'un  corps  terminé  de  toutes  parts,  se  détruisent  cotnplète- 
ment,  il  s'ensuit  que  quand  ce  corps  eist  plongé  en  entier  dan^  un  li- 
quide ,  la  pression  totale  qu'il  éprouve  est  uniquement  due  à  la  pairie 
p  de  la  force  normale  N.  Or,  on  sait  que  les  composantes  horizon- 
tales de  cette  force  p  se  détruisent,  et  que  les  sommes  de  ses  com- 
posantes verticales  se  réduisent  toujours  à  una  force  égale  et  direc- 
tement contraire  au  poids  du  volume  de  liquide ,  déplacé  par  le 
corps  ;  la  diminution  du  poids  tlu  corps  entièrement  immergé  sera 
donc  égale  au  poids  de  ce  volume  de  liquide ,  conformément  au 
principe  ordinaire  de  l'Hydrostatique.  Mais  il  n'en  sera  plus  de  même 
dans  le  cas  d'un  corps  flottant  à  la  surface  dHin  liquide  :  l'action  ca« 
pillaire  pourra  donner  lieu  à  une  différence  daus  lesvpressioos  ho- 
rizontales, d'où  il  résultera  un  mouvement  du  corps  parallèlement 
^  la  surface  du  liquide;  ett  dans  tous  les  cas ,« cette  action  iufiuera 


^^^ 
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sur  la.  perte  de  poids  éprouvée  par  le  eorps  non  entièrement  îin- 
.mergé. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  soit  un  solide  de  révolution ,  qui 
ait  son  axe  vertical  et  sa  surface  de  même  nature  dans  toute  son  éten* 
due ,  afin  que  les  forces  horizontales  se  détruisent ,  et  qu'il  suffise  de 
considérer  les  forces  verticales.  Soit  CB  (fig.  17)  Taxe  du  corps, 
CABA'  une  section  de  sa  surface  par  un  plan  passant  par  cette  droite, 
AOD  et  A'O'D'  les  sections  de  la  surface  du  liquide  par  le  même  plan. 
Les  points  A  et  A'  où  elles  rencontrent  la  surface  du  corps  seront 
dans  une  mên^e  droite  horizontale,  au-dessus  ou  au-dessous  du  ni-^ 
veau  naturel  du  liquide ,  selon  que  ces  courbes  tourneront  leur  con- 
cavité par  en  haut  ou  par  en  bas.  Je  représenterai  par  ar  la  distance 
AA',  de  sorte  que  r  soit  le  rayon  du  corps  à  l'endroit  où  le  liquide 
s'arrête.  Soit  M  un  point  du  liquide  situé  à  des  distances  insensibles 
de  sa  surface  et  de  celle  du  corps ,  qu'on  supposera ,  cependant ,  plus 
grandes  que  le  rayon  d'activité  moléculaire.  Par  le  point  M ,  faisons 
passer  une  sur£sice  qui  coupe  à  angle  droit  toutes  les  normales  à  la 
surface  du  corps ,  et  dont  la  section  par  le  plan  de  la  figure  soit  la 
courbé  OGO'  terminée  en  0  et  0'  à  la  surface  dû  liquide.  Tirons  la 
droite  horizontale  MHM'  qui  coupe  cette  courbe  en  M  et  M',  et  Taxé 
du  corps  au  point  H. 'Par  les  points  M  et  M',  faisons  passer  une  sur*- 
facc  qui  coupe  à  angle  droit  toutes  les  normales  à  celle  du  liquide , 
et  dont  les  sections  soient  FME  et  F'M'E',  qui  rencontrent  en  F  et  F' 
la  surface  du  corps.  Menons  par  les  mêmes  points  des  perpendicu- 
laires MK  et  M'K'  à  cette  surface,  MN  et  M'N'  à  celle  du  liquide. 
Nous  aurons 

•  KMH  =  K'M'H  =.  i  ; 

m  étant  Tangle  relatif  à  la  matière  du  liquide  et  à  la  surface  du 
corps,  donné  par  l'expérience,  et  obtus  ou  aigu,  selon  que  le  li- 
quide s'élève  ou  s'abaisse  ;  et  /  désignant  le  même  angle  que  datis 
le  numéro  précédent.  , 

J'appellerai  F  la  couche  liquide  adjacente  à  ja  surface  du  corps , 
et  dont  la  section  se  termine,  d'autre  part,  à  la  courbe  M6M% 
aux  normales  MN  et  M'N^  ei;  aux  portions  de  courbes  AN  et  A'N'. 
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Je  nommerai  L  le  reste  du  liquide ,  et  je  rais  calculer  ractton  vei^ 
ticale  de  L  sur  la  couche  T,  à  laquelle  j'ai  donne  la  forme  ttéces*- 
saire  pour  que  cette  force  puisse  s'exprimer  au  moyen  de  quantités 
qui  seront  données  dans  chaque  cas. 

Pour  abréger,  j'indiquerai  chaque  partie  de  L  ou  de  T,  ou,  gé- 
néralement, chaque  partie  du  liquide  par  la  partie  de  ht  figinre  k 
laquelle  elle  lépond.  Cela  étant ,  l'action  de  DOGO'IK  sur  KMGMIC' 
n'est  autre  chose  que  la  force  N  du  n""  76 ,  décomposée  Terticaleifhent 
et  appliquée  à  tous,  les  élémens  de  4a  partie  de  surface  de  F  qui  ré^ 
pond  il  la  courbe  MGM';  je  la  représenterai  par  P,  en  la  supposant 
dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Je  désignerai,  suivant  cette 
direction,  par  Q  l'action  du  même  liquide  sur  la  partie  de  T  qui  ré^ 
pond  à  FMK  ou  PMli',  et  par  R  celle  qui  serait  exercée  par  la  partie 
de  r  correspondante  à  OMN  ou  O'M'N^  sur  sa  partie  FMGM'E^  Il  est 
évident  que  pour  avoir  l'action  de  L  sur  cette  dernière  partie  de  T,  il 
faudra  retrancher  R  de  P  +  Q*  L'action  de  L  sur  le  surplus  de  F, 
c'est-à-dire  sur  la  partie  correspondante  à  NMEA  ou  N'MT'A',  se 
composera  de  Faction  de  EMGMT',  que  je  représenterai  par  S,  et 
de  l'action  de  la  couche  superficielle  011  correspondante  à  DNME 
ou  D'N1VfE%  que  je  désignerai  par  T;  Tune  et  Fautre  dirigeai 
en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  L'action  totale  dé  L  sur  F  sera 
donc 

p  +  Q  —  R^S  +  T; 

et  il  s'agira  de  calculer  successivement  les  cinq  parties  dont  elle  se 
compose. 

(81).  Si  l'on  appelle  t  la  distance  d'ivi  point  quelconque  de  la 
courbe  MGIVF  à  l'axe  GC,  la  projection  horizontale  d'uae  zone  in- 
finiment petite  de  la  surface  engendrée  par  cette  courbe,  sera  27rtdt, 
et  la  composante  verticale  de  la  force  normale  N,  appliquée  à 
toute  cette  zone ,  aura  pour  valeur  27FJ!iUlt  ;  par  conséquent ,  on 
aura 

en  prenant  r  pour  la  valeur  de  HM ,  ce  qu'on  peut  faire  sans  er« 
reur  sensible.  La  partie  de  F  qui  répond  an  alecOnd  terme  de  N  est 
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riotégrale  fUs  y  dont  la  valeur  sera  2Tr/y  cos  /  y  d  api'ès  le  n^  79. 
En  mettsMit  pour  le  premier  terme  /;  de  N.,  sa  valeur  c  —  fgz,  on 
aura  donc 

P  =r  TTCr*  —  2^gp  j    ztdt  H-  27Crq  cos  /. 

J'appellerai  V  la  partie  du  volume  du  corps  qui  est  située  aùHlessous 
du  plan  des  x  eijr^  et  qui  répond,  coQtjiéquemment,  aux  valeurs  né- 
gatives de  2;  je  désignerai  par  (^  la  partielle  son  volume  comprise 
entre  ce  plan  et  la  section  horizontale  du  corps.,  à  laquelle  le  liquide 
s^arrête  et  que  Ton  peut,  sans  erreur  sensible,  faire  passer  par  les  points 
M  et  M^,  au  lieu  de  A  et  A'«  Soit  aussi  k  la  distance  de  cette  section 
au  plan  des  x  et  ^  ;  en  regardant  A:  et  i^  comme  des  quantités  po- 
sitives ou  négatives,  selon  que  les  points  A  et  A'  seront  au-dessus 
ou  au-dessous  de  ce  plan ,  nous  aurons 

rr     .  • 

VTT  /    ztdt  =  ^jt/*  —  p  — V, 


•/. 


Si  le  liquide  s'étend  indéfiniment  autour  du  corps,  sa  surface  j»eni 
sensiblement  plane  à  une  certaine  distance  ;  en  prenant  ce  plan  pour 
celui  des  x  e\  jr^V  sera  le  volume  du  corps  situé  au-dessous  du  ni- 
veau naturel  du  liquide  ,  et  V-4-  ^  1^  volume  de  ce  corps  ,  en  con- 
tact avec  le  liquide.  Dans  ce  même  cas  on  aura  c=  Il  ;  mais,  pour 
plus  de  généralité,  je  ferai 

c=  n  +gpb; 


•  1 


b  étant  une  constante  qui  sera  nulle  dans  le  cas  d'un  liquide  indé- 
fini ,  et  dont  la  valeur  dépendra  du  volume  du  liquide ,  quand  il 
aura  une  grandeur  donnée.  De  cette  manière,  on  aura 

P  =  Trr^U  -f*  -TTgf  {b  —  *)  r*  -f-  gp  (i^  -h  V)  -f-  oirrq  cos  1 . 

Si  Von  décompose  en  élémens  infiniment  petits,  la  partie  de  F 
qui  répond  à  NMFA,  l'action  de  la  couche  superficielle  DNME  sur 
un  élément  dont  l'épaisseur  est  € ,  sera  la  force  Ué  du  n"*  4^^  perpen- 
diculaire à  MN  et  dirigée  de  dehors  en  dedan;$.de  l'élémenj.;  on  wra 
donc  la  partie  de  T  qui  répond  à  cet  élément,  en  multipliant  Ué 
par  le  sinus  de  l'angle  que  fait  la  droile  BfN  avec  la  verticale  menée 

21.. 
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de  bas  en  haut  par  le  point  M ,  lequel  angle  est  égal  à  HMN,  moins 

un  angle  droite  ou  à  i  -f-  â»  — ^-  ^;  et  comme  on  a  trouvé Us=—-çi , 

cette  partie  de  T  sera  ç,  cos  (i  +  a);  or,  cette  force  étant  la  même 
pour  tous  les  élémens  ,  on  en  conclura  la  valeur  totale  de  T,  en  j' 
remplaçant  e  par  la  circonférence  xTrr;  ce  qui  donne 

T  =r  2ncrq,  cos  (£  +  a). 

• 

Chacune  des  forces  Q^  R^  S,  se  déduira  de  même  de  la  force  Ze 
du  n*  4^  9  en  déterminant  convenablement  les  angles  a,  b^  a'^  h\  et 
remplaçant  €  par  27rr.  Soit,  pour^cela  (fig.  i8),  IMI'  une  verticale, 
HM  une  horizontale ,  MK  et  MN  des  droites  qui  fassent  les  angles 
/  et  /4-Û1  avec  MH,  OMG  et  FME  des  droites  perpendiculaires  à  MK  et 
MN.  On  prendra  la  droite  IMI'  pour  Taxe  DCE  'de  la  figure  12  ,  à 
partir  duquel  les  angles  a,  i,  a',  i',  sont  comptés;  et  la  force  Ze 
sera  dirigée  suivant  ML  Pour  en  déd^i^e  Q ,  il  faudra  faire  coïncider 
les  lignes  CA,  CE,  CA',  CE',  de  la  fig.  13,  avec  les  droites  MG,  MO, 
MK,  MF,  de  la  fig.  18;  cela  étant,  on  aura 

û=  GMr=  — î,       A  =  0Mr  =  9r~£, 

a' =  KMI=  — -TT+t,  *'  =  FMI=---7r-|-i+«; 

Sa 

et  d'après  l'une  des  fomiules  (4)  ou  (5)  du  n^  44  ^  ^^  ^"  conclura 

Q  =  l^qr  sin  /  cot  «. 

Relativement  à  la  force  R,  on  fera  coïncider  les  lignes  CA,  CE,  CA'^ 
CB^  de  la  fig.  12,  avec  les  lignes  MN,  MO,  MG,  MF,  de  la  fig.  18; 
on  prendra  doue 

a'=GMI  =  — TT+i,     *'  =  FMI  =  — 9r+£+(»j 
et  il  en  résultera 

R  =  'mqr  [sin  /  tang  Q  ^  —  i  »  j  —  sin  (/+'»)  (i  -^  te°g  j  û»)]. 
Enfin,  à  l'égard  de  la  force  S,  on  fera  coïncider  les  lignes  CA,  CE, 
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CA',  CB',  de  la  fig.  13,  ayec  les  lignes  MG,  ME,  MF,  MN,  de  la 
iig.  1 8  ;  ce  qui  exigera  qae  l'on  prenne 

a  =GMr=r— i,    *  =  EMI'  =  7r  — i  — », 
a'=:FMI=— ■jr  +  t  +  o»,    *'=NM£=  1 +  «— i^rj 

et  d'où  l'on  conclura 
S  =  uTrqr  [sin  i  tang  yj'Tr a  j  —  sîn  i  cot  -  û»  —  sin  (£  +û>)]. 

*  Au  moyen  de  ces  valeurs  de  Q^  R^  S,  on  aura 

Q — R-|-S=  â^çr  [3  sin  i  cot  « — sin  (£ -f*  ^)  tang  -  ûi -— sin  i  cot- ^]; 

équation  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

Q  —  R  +  S  4-  a^^r  cos  i  =  27rqr  cos  (i  +  a>). 

Donc  ^  d  après  les  valeurs  de  P  et  T ,  la  pression  totale  exercée  sur  le 
corps  flottant  y  en  sens  contraire  de  la  pesanteur ,  aura  pour  expres- 
sion 

Trr^n  +  ^gfbr^  •+•  gpV —  gp  [Trkr^  —  i^  —  ^ra*  cos  (i  +  û))], 

en  faisant^  comme  dans  le  chapitre  précédent , 

OeT  se  rappellera  que  a»  a  la  même  signification  que  dans  ce  cha- 
pitre ,  et  que  i^  a>  esX  l'angle  compris  entre  le  rayon  du  corps  dont 
la  longueur  est  r,  et  la  normale  extérieure  du  liquide,  menée  par 
l'extrémité  de  ce  rayon ,  lequel  répond  à  la  section  du  corps  où  le  li- 
quide s'arrête. 

(82).  A  ce  résultat ,  il  faut  joindre  l'équation  relative  au  volume 
du  liquide  que  l'on  formera  de  la  manière  suivante. 

L'équation  différentielle  de  sa  scirface  peut  s'écrire  sous  la  forme 


/■+! 
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b  étant  toujours  la  constante  qui  provient  ^e  la  y^eur  de  p^  d  dé- 
signant une  autre  constante  arbitraire ,  et  le  radical  étant  positif  ou 
négatif,  selon  que  la  normale  extérieure  fait  yn  angle  aigu  ou 
obtus  avec  l'axe  des  z  positives.  Pour  ^  =  rou  z  =  A:,  on  aura 


Pour   z  =  o  ,  on  aura  de  même 


n  étant  l'angle  que  fait  la  normale  extérieure  du  liquide  ,  au  point 
où  la  génératrice  de  sa  surface  coupe  le  plan  des  x  et  y^  avec  le  rayon  t 
du  même  point,  que  je  représenterai  par  /.  On  a  d^ailleurs 

2  Çztdt  =  zt^—f  t^dz  i 

si  donc  on  fait  successivement  2  =  0  et  tzzst^,  z:=:k  et  ^  =  r, 
dans  réquation  de  la  surface  ,  et  qu'on  retranche  les  résultats  l'on 
de  l'autre ,  il  en  résultera 

r  cos  (i  4-  û>)  —  r'  cos  >i  =  —  —  -C  t*dz ^  (r*  —  r'»). 

Or,  si  l'on  désigne  par  U  le  volume. du  liquide  situé  au-dessus  du 
plan  des  x  et  ^,  c'est -à-dîre  au-dessus  ou*  au-dessous ,  selon  que  U 
sera  positif  ou  négatif,  et  si  Ton  observe  que  i^  est  le  volume  du 
corps  compris  entre  ce  plan  et  la  section  horizontale  où  le  liquide 
s'arrête  ,  on  aura 

et  par  conséquent 

UsrsirAr*  — .  (»  —  -jci  (r*  —  r*»)  —  va'  [rcos  (i  +  a)  —  r'  cos>i].     (5) 

t 

Si,  par  exemple,  le  liquide  est  compris  entre  deux  plans  horizon- 
taux qui  terminent  des  corps  quelconques,  et  que  l'on  prenne   le 

plan  inférieur  pour  celui  des  xetjr^  on  aura  r=  -  tt,  n  =  -  tt  —  œ', 

en  désignant  par  o)'  l'angle  donné  que  fait  la*  normale  extérieure  du 
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liquide  à  son  extrémité  inférieure,  avec  la  verticale  menée  dans 
l'intérieur  du  corps  sur  lequel  il  s'appuie.  Dans  ce  même  cas,  la 
quantité  i^  sera  nulle  ;  il  en  résultera  donc 

U  =  iThr"^  —  irb{r^  —  r'*)  + 'jra* (r sin  »  —  r'  sin  «')•       (6) 

Le  volume  Y  sera  aussi  nul ,  et  la  pression  exercée  de  bas  en  haut 
sur  le  plan  supérieur,  aura  pour  valeur 

Trr^U  +  '^gpbr*  —  7rgpr{kr  +  a*  sîn  «). 

Elle  devra  faire  équilibre  au  poids  du  corps  que  termine  ce  plan , 
augmenté  de  la  composante  verticale  de  la  pression  atmosphérique, 
qui  agit  directement  sur  toute  la  partie  de  la  surface  non  en  con- 
tact avec  le  liquide,  et  fait  déjà  équilibre  à  la  partie  ^r*n  de  la 
pression  inférieure.  En  appelant  <9*  fé  poids  du  coi^,  nous  aurons 
donc 

fw  =  TTgpbr*  —  TTgpr  (kr  •+•  a*  sin  cû).       (7) 

Ces  équations  (6)  et  (7)  serviront  à  déterminer  la  constante  A,  et 
l'épaisseur  k  du  liquide,  d'après  son  volume  U  et  la  chargé  <ir  qu'il 
supporte. 

(85).  Lorsque  le  liquide  s'étend  indéfiniment,  et  qu'on  prend  le 
plan  de  son  niveau  naturel ,  pour  celui  des  jc  et^,  on  a  b  s=:  o , 
l'angle  »  est  droit ,  l'équation  (5)  se  réduit  à 

U  =  ^kr^  —  p  —  'TtaV  cos  (/  -f-  ai) , 

et  U  est  le  volume  du  liquide  soulevé  ou  abaissé  par  l'action  capil- 
laire autour  du  coi7)S  flottant.  D'après  cette  valeur  de  U,  la  pression 
que  ce  corps  éprouve  en  sens  contraire  de  la  pesanteur  est  la  même 
chose  que 

7rfn+gp(V  — U); 

par  conséquent,  l'effet  de  l'actign  capillaire  est  de  diminuer  ou 
d'augmenter  la  pression  dont  il  s'agit  d'une  quantité  égale  au  poids 
du  liquide  soulevé  ou  abaissé. 

Pour  que  le  corps  demeure  en  équilibre,  il  faudra  que  cette  force 
soit  égale  à  son  poids  augmenté  de  la  composante  verticale  de  la 
pression  atmosphérique,  qui  s'exerce  sur  la  partie  de  sa  surface  si« 
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tuée  hors  du  liquide,  laquelle  composante  a  ici*n  pour  valeur.  Eu 
appelant  «v  le  poids  du  corps,  pesé  dans  le  vide,  on  aura  donc 

«•  =  gp(V-U). 

On  parvient  immédiatement  à  ce  résultat  en  considérant  un  large  canal 
composé  d'une  partie  courbe  et  de  detux  branches  verticales,  et  dont 
la  section  normale  soit  constante  dans  toute  sa  longueur*  Si  Ton 
suppose  que  l'une  des  deux  branches  comprenne  toute  la  partie 
de  la  surface  du  liquide  qui  n'est  pas  sensiblement  horizontale ,  et 
qu'on  appelle  fc  le  poids  du  liquide  contenu  dans  l'autre  branche^ 
au-dessus  d'un  plan  horizontal  choisi  arbitrairement^  il  est  évident 
que  le  poids  du  liquide  renfermé  dans  la  première  branche^  au- 
dessus  du  même  plan ,  se  composera  de  /x  augmenté  de  gpXJ  et  di- 
minué de  gpV;  ce  poids  jt^^  +  gfpU  —  gpV,  ajouté  au  poids  du  corps, 
devra  faire  équilibre  a  /ul.  On  aura  donc 

ce  qui  donne  l'équation  précédente.  Mais  il  était  important  de  faire 
voir  que  les  formules  relatives  aux  actions  moléculaires,  q^i  nous 
ont  servi  à  trouver  les  équations  de  la  surface  capillaire  et  de  son 
contour,  peuvent  aussi  conduire  directement  aux  conditions  d'équi- 
libre d'un  corps  solide  en  contact  avec  un  liquide,  et,  généralement, 
aux  valeurs  des  pressions  modifiées  par  l'action  capillaire. 

Si  le  corps  flottant  est  attaché  au  plateau  d'une  balance ,  et  qu'on 
ait  mis  dans  l'autre  plateau  un  poids  «z»*  -{-  A ,  il  faudra,  pour  l'équi- 
libre de  ce  système ,  que  nous  ayons 

A  =  gp(U--V), 

ou  bien,  en  remettant  pour  U  sa  valeur, 

A  =  gp  [Tfkr*  —  V  —  "TCa^r  cos  {i  -f-  o))  — V]. 

Si  le  corps  est  un  cylindre  ou  un  disque  circulaire ,  et  que  le  liquide 
se  termine  à  sa  base  inférieure  ou  à  la  circonférence  de  cette  base  ho- 
rizontale ,  on  aura  p  =  o ,  V  =  o,  et  simplement 

A  =  TTgpr  [kr  —  a*  cos  (i  -f*  ai)].        (S) 
Quand  la  ligne  où  le  liquide  s'arrête  sera  tracée  sur  la  base ,  l'angle  i 


^ 
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stra  dfoil;  il  evké&ulten.  ■  ^  ■ ,-    .y...,  \ 


.1.      I"' 


et  le  rayon  r  |MMHTa  varier  sur  oetUr  biisev  «n  même  temps  <|iiie  -A 
et  kl  Mûisji  lôraque  le  conteur  du  liquide  sera  tracé  sur  ]'arète::qiiî 

é 

teonine  la  base  ^u  duMpie».  on  un  tant  $ait  j>eir  aundeasus ,  l'an^  i>^ 
c'est-À"âire  FincUoaiaon 'de  la  aormale  à  la  aur&oe^  cettis  ar^le^ 

pourra  prendre  toutes  lés,  valeurs,  depuis  /  3=  o  juskj^k-  /  âari^j 

par  conséquent ,  A  et  A:  pourront  varier  6$ns  que  r  change  de  valeur 
etc^sse  d'être  égal  au  i^)^OQ  ^  disque»  I/équs|t|iop  (â)  noii^'servirfl^ 
dans  le  chapitre  suivant ,  à  résoudre  uiiQd€|S:qu^stiof)s  Ws  plus  inté.'*^ 
ressantcs  de  la  théorie  de  Faction  capipafte,  ^ 

(84)*  Pour  déterminer  Teffet  de  la  capillarité  sur  les  pressions 
horizontales,  j6  supposerai  que  le'coi7)S  flottant  soit  compris  entre 
deux  plans  verticaux  et  parallèles  ^^  d'une  très  grande  larjgeur,  afin 
qu>'on  puisse  négliger^  sans  erreur'  iSensible^  la  parÛe  de  la  pression 
qui  a  lieu  près  de  leurs  extrémités,  relativement  h  la  pression  totale, 
et  considérer  la  hauteur  du  liquide  et  la  pression  eonorne  constantes 
dans  toute  la  largeur  de  chaque  plan.  Le  corps  sera  terminé,  en  haut 
et  en  bas,  par  des  surfaces  quelconques»;  on'  supposera  la  surface  in- 
férieure entièrement  iipnme^gée».  et  la  surface  supérieure  entière* 
ment  en-dehors  du  liquide  «  t>a  figure  19  représente  une  section  de 
ce  corps,  verticale  et  perpendiculaire  à  ses  deux  faces  latérale^.  Les 
lignes  AP  et  S!\y  $ont  les  secUoris  de  la  surface  du  liquide,  de  part  et 
d'autre  du  corps,  qui  coupept  ses  deux  faces  aux  points  A  et  A'. 
Ces  courbes  sont  difierentes ,  et  A  et  A'  n'appartiennent  pas  à  une 
même  droite  horizontale.  Selon  que  chacun  de  ce$  pomts  est  ^ude^sus 
ou  au-dessous  du  niveau  du  liquide,  la  courbe  çorresponcïantç  tour- 
nera sa  concavité  par  en  haut  ou  par  en  bas.  La  droite  LL'est  l'inter;- 
section  du  plan  de  la  figure  et  aun  plan  horizontal ,  que  je  prendrai 
pour  celui  des  x  eXj^,  et  que  je  supposepai  à  une  distance  h  au-des- 
sous du  niveau  du  liquide.  J^le  çoqpe  les  deux  faces  du  (jquidè  au*x 
points  C«t  C'^  situés  au-dessus r4e  la  partie  courbe  du  corps  et  au-c}e^- 
s^s  de  A  et  A^  Je  ferai 

AC=:»  +  A,     A'C^=cA^^A.; 


22 
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k  et  A:,  étant  des  quantités  positives  ou  négatÎTCs,  selon  qoe  A  et  A' 
sont  au-dessus  ou  au-<l^ssous  du  niveau  du  liquide. 

Cela  posé  y  les  pressions  horizontale^  se  détruiront  sur  la  partie 
du  corps  située  au-dessous  du  pian  des  jcei  j";  ceUes  qui  provien- 
nent de  la  pression  atn^osphériqne  se.  détruiront  égaleioent  sur  le 
corps  entier.  Au-dessus-des  points- C  et  V,  les  rayons  de  courbure 
X  et  X'  étant  infinis^. la  pression  normale -N  se  réduira  à  sa  partie 
p^  dont  on  pourra  représenter  la  valeur  par 

pzzzgp(h^z},    .  . 

abstraction  faite  de  fl.  Les  pressiiGins  librizontales  qui  proviennent  de 
cette  force  p,  et  qui  ont  lieu  sur  les  parties  du  corps  correspon- 
dantes à  CA  et  C'A',  seront  dcftic 

en  désignant  par  /  la  largeur  du  corps ,  et  la**  supposant  la  même 
pour  les  deux  surfaces.  Par  conséqtient ,  si  Fon  éflecttfe  les  intégra- 
tions, et  qu'on  appelle  cT  Fexcès  de  pression  dû  à  la  force  /),  qui 
pousse  le  corps  de  gauche  à  droite,. on  aura 

Mais  la  quantité />nVst  pas  la  pression  du  liqtrid^  dans  toute  sa  hauteur; 
elle  cesse  de  Tétre  à  une  distance  de  la  surface  moindre  que  le  rayon 
d'activité  moléculaire;  et;  quoique  , cela  n'ait  Heu  que  dans  une 
épaisseur  insensible,  la  pression  exercée  par  la  couche  superficielle 
du  liquide  n'en  est  pas  moins  une  qifiititité  sensible,  qu'il  n'est  pas 
permis  de  négliger. 

(65).  Soit  donc  M  un  point  du  liquide  situé  à  droite  de  la  figure, 
à  des  distances  de  AC  et  AD,  moindres  que  les  rayons  d'activité 
du  tube  et  du  liquide.  Par  ce  point,  menons  une  verticale  OMG 
qui  coupe  AD  au  point  0,  une  perpendiculaire  à  cette  courbe  AD 
qui  la  rencontre  au  point  N,  une  horizontale  MH  qui  rencontre  AC 
au  point  K ,  et  une  courbe  FIVfË  parallèle  à  AND.  Nous  aurons  à 
déterminer  les  composantes  horizontales  des  .mêmes  forces  dont  nous 
avons  précédemment  considéré  (n*  80)  les  composantes  verticales  Q , 
R,  S,  T.  Je  les  désignerai  par  Q^  R',  S',  T'j  la  valeur  de  chacune  de 
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eeft  quantités  aura./  pourçftçteur;  et  ^abstraction  faite  de  œ  (aeteiir, 
T^  sera  la  conq^osante  8uiT<t>^V  AK  de  la  force  U  du  n^.  4i  #  qoi  agit 
suivant  MF,  et  dont  la  valeur  est  —  9,  ;  d'où  Ton  jcpndut  .  *    ^       ) 

1^=^— ç./sinaj 

û»  étant  toujours  Tangle  donné  KMN.  Quant  aux  valeurs  de  Q',  R^^  S', 
elles  s'obtiendront ,.  coiâine  celles  de  Q,*  R  ;  S>  d'après  les  formules  (4) 
et  (5)  du  n*  44  i^^^^^^^^ 9  ^^  lieu  de  compter  les  angles  a,  b^a^,  b', 
à  partir  de  la  verticale  IMF  (Ag.  16),  â  âtudra  leur  donner  pour  ori- 
gine Tborisontale  MH  ou  sourproloiigém^t  MB',  et' £iire  coincider 
les  droites  MK  et  &DI,  ou  supposer!  tes  o.  ?  -  .    .»  v 

De  cette  manière^  on  ob^endra  la  valeur  de  Q-,  en  faisant 


■  •          .       . 

&  «OMIT a:' 9r». 

cé:qaS  dotrntf 

Pour  détennmer  K'^  OR'  fera. 

'     ' 

a  =NMH'=w  — a». 

b  =fe OMH'  =  -ne,    '  . 

2     ' 

^  sss  FMH  s=  —  -TT  4- a  î 

a 

d'où  l'on  conclut 

* 

R'  =  yZ£tang  Qtt—  i»)  —  (i  —  tongi»)co«  m^. 
RielativemÊnt  à  S',  on  prendre 

o'  s=  FMH  ^  -^  -  W+^  ^      ^  »  NMH  se:  0»  ; 
et  Ton  en  déduira 

-S'^i5;^/rtang  Q».—  iail-^cosai  -.-^  GDt.A,#J. 


»■  •    i 


U  résulte  de  là  que  la  [nression  horiasontale  exercée  sur  la  ùke  du 


■  # 
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aM^fcNjuf  ii^A^é  AC',-ô«f^tdr  éttf  te  cdttdk*  lit{ttlde  tdjAtetite  à 

tt«lteiiAcej  Jètrtl'ét^  «à^artjnlée  #ùrie'  ftWfe  i^  ^  H' -^  fe' 4*  T'> 
dont  la  valëtff  "èfet*  •   ■      *' ''    ,--*:.    -    -,      '  .  ' -• 

j/  (2  cot  00  —  cos  eô  tang'  -  a»  —  cot  ^  »  )  —  q,l  sia  a»  ; 

•"".1  ^''t^Jil'f-        '  ''l'/'t'  «"^        »,     *■■.  ',•.••' 

^  '  *  •' 

^antHë  »4|«lé  èlDii«  p^  i^uih^  1  :       ,i        -►,...• 
respondante  à  Â'G\  sera  de  aiéi»6^ 

I 

a;,  désignant  œ  qud-dèHenl  Tat^gle  €V*"{)ar  r^{^>ofi  h  ^ettensecondé  face 
du  corps  ^  qui  peut  n'être  pas  de  même  nature  que  la  première.  Ces 
deux  fdfèéi  agiront  fed  sens  contraire  riine  de  Taulre  ;  et  si  nous 
appelons  ê  la  valeur  complète  de  Texcès  de  pression  horiwotale  qui 
pousse  le  corps  de  gauche  à  dtait^^-ooiid:  aurons 

€  =  J^ -j- (^f  4- îi)  / (sin  0^ -T  si»  cpi.), 

ou ,  ce  qui  est  la  mèjmo  chose ,. 

;:  '  $  =3 ^-gfiW  —  A:*.  +  ^'  (ôitt  û^ — ^tiû^)]^        (9) 

en  ayant  égard   à   la   valeur  de   la   partie   J" ,   et  otetn^Mit  <{<ue 
I 


Î  +  Î'=*=^SÏ?«- 


'^ 


Ce  résultat  difière  de  celui  de  la  Mécanique  céleste ^  en  ce  que 
Itfiuteur  n'a  pas  tenu  compte  de  la  presit^ibu  p^rtictilièfe  ^i  à  lieu 
près  de  la  surfece  du.li^^uide^  et  qui  ne.  disparaît  d«, la  valeur  exacte 
de  6  que  dan§  le  cas  particulier  où  les  deux  angles  <»  et  ûp,  sont 
égaux  ou  supplcmefM'l^n  de  l'autre  ^{^^ 


r-   . 


(*)  Le  raisonnement  qu'on  trouye  au  commencement  de  la  page  43  de  la  Théorie 
de  r  Action  oapêÙakHi  nrmlrd 'qnr  IL^laceiiviSt  i^gé  Wte  |>r»btte  tout-i-faît 
négligeable,  parce  qu'elle  ne  répond  qu'à  une  étendue  insensible  de  la  aorface 

>d)à  Mi^s.»/^  '»-■••■    ♦ '•'  ^''      -i-  •    *'  '^''  ' 
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Loi*sque  cette  force  é  ne  sera  pas  nulle,  le  corps  sera  mis  en  mpu- 
veaient  suiyaRt  ane  direction  -  boriaontale  et  perpettdkiilaire  à  ses 
deux  faces  latérales-,  qu'on  a  supposées  d'une  très  grande  largeur; 
et  ce  mouvement  aura  lieu  de  gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche, 
selon  que  la  yaleur  de  €'sera  fl9Bi<îifê'*i»B  Àégatîye.  De  plus,  les  ré- 
sultantes des  pressions  horizontales  qui  le  poussent  en  sens  con^ 
traires  n'étant  pas  direi^tement  oraosée^^  Iç  co^  tournera,  en  même 
temps,  autour  d'un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité  et.  pa- 
rallèle à  ces  mêmes  faces  latérales. 


»  ■• 


•  .^  ,    '•     s  ..'  .■' 


•   r 


»         »  . 


/.^••^      .     .'  ;  •  '•;,.-.  1.        ■     ■  .V     ■    Ti»  •  ■ 


;  « 


I 


I 


t 


■  /*'  t  •   '   ■ 


■■■•■.       •'  ■  *  •  f  •  •■■■•>■*■,  I  • 

-  I 

-1!!;^';  i    ■■      <-...••••     •     •  ■' 1  *■.  ♦'      Pli    f.'i-.*- 

i 


t 

I 
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feoo^idëftrât^paiiâneiifclcs  draxf^^  ia^^  cporiit.  «pi  abcnitis* 

9an[t  au  |K>io^  ÇçjlaDs  ebâkiitied'elteSf  là  Vaiiahle  jt  s^ia  ragardée 
comme  positive  et  coQfiptée  à  pàitir  de^^oe^potetret  poiir  tpf'ellé 
erobss  depps  ce  point  ^usq^'à  diftfoe  hçét  de  la  courlie,  je  ^p- 
fomeèi  le  radical  iiu  oiéiiié  sig«a«4fiie  dk  -    i< 

"  Gela-po^  ^  pour  ekprrriîisr vt  en  'fbttctîons  éH^tiqnes,*  je  ftw 


î. 


»  "» 


d^oùr6niîre     •  \         '  ' 

el  la  variable  9*  a*etaiit  pas  jpaoiQdre  que  à* 9  -ni  plus,  grande  que 
h*  4-  a%  cette  Ta)e^^  de  taug*  ^  ^era  positire  ;  cç  qui  suffît  pour  que 
^  ,$oit  ua  aogle  réel.  L'ex|>res$ioi;^  de  dx  devieadra 

1/  A*  +  2«»  C05*  ^         (^^  ^  ao'  cos'  ^)  • 

oii^ce  qui  est,  la  même  cluMe^ 


^  = 


en  désignant  par  c  une  quantité  positive,  moindre  qtre  Tunilé ,  et 
donnée  par  l'équation 

2«* 

C  .  A 

•  •'  ••.•■  ■•4*. 

D'ailleurs ,  on  a  identiquement 

d'où  il  résulte  .  '  ^ 


•         • 


'  t 


da:  =    =r—  ^      — X  V I —  c*  sm*  ^  »p 

c|/2       V^  I — c*sin*^        c|/ia  .  , 
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D'après  les  notations  connues  de  M.  Legendre  ,  on  a  aussi 

/-_^===F(c,<p), 

les  intégrales  commençant  avec  la  variable  ^.  En  intégrant ,  on  aura 
donc 

— î—  = F  (c,  ^) E  (c,  (p)  +  '   .  \   =:>       (5) 

On  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraitre,  parce  que  x  est  nul  au 
point  C,  pour  lequel  on  a  z  =:  A  ,  ce  qui  donne  ^  =  o  et  fait  éva- 
nouir le  second  membre  de  cette  équation.  On  aura  en  même  temps 

~  c»  (I  —  c*  sin*  ^)  '  ^^^ 

et  ces  équations  (3)  et  (4)  feront  connaître  les  a:  et  z  fde  chacun  des 
points  de  la  courbe ,  en  fonctions  d'une  troisième  variable  (p ,  quand 
on  aura  déterminé  le  module  c, 
Or^  si  nous  faisons 

dz 
dx 


V 


,dz-  % 


COS  Où, 


dx' 


cù  sera  l'angle  qui  est  donné  aux  deux  extrémités  de  la  courbe  y  et  qui 
dépend  en  chacun  de  ces  points^  de  la  matière  du  corps  terminé 
par  le  plan  vertical  et  de  celle  du  liqui.de.  En  désignant  par  k  la 

valeur  de  z  qui  répond  à  l'un  de  ces  deux  points ,  et  éliminant  -j- 
entre  l'équation  (a)  et  la  précédente ,  il  vient 

A:*==  A»  +  q}{\  — fsin  cd); 

en  ayant  égard  à  la  valeur  de  c%  nous  aurons  donc 

^*  = ^ — '- ,       A*  =  —(a  —  c*— c*  sm  «);       (5) 

et  si  l'on  appelle  fl  la  valeur  de  ^  qui  répond  à  z  =:  Ar ,  il  en  résultera 
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Soit  et  la  valeur  correspondante  de  x  ,  (resft-Ji-dire  la  distance  du 
point  C  à  Fun  des  deuic  plans  veptiaiiuc  ;  ôq  aura 

Si  nous  désigpoiis  par  a'  et  a>^  la  distance  et  l'angle  relatifs  à  l'autre 
plan  vertical,  çt  p^r  d^ce  que  devient  0,  quand  on  y  met  c»'  à  la 
place  de  40.^  nou$  aurons  une  seconde  équation  qui  se  déduira  de  la 
précé^nte,  en  y  changeant  a  et  Q,  en  cl'  et  6^  J'ajoute  ces  deux 
équations^  et  je  fais  et  -^et'  =  ^f  de  sorte  que  ^  soit  la  distance  com- 
prise entre  les  deux  plans  verticaux  ;  il  vient 

^'  =  î^"[F(c,9)+F(c,9')] 

,_î[E(c',  »)+£(..  90]+;7^^.+  p^==.  (8) 

pour  l'équation  qui  servira  à  déterminer  c. 

Dans  le  cas  que  nous  examinons,  les  angles  co  et  co'  seront  tous  les 
deux  aigus  ou  tous  les  deux  obtus  ;  selon  qu'ils  seront  obtus  ou  ai- 
gus ,  la  courbe  sera  concave  oi^onvexe  par  en-haut ,  et  l'on  prendra 
avec  le  signe  +  ou  avec  le  sÇne  — ,  les  valeurs  de  z  et  de  A  don- 
nées par  l'équation  (4)  et  la  première  équation  (5).  £n  appelant  k, 
ce  que  devient  k  lorsqu'on  y  change  a>  en  co',  les  ordonnées  ex- 
trêmes k'et  k'  se  déduiront  de  la  formule  (4)^  en  y  faisant  ^  =  6  et 
(p  =  V,  ou  bien  elles  seront  données  immédiatement  par  la  seeonde 
équation  (5).  La  distance  de  C  à  l'un  des  plans  verticaux  ou  l'une  des 
valeurs  extrêmes  de  x,  se  déterminera  au  moyen  de  la  formule  (7); 
et  en  la  retranchant  de  J",  on  aura  la  distance  de  C  2i  l'autre  plan. 

(88).  Quand  on  aura  eû±=  a>',  les  distances  a  et  ol'  seront  égales 

entre  elles  et  à  -  J^.  Si  ces  angles  sont,  enouh^,  zéro  ou  ^,-on  aura 

simplement  ^ 

cot9=/i— £?•. 

Pour  résoudre  par  rapport  à  £?  l'équation  (7)  qui  est  tmficendante, 


*i/2 
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il  faudrait  donner  à  c  une  série  de  valeuirs  croissantes  par  de  très 
petites  diiSërences,  depuis  c  =  o  jusqu'à  c  =  i  ;  calculer,  au  moyen 
des  tables  elliptiques  de  M.  Legendre ,  les  valeurs  correspondantes  du 
seeond  membre  de  cette  équation;  et  former  aimsi  tme  table  des  Talents 

de  — —  ,  relatives  à  toutes  ces  valeurs  de  c  :  cela  étant  ^  lorsque  la 
distance  J"  ou  :2a ,  et  la  constante  a,  et  par  conséquent  la  quantité 

seraient  données ,  on  cbercberait  dans  cette  table  la  valeur  cor- 

ce  • 

respondante  de  c.  Mais  le  prc^lème  sera  bien  plus  simple  si  l'on 
donne  l'élévation  h  du  point  C  et  la  constante  a,  et  qu'on  demande 
quelle  doit  être  la  distance  -aa  comprise  entre  les  deux  plans. 
Supposons ,  par  exemple ,  qu^on  doive  avoir 

il  en  résultera 

et  l'équation  (7)  deviendra 

Pour  ces  valeurs  de  c  et  0,  les  tables  ^e  M:  Legendre  donnent 

F(c,  fl)=  i,oa8o6, 

E(a,a):^ov89Liij.,. 
d'où  l'on  conclut 

X=  0,4776, 

pour  le  raj^rt  de  la  distance  des^  deux  plans  à  la  plu»  petite  or- 
donnée de  la  dburbe. 
Diaprés  les^  équations  (5),  k  plus  grande  oipdmmée  est     - 

l'ordonnée  moyeniie  est  dcme  '  .4^  ,       ^^     , 


.  «■'' 


oîî- 
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et  la  valeur  correspondante  de  ç  sera  . 

^  =  58°  i6' 3o". 

Pour  cette  valeur  de  ^  et  c=:  sin  4^^^  on  trouve,  dans  les  tables 
de  M.  Legendre^ 

F(c,  9)  =  0,69500, 
E(c,  (P)  =  0,64457; 

et  réqaation  (5)  donne  ensuite 

.jc  =  A  (0^2061). 

En  comparant  cette  valeur  de  a:  à  celle  de  a  ou  de  -/,  on  a 

jc  =  a  (0,8628); 

en  sorte  que,  dans  cet  exemple,  les  ordonnées  moyennes  sont  beau- 
coup plus  rapprochées  dès  plans  verticaux  que  du  point  C  ;  ce  qui 
tient  au  peu  de  courbure  du  liquide  près  de  ce  point. 

(89).  Si  h  est  très  grand  par  rapport  a  a,  le  module  c  sera  une  très 
petite  fraction ,  et  l'on  pourra  développer  les  fonctions  elliptiques  en 
séries  très  convergentes ,  suivant  les  puissances  de  c  ;  ce  qui  donne 

F(c,  fl)  =9+^(9  — sinflcosfl)  +  etc., 

E{c,  9)=:ô— ^(fl  — 8in9cosfl)  +  etc. 
L'équation  (7)  deviendra 


a 


=  C  sin  9  cos  9  -f*  7  (9  -^  sin  0  cos  9  4"  ^  ^^^^  9  cos  9  ) , 


en  négligeant  la  cinquième  puissance  de  c.  Pont  plus  de  simplicité, 
je  supposerai  que  a>  soit  zéro  ou  ^tt;  on  aura  alors,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (6) , 

tang9=:  !  +  -£?*  +  etc.,      9»=  j^  +  2^'-\- etc. , 
et,  par  conséquent,  ~ 
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U  fisiudraque  le  rapport  -  soit  une  très  petite  fraction^  dont  on  négli- 
|[era  la  rînquième  puissance  ;  d'où  il  résultera 

^=-1 55-(,i  +  4^> 

La  première  équation  (5)  donne  ensuite 

OÙ  Ton  prendra  le  signe  supérieur  pu  inférieur,  selon  que  ca  sera  zéro 
ou  'Tf ,  c'est-à-dire  selon  que  le  liquide  sera  concave  ou  convexe  par 
en  haut. 

Si  les  deux  plans  verticaux  qui  terminent  le  liquide  sont  de  la 
même  nature,  c'est-à-dire  si  oJ  est  aussi  zéro  ou^,  de  sorte  que  2a 
soit  leur  distance  mutuelle,  on  voit  que  le  premier  terme  de  cette 
valeur  de  h  sera  le  même  que  dans  le  cas  d'un  tube  qili  aurait  cette 
distance  pour  rayon;  ce  qui  n'a  plus  lieu  pour  la  valeur  totale 
de  h. 

M.  Gay-Lussac  a  observé  l'élévation  de  l'eau  entre  deux  plans  ver^ 

ticaux   et  parallèles,  préalablement  mouillés  de  ce  liquide.    Leur 

distance  étant 

!M  =  I-^o69^ 

il  a  trouvé 

h  =  i3~,574. 

Mais  la  température  s'élevant  à  i6*  pendant  cette  expérience,  il  faut 
augmenter  la  valeur  de  h ,  pour  rendre  la  valeur  de  a*,  qu'on  en  dé- 
duira, comparable  à  celle  du  n^  56,  qui  répond  à  une  température 
de  8^,5.  On  prendra  donc 

A  =  (i3-,574)  (.  +  •^)  =  i5,587a, 

à  cause  que  l'augmentation  de  densité  de  l'eau  est  d'environ  — ^ 

pour  chaque  degré  d'abaissement  dans  la  température,  et  que  l'ac- 
croissement de  h  est  proportionnel  à  cette  augmentation  (  n^  53  )• 
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Au  moyen  de  cette  dernière  valeur  de  h  et  de  celle  de  la^  on 
trouve 

a*=  (14,6473)  millimètres  carrés; 

ce  qui  diffère  peu  de  la  valeur  de  a*  du  n°  56 ,  qu'il  faudra  préférer, 
comme  étant  conclue  d'une  observation  plus  susceptible  d'exactitude. 

(90).  En  négligeant  le  cube  de  c,  l'équation  (8)  se  réduit  à 

— î—  =  c  (sin  8  cos  G  +  sîn  fl^  cos  S')- 

Si  nous  faisons  «  =  -  tt  +^t  et  û)'=  -  ^  4-  ;t',  les  angles  fl  et  ft' 

difiërerônt  très  peu  de  -  ft  et  ]-fâ}^  d'apirès  l'équation  (6)  ;  et  l'on 
en  conclura 

-— =  -c(sm;t-f.sm/»). 
La  première  •  équation  (5)  donnera  donc 


à" 


h  =  -^(sîn  u  -f-  sin  fjt!)^ 

en  observant  que  ia  et  ft'  sont  positifs  ou  négatifs,  selon  que  eê  et 
Où'  sont  obtus  ou  aigus ,  ou  selon  que  le  liquide  s'élève  on  s'abaisse. 
Au  même  degré  d'approximation,  la  courbe  du  liquide  sera  un  arc 

de  cercle,  d'un  rayon  égal  à  -j. 

Cette  valeur  approchée  de  h  nous  montre  que  quand  les  deux 
plans  verticaux,  qu'on  suppose  très  rapprochés,  ne  sont  pas  dans 
le  ménie  état,  l'élévation  ou  la ,  dépression  du  liquide  est  la  demi- 
somme  de  celles  que  Ton  observerait  si  ces  deux  plans  étaient  suc- 
cessivement de  la  même  nature  que  chacun  d'eux  ;  ce  qui  n'a  lieu 
toutefois  que  dans  la  première  approximation. 

(91).  Je  retranche  les  équations  (5)  et  (7)  l'une  de  l'autre,  et  je 
fais  a  -—  X  =  li ,  en  sorte  que  u  soit  la  distance  d'un  point  quel* 
conque  de  la  courbe  du  liquide  au  plan  vertical  qui  répond  ^  Tangle 
Où  ;  il  vient 
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^^  =  i=lî>.(i.,  ft)-F(c,  (p)] 

Maintenant,  si  Ton  supprime  l'autre  plan  vertical,  la  courbe  sera 
asj^mptotique  de  l'axe  des  u^  et  Tordonnée  h  du  point  C  sera  infini- 
ment petite  ;  en  appelant  donc  b  le  complément  du  module ,  de 
sorte  qu'on  ait 

b  sera  aussi  infiniment  petit,  en  vertu  de  la  première  équation  (5); 
et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

I  •—  flin  «  "*"       ' 

l'équation  (6)  donnera 

2 

D'après  Téquation  (4)  9  z  sera  infiniment  petit ,  excepté  pour  les  va- 
leurs de -9  infiniment  peu  différentes  de  -tt;  je  fais  donc  aussi  ' 

et  il  en  résulte    . 
c'est-à-dire , 

z  ^ 

Pour  ces  valeurs  de  9  et  0,  on  aura 

'6 


E(c,  fl)  — E(c,  ^)=/^   \/i  — c*sîn*f;rfi/=3o. 
On  a  aussi 

F(c,  fl)-F(c,^)=^r  *_., 

*^  ♦    K  I  —  c*  sin*  i' 

et  en  faisant 

cette  dernière  équation  devient 
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On  a  d'aiUçurs 

on  aura  donc 


«  s  6'  +  /i  +  ô'*  "*"  v/î  +  ô"         V"?  +  P'^' 

et  si  Ton  y  substitue   pour  ç'  et  8'  leurs  valeurs,  et  qu'on  fiasse 

«  =  -  ^  -f-  /^,  on  aura  finalement 

-1—  =  log : ^ y-  2cqs-U'^ -. — 7= —  ,       (9) 

Zil  -f  COS-.l*  1  "K   -* 

pour  l'équation  de  la  courbe  formée  par  le  liquide  qui  s'élève  ou 
s'abaisse  le  long  d'un  plan  vertical ;.jU. étant  l'angle  aigu  que- fait  la 
normale  à  son  extrémité,  avec  la  verticale ,  et  qu'on  regardera  comme 
positif  ou  comme  négatif,  selon  que  cette  courbe  tournera  sa  con- 
cavité ou  sa  convexité  par  en-haut,  afin  que  l'angle  io  so\i  obtus 
dans  le  premier  cas  et  aigu  dans  le  second.  La  variable  z  sera,  par 

conséquent  du  même  signe  que  ft,  et  le  radical  V^aa* —  z*  devra  être 
positif,  pour  que  l'on  ait  £/  =;  00  ,  quand  z  =  o ,  ainsi  qu'on  l'a 
supposé. 

Si  Ton  appelle  l  la  valeur  de  z  qui  répond  à  2^  =  0^  on  aura , 
d'après  la  seconde  équation  (5), 

/  =  a  y/ 2  sin  -  /t  ; 

et  cette  quantité  rend  effectivement  nulle  la  formule  (g),  quand  on 
la  substitue  à  la  place  de  z.  Il  en  résulte  que  la  constante  a,  relative  à 
la  matière  d'un  liquide,  exprime  son  élévation  au-dessus  du  niveau, 
le  long  d'un  plan  veitical  qui  a  été  préalablement  mouillé  dans  toute 

sa  hauteur  parce  même  liquide;  car  on  a  alors  â)  =  7r,  /x=-7r,  et. 
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par  consëqaent,  Z=a.  Dans  le  cas  de  Teau  à  la  température  de  8*y5 

(n*  56) ,  on  aura 

/=a=3"»,8888, 

pour  cette  élévation. 

(q2).  Maintenant,  considérons  le  cajs  où  la  courbe  du  liquide  pré-- 
s^nte  un  point  d'inflexion  I. 

Je  désignerai  par  i  Tangle  inconnu  que  fait  la  tangente  eu  ce  point 
avec  la  droite  borizonta^,  menée  par  le  même  point.  Comme  il 
faut  que  la  partie  de  la  courbe  qui  tourne  sa  concavité  par  en  baut , 
soit  plus  élevée  que  la  partie  concave  par  en  bas ,  il  s'ensuit  que 
l'angle  i  sera  moindre  que  cbacun  des  angles  aigus  que  font  les 
tangentes  aux  points  extrêmes ,  avec  la  droite  bôrizontale  menée  par 
le .  point  1 ,  et  moindre  qu'un  angle  droit  quand  ces  tangentes  seront 

verticales.  De  plus,  ^  changeant  dç  signe  de  part  et  d'autre  de  I, 

il  faudra  que  cette  quantité  soit  nulle  ou  infinie  en  ce  point;  l'or- 
donnée z  sera,  en  même  temps,  nulle  ou  infinie,  en  vertu  de  la 
première  équation  du  n*  86;  et  puisqu'elle  ne  saurait , être  infinie, 

il  faudra  queJes  quantités  ^  et  z  soient  nulles  au  point  I,  qui 
se  trouvera,  par  conséquent,  dans  le  plan  du  niveau  du  liquide. 

Je  fais  donc  z  =  o  et  j-  =  tang  {  dans  l'équation  (  i  )  ;  il  en  ré- 
sulte 6  ===  a*  cpjs  i.  Cette  équation  devient 


a» 


v/ 


a'cosi — ^5*; 


et,  a  cause  que  le  radical  est  une  quantité  positive,  on  voit  que  z^ 
sera  moindre  que  a*  Cos  i.  On  tire  de  là 

'  tt**'—  '    ■■   ■         —  ' 

1/ [z»+  «•  (i  — .  cos 0]  [a'(i+  cos  0  —  Jt»3 

Je  fixerai  au  point  I  l'origine  des,  x;  yd  considérerai  séparément  dia- 
cune  des  deux  )xarties  de  la  couri)e  qui  aboutissent  en  ce  point ,  et  je 
regarderai  le  radical  comme  étant  de  même  signe  que  dz. 
Pour  exprimer  x  en  fonctions  elliptiques,  je  fais 

.    posiis=:<?. 
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el  ensuite 

T.»     — 

i  —  c*  ain*  ^ 


Z-  z^  ^'^('-^);'^'^  .  (,o) 


«* 


d'où  il  résulte 

quantité  positive,  à  cavse  de  z*  <I  a*eos  i  et  cos  i  <C  2^:*;  ce  qui  suffit 
pour  que  Tangle  ^  soit  réel.  Nous  aurons 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


T  9 


adp 


dxvss, ■  .;ij..^^2ïi.^,L^., -«*av/i\/i*— c*6in*9€to4- c^asJii cJf-^'°:    ^^tL^l 

^  * 

En  intégrant^  on  aui^a  donc 

On  n ajoute  pas  de  constante  arbitraire,'  parce  qo'au  point  I  on  a, 
à. la  îokh^  t^=0y  ^==rû,  ^  =  0. . 

Je  désigne  par  où  le  même  angle  que  précédemment  (n*  87),  par 
(t  la  distance  du  point  I  au  plan  vertical  qui  répond  à  cet  angle, 
et  par  k  la  valeur  de  z  relative  à  arc=s«;  en  sorte  qWbn  ait 

dx  *     a»  m  •         ?• 

— .         —  =  —  cos  on ,        — .    .    r     ssr  a*  cos  i  —  A:* , 

^  /      ,    dz^  /      .   ^«' 

pour  jc  =  «.  En  éliminant  j- ,  i!  vient 

^  A:*=»a*(cosî  —  sin«).        (12) 

L'angle  (^  ser^  obtus  pour  le  plan  vertical ,  le  long  duquel  le  li- 
quide s'élève,,  et  aigu  pour  l'autre  j^an,.  le  long  duqu^  iîa'idHtifae; 
le  signe  de  k  sera  contraire  à  celui  de  4:0s  a»,  £n  «ppdwi^Tatt^  f 

qui  répond  à  z=A  et  ;r  ?;;.«,  on  aura  -  ..^^  ff,^''''K/;    - 

•'•■*■         ' 

•  A  ac*— *i— sîn#        •  rii-il- 


»      _      • 
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et,  en  vertu' de  TëiftMtioa  (rr),  •    '      - 

^=F(<?,^^  —  3E(c,  §)-f. --====.      (i5) 

Cette  équation  répondra  à  l'une  dé»  euttiéMifés  de  k  c<rtlRr!^  dtf  li- 
quide. Si  Ton  désigne  par  4'^  m\  ^\  Çe  <]jae  deviennent  a,  (a^  0,  rela-* 
tivement  à  l'autre  extrémité^,  on  aura  une  seconde  équatioç^  q|ai  9|e 
déduira  de  celle-là ,  en  y  mettant  o!  et  8'  à  la  place  de  a  et  6  ;  en  fai- 
sant la  somme  de  €e^'  éqttdtfbns ,  éf  appelait  S"  Ik  distance  des  deux 
plans  verticaux  qui  terminent  la  courbe^  noils  aurons 

^"  =  F (<?,  ô^-t-r(ç,  -eo-  aE(«»>  ô)  —  3E(c,  fl') 

Cl  •  ^ 

,     2c*sîn6oosA'    .     ac*  «in  A' go&  6^      ^    e^à\. 

Cette  derchère  équation  servira  à  ^étermii^er  le'  modïâ^^J^çt ,  par 
conséquent^  l'angle  i;  les  équations  (10)  et  (11)  donneîlWtt^^&rtSlnle 
les  varWurS'  des  coordoanéei».  ^  ^  or  eà  fonetions  &vn»  froiMème  yi-- 
riable  ^  \  ce  qui  est  la  solution  complète  du  problème*. 

Lorsque  l'angle  /,  sous  lequel  fa  courbe  vient  couper  le  niveau  na- 
turel du  liquide,  sera  donné ^  l'équatioa  .précédente  fera  connaître 
immédiatement,  au  mojren  des  tables  des  fonctions  elliptiques,  la 
distance  des  deux  plans  qui  devra  avoir  lie».  No«&  aHom  ftiirfl  m^^é!^- 
sivement,  sur  cet  angle,  différentes  suppositions. 

(gS).  Je  retranche  les  équationâr(iî)  et  (i5)  lune  de  l'antre,  et  je 
fais  a  —  «  =  a::  il  vient 

îl^^  =  F(c,  9)~F(c,  (p)-aE(c,  ô)  +  iB(«-,  ^y 

2c*sînftoos  0-  .      a«^  siâ  |^  cos  ^ 

• 

Si  l'angle  i  est  infiniment  petit,  c  dïflTéfera  infiniment  peu  de  Funité, 
et  cette  équation,  jointe  à  la  formule  (i^r  de^q^  condui^^eià-  Y4cpx9k^ 
tion  (9),  relative  à  la  courbe  asjrmptotique;  c'est,  effectivement,,  ce 
que  l^OTi  vérifiera*  sa tfs  diffieufté  par  tm  âilcui  sembla&Ie  à  celiil^  du 
■fgc.  Mais  on  pami&^^mmBk  k  otiû  éqMkio»  (g)v  J^  l'IntégfMiôn 
dieBdte  de  Féxpocsliohkda  doc  dm  noniéR)'  piésëdéiitl'  ' 
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En  effets  en  faisant  dx:=  —  ^i^  et  £=so^  on  a 

Pour  intégrer  cette  formule,  soit 

2  =  a  \/:k  cos  p; 


nous  anronsf 


« 
du  =  -r^ .—  a  V^a  cos  i^rfi^: 


d'où  l'on  tire 

— î—  =5  -  lofif  — ^--7 2  sm  p  +  c': 

a  a      "  I— sini^ 

c'  étant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  est  la  même  chose  que 

Si  l'on  fait^  dans  l'équation  (ra)^  fs=o  etâ^ss-^TT  +  A^^^t  qu'on  ap- 
pelle  2  la  valeur  correspondante  de  A:,  on  aura 

/  s=  a  V^a  sîn  -  ^  ; 

et  comme  l  est  la  valeur  de  z  qui  répond  à  k  =  o,  il  en  résultera 

w 

\    I 
^  =log p--}-acos-;i, 

I  +  cos  -#i 
a 

et,  par  conséquent, 
_=log .  .    . 4-acos-,u — =-j 

ce  qui  coïncide  avec  Téquation  (9). 

(94)-  Faisons  û)  =  -9r  +  /t  et  «' ±=  -  ^ -|-  fi',  de  sorte  que  ;i  et 

;ir'  soient  les  angles  sous  lesquels  les  tangentes  extrêmes  à  la  courbe 
du  liquide  viendront  couper  son  niveau  naturel.  L'un  de  ces  angles 
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sera  positif  et  l'autre  négatif,  puisque  Fin»  des  angles  »  et  ai'  est  obtus 
et  l'autre  aigu.  Abstraction  faite  du  sigûe;vils  surpasseront  Fangle  i. 
Soit  /i  le  plus  petit  des  deux  angles  ju  et  /m',  et  supposons  que  i  dif-*^ 
fère  très  peu  de  ju.  L'angle  6  sera  très  petit;  car  la  yateur  d^  tang*  0 
du  n*  9a  peut  s'écrire  ainsi  : 

tang*95=î ; 7-;        (i5) 

asm*-  i  oQê*^M 

et  si  nous  fiusons  ^ 

de  sorte  que  «sp  soit  une  quantité  très  petite ,  nous  aurons  6  s  4  >  ^^ 
négligeant  le  cube  de  4*  Le^rapport  -  sera  aussi  une  très  petite  frac- 
tion ;  et ,  d'après  Téquation  (i  3) ,  nous  aurons  ,  f,  ^/^ 


«l/î 


(ac*—  i)4  =  4^^^'^' 


^  Le  point  I  sera  donc  alors  i^  rapproché  de*  l'un  des  detix  plans  Yer« 
ticaux^  et  l'ordonnée  k  du  point  où  le  liquide  s'arrête  lé  long  de  ce 
plan,  sera  très  petite;'  eu  Vertu  dé  l'équation  (la),  elle  aura  pour 
valeur'  '       " 

*=  ^  sin;t  s=5  a  tang  ;t.    _ 

Mais  il  n'en  sera  pas  de  même  à  l'autre  extrémité  de  la  courbe ,  si 
l'angle  fi'  n'est  pas  très  peu  différent  de  fi,  abstraction  faite  du 
signe* 

*    En  effet,  on  aura,  k  très  peu  près,  * 


tang^d' 


COS/I C08  fê' 


^PMrta 


a  sin*  -  fé  cor  -  ft 


et  l'angle  6'  n'étant  pas  très  petit, le  rapport  —,  déterminé  par  Téqua- 
tion  (i5 ),  ne  le  sera  pas  non  plus*  Prenons,  par  exemple , 

ft  =  — 6o',      fi':^go*; 
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il  dD  résùlUra 

tangV8'Wa,:  '    r=  54'44'. 

Pour  cette  vaJbur  d^  â"  et  cmsio  60%  oa  a 

F(c,  0')  =  1,07855, 

et  réqaation  (i3)  donne 


1.==  0,7775. 


On  aura,  en  même  temps ,^ 


Af  F=,fi  \/cos  ft  —  cos  f«' 


1/3 


T-f 


pour  rordonnée  du  poitit  oif  le  Htjvjide  s^arrétl?  le  long  dt»  phi  h  teiiical 
correspondant  à  c^'. 

Tdbtes  les  fois  que  îà  distance  cT  sera  très  petite  par  rapport  à  a, 
€t  qu'êç:  mèipe  temps  les  anghes  /(4  et  fc'  pe  seront  pas. très  yen  diffié*- 
rena  l'uOLde  Taiiilre  ^  aJbtraotipn  Êiite.  du  signe  ^  aucuQ .  dts^  deiii;  Mr 
g)es  0  et  û  1^  sera  tcès  petîû  ^^  .distances  «  et.^^  4u.p$Hat  Laux  d««x 
points  yerticauN ,  aussi  bien  que  les  coordonnées  d'un  autre  paiaU  de 
la  courbe  du  liquide,  ne  pourront  se  déterminer,  même  par  ap- 
proximation, sans  recourir  aux  fonctions  elliptiques;  et  cette  courbe 
ne  se  réduira,  en  aucune  manière,  à  une  ligne  algébrique. 

(95)^  pajtis  le  cas  de  ft' =  — ^  /t^'  la  courbe  du. liquida  seia 
symétrique  au-dessus  et  au-dessous  de  son  niveau  naturel;  on  àufa 

«K-cT;  et  si  la«  distance  «T  est  très, petUe  par  jcapij^rli  à  a^  on 

pourra  supposer  l'angle  Q  très  petit,  et  l'angle  i  très  peu  différent 
de  /^.  D'après  le  numéro  précédent,  a&  duM  généralement 


— —  =  4  cos  /A  , 


et,  par  conséquent, 


4/  /*8in/(  y         I   i\. 

=  — 7= >       i=ft— ^  .  ^^^  ,        A:  =  -d'tangu, 
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L'angle  ^  qui  entre  dans  les  équations  (lo)  et  (ii),  éUMt  IcMiemis 
moindre  que  0,  sera  aussi  très  petit.  En,  négligeant  le  cube  de  ^9 
ces  équations  deyiendront 


et  si  l'on  élimine  ^  entre  elles ^  etq^'oo  j finie  ù:^éi»^  i  dcz  cos  -  V> 

il  vient 

zsaiortaqgjet; 

fl  ^  -  - 

en  sorte  que  la  courbe  du  liquide  se  réduira ,  à  très  peu  près  ,■  à 
uM  ligne  droile.  Uéiératîtai  oa  la  <iëpression  dé  sei  ektirémtf^  âera 
proportioUneUe  k  la  distance  ^  des  deU'^  j^iift  H^ertibaux ,  et  indé^ 
pendante  de  la  matière  du  liquide;  Mais  cela  n'aura  plus  lieu  lors- 
que l'angle  f>i  sera  droit  ou  à  peu  près  droite  car  alors  li^  premier 
terme  de<:hacum^  fbcnknldi  (ii^  et  (i  5)  s'évanouira  ou  sera  très 
petite  ce  qui  rendra  nécessaire  U  considératioa  da  tenue  suivant. 
En  teoant  cobipte  de  la  troisième  puissance  de  ^  et  de  d ,  on  aura 

•      .  •        •  • 

Si  l'on  suppose  fiz=:  -Tr ,  on  tirera  de  l'équation  (f 5)^ 
en  négligeant  la  quatrième  puissance  de  6j  cm  aura  donc 


et,  par  conséquent, 


D'après  l'équation  (10),  on  aura,  en  même  temps, 


r»— .Z?T» 
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d'<»tta 


pour  rëquatioa  de  la.  courJkte  da.  liquide  qui -sera,  une*  parabole  cu- 
bique. Les  ordonnées  de  ses  extrémités,  c'est-à-dire  les  vsdeurs 
àiCz  qui  répoildeot  ii  ^sàsdbO^  seront  ... 


v^'^. 


pour  lesquelles  ou  a  efTeCtiyemënt  ^  s?3  db  «•  LVlévaf ion  ou  la  dë- 
pres^Biou  du  liquide  dépendra  dont  de  la  constante  a,  et  sera,  ea 
outrç ,  proportionnelle  à  la  racine  cubique  de  la  distance  mutndUe  ^a 
des  deux  plans  extrônies«  .     . 

(g6).  Si  Ton  plonge  dans  un  liqpide  deux'  lames  Tcrticdies;  pa- 
rallèles et  d'une  grande  Jargeur,  les  £9rmules  précédentes  serviront 
à  déterminer,  d^ns  fous  les  cas,  la  figure  du. liqiûde  en-dedans  et 
en -dehors  de  ces  deux  lames.  En  même  temps,  l'équation  (9)  du 
n"*  65  fera  connaître  l'excès  dé  pression  horizontale,  qui  pousse  cha- 
cune de  ces  lames  perpendiculairement  à  leur  direction;  et  l'ex- 
pression de  cette  force  sera  irès  simple  >  d'après  les  valeurs  que  nous 
ayons  trouvées  pour  les  ordonnées  verticales  des  points  extrêmes  de 
la  couche  du  liquide.    " 

En  effets  lorsque  le  liquide  s'élèvera  ou  s'abaissera  à  la  fois  le 
long  des  deux  faceir  intérieiti*es  de  ces/deul  lames,  on. aura  (n*  87) 

A*  fiK  A* -f- ^•(i -^.  sin  û)), 

pour  le  carré  de  Tordonnée'  de  l'extrémité  de  la  courbe  intérieure 
du  liquide,  qui  répond  à  l'angle  donné  oà.  Si  l'on  appelle  ^1  For- 
donnée  de  l'extrémité  de  la  courbe  extérieure ,  et  «f.  l'angle  cor- 
respondant, on  aura,  en  même  temps, 

A:%  =  éa*(t  *—  sm  a,); 

car  le  point  de  cette  courbe  ou ,1a  tangente  est  horizontale,  et  dont 
l'ordonnée  est  A ,  se  trouvant  a.u .  niveau  du  liquide ,  on  a  A  s=  o. 
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Or^  ces  valeurs  de  M'el  A*,  réduisent  rëquatioa*  (9)  àù'W  85. ky 

L'excès  de  pression  qui  pousse  chaque  Urne  de  dehors  en  dedans  est 
donc  une. quantité  positive;  ce  qui. montre  que  dans  ce  premiier  cas 
les  deux  lames  se  rapprocheront  l'une  de  l'autre^  quel  que  soit  l'état 
de  leurs  £aice$  extérieures.  La  force  e  qui  produit  cette  attraction  ap- 
parente sera  la  même  pour  ces ^qux  corps,  et  proportionnelle  au 
carré  de  l'ordonnée  du  point  C  de  la  courbe  intérieure,  où  la  tangente 
est  horizontale;  et  comme  A  est,  à  peu  près^  eu  raison  inverse  de  la 
distance  mutuelle  des  deux  lames,  quand,  elle  est  très  petite  par  rap<« 
port  à  la  constante  a,  il  s'ensuit  qu'alors  cette  force  sera  en  raison  in-t 
verse  du  carré  de  la  distance. 

Quand  le  liquide  s'élèvera  le  long  de  la  face  intérieure  de  Tune  des 
lames,  et  s'abaissera  le  long,  de  la  face  intéiûeure  de  l'^autre ,  le  carré 
de  l'ordonnée  k  de  l'extrémité  de  la  courbe  intérieure  qui  répond  ^à 
l'angle  donné  cv,  aura  pour  valeur,  d'après  l'équation  (i a),. 

k*  =  a*  (cos  i  —  sin  ûtf)  ; 

I  étant  l'angle  sous  lequel  la  courbe  intérieure  coupe  le  niveau' natu« 
rel  du  liquide.  A  l'extérieur,  cet  angle  est  nul,  et  Ton  a 

A:*,  =a*(i  —  sin  »,), 

comme  dans  le  premier  cas.  Eu  vertu 'de  l'équation  (9)  du  n*  85, 
on  aura  donc 

€  =  g  fia*  (cos  i  —  i) , 

pour  la  force  qui  pousse  chaque  lame  de  dehors  en  dedans;  et  comme 
sa  valeur  est  négative,  on  en  conclut  que,  quel  que  soit  l'état  des  faces 
extérieures  des  deux  lames,  elles  s'écarteront  toujours  l'une  de  l'autre 
dans  le  second  cas  que  nous  examinons  actuellement,  c'est-à-dire  dans 
le  cas  où  la  courbe  intérieure  préset^te  un  point  d'inflexion.  Si,  en  outre, 
cette  courbe  est  symétrique  au'-dessus  et  au-dessous  du  niveau  naturel 
du  liquide,  et  que  de  plus  la  distance  des  deux  lam^  soit  très  petite  par 
rapport  à  la  constante  a,  l'angle  /,  rcdul^  au  premier  terme  de  sa  va-, 

leur,  sera  égal  à  co ^tc,  d'après  le.  numéro,  précédent  ;  par  consé- 
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quenty  la  fdnrce  £  se  trouvera  indépendante  de  la  distance  des  deux 
lames,  et  à  peu  près  égale  à  gpla*{i  -—  sin^),  abstraction  faite  du 
signe.  Il  en  sera  de  même  toutes  les  fois  que  le  point  dHnflexion 
i^era  seulement  très  rapproché  de  Tune  des  deux  lames  à  laquelle 
on  supposera  que  répond  Tangle  co ,  comme  dans  l'exemple  du 
n<^94. 

Il  est  très  remarquable  que  la  foi^ce  €  ne  dépende  jamais  de  la 
figure  extérieure  du  liquide  et  de  l'état  des  faces  externes  des  deux 
lames;  il  Test  également  qu'on  puisse  toujours  déterminer  cette  force, 
sans  connaître  la  courbe  intérieure  du  liquide,  et  au  moyen,  seu*- 
lement,  de  l'ordonnée  h  ou  de  l'angle  i,  qui  répondent  aux  points 
que  j'ai  désignés  par  C  et  I. 

S'il  n'y  a  qu'une  lame  flottante  à  la  surface  dii  liquide,  la  force  € 
sera  nulle,  quel  que  soit  l'état  de  ses  deux  faces;  en  sorte  que  la 
larlié  ne  prendra  aucun  mouvement  horizontal;  mais  elle  pourra 
tourner,  ainsi  que  je  l'ai  dit  précédemment  (n®  85),  autour  d'un 
axe  horizontal  et  parallèle  à  sa  laideur,  passant  par  son  centre  de 
gravité. 

S'il  y  a  plus  de  deux  lames  flottantes  verticales  et  parallèles,  les 
valeurs  *  précédentes  de  e  conviendront  encore  à  chacune  des  deux 
lames  extrêmes.  A  l'égard  d'une  lame  intermédiaire,  on  aura 

en  supposant  que  les  deux  courbes  adjacentes  ne  présentent  aucun 
point  d'inflexion,  et  désignant  par  h  et  h'  les  ordonnées  de  leurs 
points  C  :  la  lame  sera  poussée  du  côté  de  la  courbe  à  laquelle  ré- 
pond la  plus  grande  de  ces  deux  quantités,,  abstraction  faite  du 
signe.  Si  l'une  de  ces  courbes  présente  un  point  d'inflexion  I,  et 
l'autre^  un  point  C,  auxquels  répondront  l'angle  i  et  l'ordonnée  h, 

on  trouvera    • 

€  =  gfl  (h* -^  a*  cos  i) , 

pour  la^  force  qui  poussera  la  lame  du  côté  du  point  C  ou  du  point  I , 
selon  qu'elle  sera  positive  ou  négative.  Enfin ,  lorsque  chacune  de  ces 
courbes  aura  un  point  d'inflexion ,  on  aura 

i  ==  gfla^  (cos  i  —  cos  i')  ; 
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i  et  i'  désignant  les  inclinaisons  de  la  tangente  qui  répondent  aux 
deux  points  d'inflexion  :  la  lame  sera  alors  poussée  du  côté  de  la 
courbe  à  laquelle  appartient  ]e  plus  petit  de  ces  deux  angles.  Ces  ré- 
sultats se  concluent,  sans  difficulté ,  de  l'équation  (9)  du  n®  85,  com- 
binée avec  les  valeurs  de  A*  et  i*»  dont  nous  venons  de  faire  usage, 
dans  le  cas.de  deux  lames  flottantes. 

(97).  Avant  de  quitter  ce  sujet,  il  nous  reste  à  faire  voir  que  quand 
Tun  des  angles  représentés  par  œ  et  cù'  est  aigu  et  Tautre  obtus ,  îl 
y  a ,  comme  je  l'ai  dit  précédemment  (n®  86),  d'autres  états  d'équi- 
libre possibles  en  général,  et  dans  lesquels  la  couche  du  liquide 
ne  présente  pas  de  point  d'inflexion  entre  les  deux  plans  auxquels 
ces  angles  répondent. 

Pour  cela,  considérons  d'abord  la  courbe  qui  a  lieu  lorsque  les 
angles  co  et  <»'  sont  égaux ,  et  supposons-les  obtus.  Soit  ACB  cette 
courbe  (fig.  20),  C  le  point  où  la  tangente  est  horizontale^  ED  et 
GF  les  faces  internes  des  deux  lames  flottantes,  A  et  B  les  points 
où  elles  sont  rencontrées  par  la  courbe  ACB.  Par  le  point  A ,  me- 
nons une  horizontale  AK  dans  la  matière  de  la  lame  adjacente,  et 
une  normale  AN  en  dehors  du  liquide  ;  KAN  sera  l'angle  » ,  et 
l'on  aura 

dz 

cos  û^  =5  — • —    ■     ■   _,         (16) 


v/-+^ 


en  regardant  le  radical  comme  une  quantité  positive ,  comptant 
les  x  positives  à  gauche  d'un  point  0  choisi  arbitrairement,  et 
faisant  x  ss  OD  après  les  différentiations.  Par  un  point  A'  de  la 
courbe,  situé  entre  A  et  C,  menons  une  verticale  k'Y/  qui  tombe 
à  droite  du  point  0,  une  horizontale  A'H  à  gauche  de  AD',  et 
une  normale  extérieure  A'N'.  Si  Ton  appelle  f  l'angle  obtus 
HA^N' ,  il  est  évident  que  la  valeur  de  cos  cù  se  changera  dans 
celle  de  cos  ^ ,  en  y  irisant  x  =s  *—  OD'  après  les  dififérentia- 
tions.  Par  conséquent,  si  nous  faisons  généralement  x  =  -—  a/, 
et  si. nous  désignons  par  m'  le  supplément  îi'AlSf  de  l'angle^, 
nous  aurons  . 

2S.. 


»96  NOUVELLE  THÉORIE 


en  faisant  a:'=  OD'  après  avoir  diflerentié. 

Or,  maintenant,  plaçons  dans  le  liquide  une  lame  parallèle  à  EAD, 
dont  la  face  E'A'D',  tournée  du  côté  de  EAD ,  passe  par  le  point  A', 
et  supposons  que  ca'  soit  l'angle  spécial  qui^  répond  à  là  matière  de 
cette  lame  et  à  celle  du  liquide.  Il  est  évident  que  l'équilibre  du  li- 
quide ne  sera  pas  troublé  entre  AD  et  A'D';  car  la  courbe  AA' satis- 
fait, par  hypothèse,  à  Féquation  générale  de  la  surface  capillaire,  ré- 
duite à  une  seule  dimension;  et,  de  plus,  les  équations  (i^)  et  (17), 
auxquelles  ses  extrémités  A  et  A'  satisfont  également,  sont  celles 
qui  doivent  avoir  lieu,  en  particulier,  pour  ^équilibre  du  liquide 
que  l'on  considère  entre  les  deux  lames  EAD  et  E'AD',  en  y  re- 
gardant €0  et  û/  comme  des  angles  donnés.  Voilà  donc  un  état  d'é- 
quilibre dans  lequel  le  liquide  s'élève  à  la  fois  le  long  des'  deux 
lames  parallèles,  quoique  les  cosinus  dès  angles  co  et  cd^  qui  sy  rap- 
portent soient  de  signes  contraires.  Le  liquide  s'élève  et  sa  surface 
est  concave  par  en  haut,  parce  que  nous  avons  supposé  l'angle  ob- 
tus ct)  plus  grand  que  le  supplément  de  l'angle  aigu  o)';  il  s'abais- 
serait, au  contraire,  et  sa  surface  serait  concave  par  en  bas,  si 
l'angle  obtus  était  moindre  que  le  supplément  de  l'angle  aigu. 

La  courbe  AA'  sera  déterminée  par  le  système  des  équations  (3) 
et  (4)  ;  mais  si  l'on  représente  par  J"  la  distance  comprise  entre  ces 
deux  lames,  cT  ne  sera  plus  la  somme,  mais  la  différence  de  leurs 
distances  6t  et  a'  au  point  C,  qui  se  déduisent  de  l'équation  (7);  et^ 
pour  déterminer  le  module  c,  onai^a 


a 

2  r-n  •        é\K  in  •  /iivn      .  C  sîn  28  C  SÎll  iâ' 


[F(c;ô)-F(c,  flO] 


c^     ^   ^    ^  ^    '      ^•'^  l/i— c*8În*e         v/i— ^Vm'd'       ^     ^ 

au  lieu  de  l'éqi/atîon  (8);  4  étant  toujours  détemiiné  par  l'équa- 
tion (6),  et  d'  désignant  ce  que  fi  devient  quand  on  y  met  eo'  au 
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lieu  de  ot.  On  prendra  le  signe  supérieur  ou  inférieur  Seyant   ^y 
selon  que  cette  formule  (18)  sera  positive  ou  négative. 

Quant  aux  ordonnées  verticales  k  et  h!  des  points  A  et  A'  au-dessus . 
du  niveau  du  liquide,  elles  seront  données  par  les  équations 

jfc*=5A*H-.a»(i^sin«),      /:'*=À*H-â*(i  — sin«Oî 

h  étant  l'ordonnée  du  point  C,  situé  sur  le  prolongement  de  A A'^  dont 
la  valeur  sera. 


c' 


Ces  ordonnées  seront  de  même  signe;  et  on  les  regardera  comme 
positives  ou  comme'  négatives  ^  selon  que  celui  des  deux  angles  cù 
et  û>',  qui  est  obtus,  sera  plus  grand  ou  moindre  que  le  supplément 
de  l'angle  aigu.  On  verra,  comme  dans  le  numéro  précédent,  que  les 
deux  lauies  flottantes  seront  poussées  l'une  vers  l'autre,  quel  que  soit 
l'état  de  leurs  faces  externes. 

(98).  Au  lieu  de  la  courbe  qui  présente  un  point  C  où  la  tangente 
est  horizontale,  si  l'on  considère  celle  qui  contient  un  point  d'in- 
flexion I,  on  en  pourra  prendre  une  portion,  située  d'un  même  côté 
du  point  I,  pbur^  la  figure  d'équilibre  d'un  liquide  compris  entre 
deux  lames  parallèles ,  telW  que  les  cosinus  des  angles  spéciaux  cù 
et  eu'  soient  de  signes  contraires.  Ce  nouvel  état  d'équilibre  aura  cela 
de  commun  avec  celui  du  numéro  précédent ,  que  lé  liquide  s'élè- 
vera ou  s'abaissera  à  la  fois  le  long  des  deux  lames;  mais  ils  dif- 
féreront l'un  de  rauti*e  par  la  nature  de  la  surtacé.  La  portion  de 
courbe  qui  termine  le  liquide  sera  maintenant  déterminée  par  le 
systènpie  des  équations  (10)  et  {11);  le  module  c  étant  donné  par 
l'équation 

^  =  F(c,  fl)^F(c,  fl')-aECc,  Ô;+2E(c,  6') 

qui  remplacera  l'équation  (i4)f  ^t  dans  laquelle  cT  continuera  de 
représenter  la  distance. mutuelle  des  deux  lames,  regardée  comme 
une  quantité  positive. 
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Les  ordonnées  k  et  V  des  points  extrêmes  semok  données  par  les 
équations 

^^ 

A:'  =  ^*(cosi  —  sîriû^),  A:'*  ==  a*  (cos  i  —  sîq  #'}, 

en  faisant  c  s=  eos  -  î ,  et  regardant  k  et  If^  qui  doivent  être  de  même 

signe  y  comme  des  quantités  positives  ou  négatives,  seîkm  que  celui 
des  deux  angles  donnés  où  et  co  qui  sera  obtus,  surpassera  le  supplé- 
ment de  lautre  ou  en  sera  surpassé.  On  en  conclura,  comme  dans  le 
n®  g6,  que ,  dans  cet  état  d'équilibre,  la  pression  horizontale  du  li- 
quide tendra  à  écarter  les  deux  lames  Tune  de  Fautre. 

Nous  voyons  donc  que  si  Ton  rapproche  Tune  de  l'autre  deux  lames 
verticales  et  parallèles,  qui  soient  telles  que  le  liquide  s'élèverait  le 
long  de  l'une  et  s'abaisserait  le  long  de  l'autre,  si  elles  étaient  isolées, 
il  pourra  généralement  prendre  entre  elles  trois  formes  différentes  : 
dans  l'une  de  ces  formes,  la  courbe  qui  le  termine  présentera  un 
point  d'inflexion;  dans  les  deux  autres^,  elle  ne .  présentera  ni  un 
point  d'inflexion ,  ni  un  point  où  la  tangente  soit  horizontale;  mais 
son  prolongement  en  dehors  des  deux  lames  contiendra  un  point  de 
l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  espèces.  Toutefois,  lorsque.  <»,  f»\  ^, 
sont  donnés,  ces  différentes  formes  du  liquide  supposent  que  les  va- 
leurs de  c  tirées  des  équations  (i4)>  (i8)»  (i9)i  ^^^  moindres 
que  l'unité;  et  si  cette  condition  n'est  pas  remplie  pour  l'une  de 
ces  équations ,  la  figure  correspondante  ne  peut  avoir  lieti. 

(99)*  1^0^^  éclaircir  ces  résultats  paj^  un  exemple,  supposons  que 
l'une  des  deux  lames  ait  été  préalablement  mouillée  par  le  liquide, 
et  prenons,  en  conséquence,  â»s=7r;  supposons,  en  même  temps, 
que  l'autre  lame  n'exerce  qu'une  très  petite  attraction  sur  le  li«^ 
quide;  en  sorte  que  où'  soit  un  très  petit  angle,  que  nous  repré- 
senterons par  2V*  L'angle  f»  étant  plus  grand  que  le  seulement  de  (Jp 
le  liquide  sera  concave  et  élevé  an-dessus  de  son  ^oiiveau  naturel ,  dans 
les  deux  cas  des  numéros  précédens.  , 

En  vertu  de  l'équation  (6),  on  aura 

cot6  =  6,     fl'=9-^.. 
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en  négligeant  le  carré  de  i',  et  désignant  par  b  le  ààmjilîêéàenï 

V/i  —  c*  du  module  c.  Si  IW  développa  la  fonimle  (i8)  suiviM 
les  puissances  de  &  —  6 ,  le  terme  indépendant  de  cette  différç|)Cfi 
n'existera  pas,  et  Yoà  trouve  que  la  valeur  de  cot6  fait  disparaître 
celui  qui  dépend  de  sa  première  puissance  ;  en  s'arrétant  à  son 
carré ,  il  vient 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose ^ 


d'où  Ton  tire 


W 


Par  conséquent,  pour  que  TéquiËbre  que  Ton  a  considéré  dans  le 
n""  97  puisse  avoir  lieu ,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  la  distance 
cT  soit  très  petite  et  moindre  que  tH^.    . 
Cette  condition  étant  remplie ,  nous  aurons 


et  par  suite 


pour  une  même  valeur  de  sf,  l'élévation  du  liquide  sera  donc  en  rai- 
son inverse  de  la  distance  J^  des  deux  lames;  et  si  cette  distance  est 
très  petite  par  rapport  à  a^,  la  force  €  qui  les  pousse  l'une  vers  l'autre, 
sera  en  raison  inverse  du  carré  de  ^. 

■ 

Si  l'on  fait  successiv^oient  fjuesa  isret/tiss-— •  ^  ^  3^^    ([nn^ 

réquàtion  (i5),  (Je  qui  répond  à  «sîrTr  et  fl^'sss  2i>,  et  qu'on  né- 
glige le  carré  de  p,  on  en  déduira 

siti  -»•  aP'Mn  -t 
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En  développant  la  formule  (i9)«uiTantJe8  puissances  de  d'— 'G>  jus- 

* 

qu'au  carré  inclasiyement,  et  mettant cos-  i  k  hi  place  de  c,  on 
trouvé 


t 

a 

aï/a.in»I»           »^«»»» 
a 

d'où  l'on  tire 

€0815=^. 

•    •\ 


Pour  que  Tangle  i  soit  réel,  il  suffirait  qu'on  eût  J^>a(^*;  mais  notre 
calcul  suppose  très  petite  la  différeucÇ.  OT —  0;  ce  qui  exige  que 

— ^  soit  aussi  très  petit,  et,  par  conséquent,  que  —  le  soit  égale- 

ment.  En  supposant  donc  que  la  distance  J^siirpa^  ai^,  et  soit  néan- 
moins très  petite  par  rapport  à  ai^,  l'équilibre  dont  il  a  été  question 
dans  le  numéro  précédent  pourra*  avoir  lieu;  et,  dans^cet  état, 
on  aura        >,  . ,     , 

pour  l'élévation  du  liquide  et  pour  Tex pression  de  la  force  qui  tend  à 
écafter  les  deux  lames  l'uuesde  l'àn'lre. 

Dans  ces  deux  formes  du  liquide ,  la  force  €  s'évanouit  à  la  limite 
qui  les  sépare ,  c'est-à-dire  quand  d"  =  nu* ,  et  k  est  le  même  pour 
toutes  les  valeurs  de  J^.'Si  là  distance  J"  surpasse  d'abord  av^,  que  la 
seconde  forme  s'établisse,  et  qu'ensui^te  on  rapproche  les  deux  lames, 
dé  sorte  que  J^  deyiéntie  moindre  que  àv*,  la  première  forme  suc- 
cédera a  la  seconde ,  et  la  répulsion  se  changera  en  attraction. 

(fbo).  En  rapprochant  ce  résultat  .de  celui  que  nous  avons  trouvé 
précédemment  pour  le  cas  oyi  il  existe  un  point  d'inflexion  entre  les 
deux  lames, tOUTcvôit  que ,r^ans«i'exeinple  que  nous  examinons ,' le 
liquide  peut  pr^ndj;.e  dei^x  ^ures  d'équilibre  ,diflrérentes,  pour  une 
même  distance  J"  très  petite  par  rapport  k  a.  L'une  de  ces  Hgures 
sera,  à  très  peu  près,  une  parabole  cubique  (n®  gS);  elle  subsis- 
tera, quelque  petite  que  soit  la  distancç  J^,  et  les  deux  lames  se 
repousseront  constamment  aVee  uhe  force  indépendante  de  ^et  égale 
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à  gfJa^  (u!*  96).  Dans  l'autre  figure ^  la  courbe  du  liquide  sera  de 
deux  natures  différentes,  selon  qu'on  aura  cT  >  at^  ou  cT  <  ^^* 
entre  les  deux  lames;  elle  sera  tout  entière  au-dessus  du  jiiveau, 
et  ne  présentera  ni  inflexion  ni  point  où  la  tangente  soit  horizon- 
tale; elle  fera  partie  d'une  parabole  cubique,  quand  J^  surpassera 

ai^ ,  et  d'un  arc  de  cercle ,  d'un   rayon  égal  à  -  cT,  quand  J^  sera 

moindre  que  ai^.  Dans  ce  changement  de  courbure ,  la  force  s  chan- 
gera de  signe;  k  mesure  que  cT  diminuera,  elle  croîtra  ou  décroî- 
tra ,  abstraction  faite  du  signe ,  suivant  qu'on  aura  cT  <  a^*  ou 
cT  >  av\ 

Mais ,  laquelle  de  ces  deux  figures  différentes  le  liquide  prendra- 
t-il  effectivement?  11  7  a  lieu  de  croire  que  si  l'on  a  d'abord  placé 
les  deux  lames  parallèles  à  une  grande  distance  l'une  de  l'autre,  en 
sorte  que  le  liquide  se  soit  élevé  près  de  l'une  et  abaissé  près  de 
l'autre,  et  qu'ensuite  on  les  ait  rapprochées  graduellement  jusqu'à 
ce  que  la  partie  horizontale  du  liquide ,  comprise  entre  elles ,  ait 
disparu ,  ce  sera  la  première  figure ,  présentant  un  point  d'inflexion , 
qui  s'établira.  Mais,  au  contraire,  le  liquide  s'étant  élevé  près  de 
l'une  des  lames ,  si  l'on  plonge  l'autre  verticalement  dans  la  partie 
courbe  du  liquide,  on  peut  croire  qu'alors  la  seconde  figure  aura 
lieu,  et  qu'il  ne  se  produira  pas  d'inflexion. 

Le  changement  de  répiQsion  en  attraction  qui  a  lieu  dans  le  cas  de 
la  seconde  figure,  quand  la  distance  J^  diminue  convenablement, 
fournit  l'explication  d'un  phénomène  observé  par  Haiiy  et  cité  dans 
la  Mécanique  céleste  (^\  Ayant  plongé  dans  l'eau  une  lame  d'ivoire , 
le  long  de  laquelle  le  liquide  sW  élevé ,  et  une  feuille  de  talc  lami-^ 
naire,  substance  non  susceptible  d'être  mouillée  par  l'eau,  il  a  ob- 
servé que  ces  deux  lames  se  repoussaient  tant  que  leur  distance  mu- 
tuelle dépassait  une  certaine  limite ,  el  qu'elles  s'attiraient ,  au 
contraire ,  lorsque  leur  distance  était  moindre.  U  serait  à  désirer  que 
cette  expérience  curieuse  fiit  répétée  ;  et  pour  que  l'observation  fût 
complète,  il  faudrait  vérifier  qu'en  plaçant  d'abord  les  deux  lames 
parallèles  a  une  assez  grande  distance  l'une  de  l'autre ,  et  les  rap>» 


i^-<i 


(*)  Supplément  à  hrThéorie  de  i' Action  capillaire^  page  47* 
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prochant  eosuite  avec  précaution  ^  la  courbe  du  liquide  présenterait 
une  inflexion^  qui  se  maintiendrait,  ainsi  que  la  force  répulsive, 
quelque  petite  que  devienne  la  distance  des  deux  lames. 

(101)4  OccuponsHious  actuellement  d'un  autre  genre  de  questions. 
Supposons  qu'un  volume  donné  d^un  liquide  soit  compris  eûtfe  deu^ 
plans  horizontaux ,  et  proposons-nous  d^  déterminer  la  surface  laté- 
rale de  ce  liquide.  Son  équation  difierentielle  sera 

H  étant  la  constante  relative  à  la  matière  du  liquide,  A  et  A'  les  rayons 
de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque  M  de  sa  surface,  n  la 
pression  atmosphérique ,  p  la  pression  intérieure  qui  a  lieu  à  une  dis- 
tance de  M ,  insensible ,  mais  plus  grande  que  le  rajon  d'activité  mo- 
léculaire. En  appelant  z  l'ordonnée  du  point  M,  verticale  et  dirigée 
de  bas  en  haut,  p  la  densité  du  liquide,  g  la  gravité,  et  €  une  cons- 
tante arbitraire,  on  pourra  représenter  la  valeur  de  p  par 

pzszn  +  Ca-^gfz; 

ê 

et  aucune  partie  plane  de  la  surface  du  liquide  n'étant  soumise  à  la 
pression  de  Tatmosphère,  la  constante  S  ne. sera  pas  nulle,  et  sa  va- 
leur devra  se  déterminer  d'après  le  volume  du  liquide.  Si  les  deux 
plans  horizontaux  entre  lesquels  il  est  compris  sont  parfaitement  ho- 
mogènes, et  qu'on  fasse  abstraction  des  sinuosité  de  leurs  superficies, 
il  est  évident  que  la  surface  latérale  du  liquide  sera  une  surface  de 

révolution ,  qui  aura  son  axe  vertical.  D'après  l'expression  de  -  4-  A 
relative  à  ce  genre  de  surfaces,  l'équation  (à)  deviendra  donc 


( 


'■^'*-^'"4-rf  =  S^      W 


en  désignant  par  t  la  distance  du  point  qoeleotique  M  à  Taxe  de 
figure,  et  faisant  H  =  gpa^.  Selon  la  règle  que  l'on  doit  suivre 
pour  déterminer  le  signe  ambigu  dm  dénominateftf  daaa  l'exprès- 
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sîon  de   ^  +  ^  (^^  49);  ^^  faudra  prendre  le  radical  y^H-  j^  ^^ec 

un  signe  contraire  à  celui  de  dti  la  différentklle  dz  étant  ppsitive 
dans  toute  la  longueur  de  la  génératrice. 

A  Teittrémité  supérieure  de  cette  courbe^  je  désignerai  par  œ  l'angle 
que  fait  la  iftrmale  extérieure  avec  la  verticale  tirée  en  sens  contraire 
de  la  pesanteur,  et  à  Textrémité  inférieure,  j'appellerai  c/  l'angle 
compris  entre  la  normale  extérieure  et  la  verticale  menée  dans  le 
sens  de  la  pesanteur.  Ces  deux  angles  sergnt  donnés;  et,  par  exemple, 
chaque  angle  sera  égal  à  deux  droits,  quand  les  deux  plans  auront  été 
préalablement  mouillés  par  le  liquide*  Je  considérerai,,  par  lasnite,  un 
cas  dans  lequel  l'un  de  ces  angles  est  aigu  et  Tautre  obtnA  ;  maintenant, 
je  supposerai  qu'ils  sont  tous  les  deux  aigus  ou  tous  les  daux  obtus  : 
la  courbe  sera  alors ,  dans  toute  sa  longueur,  concave  ou  cpuvexe  en- 
dehors,  et  il  y  aura  un  point  C  pour  lequel  sa  tangente  sera  verti- 
cale. Je  fixerai  en  ce  point  l'origine  de  la  variable  2,  et  je  dési-* 
gnerai  par  h  la  valeur  oorriespondante  de  ^,  en  sorte  qu'on  ait  à 
la  fois 

f  dz 

t  =  n,      J3  =  o,       ^  =  00. 

Il  en  résultera 

y  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  génératrice'  au  point  € ,  que  Ton 
regardera  comme  positif  ou  comme  négatif,  suivant  que  cette  courbe 
sera  concave  ou  convexe  en*dehors«  On  a  pris  —  h  pour  l'autre 
rayon  de  courbure,  c'est-à-dire  que  Ton  a  considéré  le  radical 

I  +  3T  comme  négatif,  parce  que  la  ligne  de  courbure  circulaire 

à  laquelle  il  répond  tourne  sa  convexité  en-dehors. 

Soient  r  et  r'  les  rayons  des  certes  de  contact  du  liquide  avec  les 
plans  supérieur  et  inférieur,  et  ol  et  a'  leurs  distances  au  plan  hori- 
zontal passant  par  U  point  C;  à  Textrémilé  supérieure  de  la  généra- 
trice, nous  aurons 


V 
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et,  SL  son  extrémité  inférieare^ 

t  =  r^,     z^  —  (t\     ^^^.sin«Y  i-f-^:s=o;         (d) 

le  signe  des  radicaux  étant  le  même  que  dans  l'équation  (6). 

Appelons- enfin  m  la  valeur  moyenne  de  tf  et  k  la  distance  mutuelle 
des  deux  plans  qui  comprennent  le  liquide;  son  volume  pourra  être 
représenté  par  7rm*k,  et  l'on  aura 

*  +  «'=*,       f2  ,t^dz  =  m*k.  (e) 

Les  équations  (6) ,  (c),  (d),  (e),  sont  celles  qu'il  s'agira  de  résoudre 
par  approximation;  mais,  pour  cela,  il  faudra  procéder  différem- 
ment 9  selon  les  dimensions  du  liquide.  Je  les  supposerai  d'abord  très 

petites  par  rapport  à  a ,  en  sorte  que    —  et   ~  ,    et ,    par    suite , 

-  et  - ,  soient  de  très  petites  fractions. 

(los).  Dans  ce  cas,  je  multiplie  l'équation  (6)  par  tdt,  et  j'in- 
tègre ses  deux  membres;  il  vient 

dz 

et  si  l'on  suppose  que  l'intégrale  ft^dz  commence  avec  z^  la  constante 
arbitraire  6'  aura  pour  valeur 

En  combinant  les  équations  (c),  (rf),  {f)f^  on  en  conclura 
Çr*  4-  É^'  —  r  sin  a  =  ^ —  --:  /      t^dz , 

et  en  retranchant  ces  équations  (g)  l'une  de  l'autre,  et  ayant  égard  à 
la  seconde  équation  (e),  on  aura 

Ç (r*  —  r'»)  =  r  sin  û>  —  r^  sin  a' -f-  ~  («r*  +  «V»^—  km^) ; 
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résultat  qui  coïncide  avec  l'équation  (6)  du  n*  8a ,  en  observant  que , 
d'après  les  expressions , de  /i  qu'on  a  enciploy ées ^dans  les  n^  8i  et  lOi, 
la  constante  b  doit  être  la  même  chose  que  a*€  +  ^'• 

Dans  une  première  approximation ,  je  négligerai  les  termes  divisés 
par  «•;  ce  qui  réduit  l'équation  (f)  k 


dz 


v/ 


-f-C<*-|-€'s=oj 


d'où  Ton  tire 


Le  radical   y  i  +  ^  ayant  un  signe  contraire  à  celui  de  clt ,  et  la 

différentielle  dz  étant  positive ,  la  quantité  Qt^  +  f  '  est  aussi  positive; 
par  conséquent  y  le  radical  contenu  dans  l'expression  de  dz  devra  être 
de  même  signe  que  dt. 

Cette  formule  s'intégrera  toujours  au  moyen  des  fonctions  el-- 
liptiques^  et,  dans  quelques  cas,  au  moyen  seulement  46s  arcs  de 
cercle  et  des  logarithmes.  La  valeur  de  z  que  l'on  en  déduira  sera 
le   premier  terme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de 

1 ,  qui  sera  d'autant  plus  convergent^  que  les  dimensions  du  liquide 

seront  plus  petites  par  rapport  à  a,  et  dont  on  formera  autant  de 
termes  que  l'on  voudra,  par  la  méthode  des  approxim&tions  succes- 
sives. En  faisant  successivement  tz=:r  ettss:  r^dans  Texpression  de  z, 
on  aura  celles  de  «  et  — ^'t  et,  cela  étant,  les  quatre  équations  {e) 
et  (g)  feront  connaître  les  valeurs  de  r,  /,  h  et  y.  Far  coaséquent,  il 
ne  restera  rien  d'inconnu  dans  l'expression  de  z,  qui  sera  la  solution 
complète  du  problème.  ^ 

Si  l'épaisseur  k  de  la  goutte  est  très  petite,  non-seulement  à  l'é- 
gard de  a,  mais  aussi  par  rapport  à  sa  largeur,  la  génératnce  de 
la  surface  latérale  du  liquide  se  confondra,  à  très  peu  près,  avec 
son  cercle  osculateur  au  point  C.  C'est,  en*  effet,  tre  que  l'on  dé- 
duit de  l'expression  de  dz;  car,  dans  ce  cas,  le  rayon  y  de  ce  cercle 
est  très  petit  par  raj^rt  au  demi-Kiiamètre  ft-de  la  goutte;  on  a 
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à  peu  près» 

e—— JL  fi'—*!. 

2y  2y 

si  l'oa  fait 

la  variable  t'  sera  aussi  très  petite;  on  aura^  à  très  peu  près, 

dz=.Sy^â£., 

et,  par  conséquent, 

à  cause  de  z  =  o ,  quand  t:=sh  ou  ^  =s  o.  On  regardera  le  radical 
comme  positif,  selon  qu'il  s'agira  d'un  point  situé  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  €;  la  variable  ^'  aura  le  même  signe  que  ^;  et,  pour 
vérifier  l'équation  (/),  il  faudra  prendre 


.  /     I    ^ > 


f 


en  ayant  égard  au  signe  que  doit  avoir  le  radical    1/ 1  *^  _--    dans 
cette  équation.  On  aura,  en  même  temps, 

^  COS  «  +  COS  êf 

pour  les  valeurs  approchées  de  h  et  y. 

(  I  o3).  Pour  appliquer  les  équations  (f)  et  (g)  au  cas  d'une  très  petite 
goutte  de  liquide  posée  sur  un  plan  horizontal  et  libre  à  sa  partie  supé- 
rieure, il  suffira  de  supprimer  le  plan  supérieur  où  l'on  supposait  que  le 
liquide  venait  se  terminer,  et  de  faire ,  conséquemment ,  r  =  o;  L'in- 
connue r  sera'  remplacée  par  l'inconnue  k,  qui  ne  sera  plus  donnée 
comme  jM^cédemment ,  et  qui  représentera  la  hauteur  du  sommet 
de  la  goutte  au-dessus  du  plan  inférieur;  à  ce  sommet,  le  plan 
tangent  sera  horisontal ,  et  a»  égal  k  zéro.  Je  snpposeiai  l'angle  a»' 
aigu,  de  sorte  qu'il  s'agisse  par  exemple,  d'une  très  petite  gontte 
de  mercure  non  oxidé,  posée  swt  une  plaque  horûontale  de  verre, 
et  qui  sera  convexe  dans  toute  la  partie  qui  n'est  pas  en  contact 
avec  le  plan  inférieur,    -  < 

]ga  faisant  rsso  dans  la  première  équation  (^),  on  vmt  que  C 
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sera  une  quantité  très  petite  qui  aura  a*  pour  diviseur  ;  ce  qui  exige 
que  y  diffère  très  peu  de  h.  Soit  donc 

1  ^^  1        vf  ^ 

y'  étant  une  nouvelle  inconnue  r  nous  aurons 

La  valeur  de  z  serait  \/h*  —  ^ ,  si  Ton  négligeait  les  termes  di- 
visés par  a*;  je  ferai  donc 

En  substituant  ces  différentes  valeurs  dans  Téquation  (f),  les  termes 
indépendans  de  a*  disparaîtront;  et  si  Ton  multiplie  les  autres  par 
a*,  et  qu'on  supprime  ensuite  ceux  qui  auront  encore  a*  pour  divi- 
seur, on  aura  • 

Au  sommet  de  la  goutte  ^  Qu  a  ^=^0;  il  fiaudra  donc  qu'on  ait 
On  aura  ensuite 

en  intégrant  et  observant  que  «  =  o  quand  t  s=z  o ,  on  aura  la 
valeur  de  tt  ;  et  en  la  substituant  dans  celle  de  ;8 ,  il  en  résultera 


v/«i=:?_g-tagt+''»-' 


■»        I  i^i»i^i 


pour  l'équation  de  la  couii>e  génératrice  quil  s'agissait  d'obtenir.  On 
se  rappellera  que  le  radiûal  doit  elfe  pris  «rec  le  signe  -j^,  au-dessus 
du  point  Cf  et  avec  le  signe  — -,  au-dessous;  au  sommet  de  la  goutte 
otttfwarss&d^  x&tt«,  «t  à  tak bâM,  tf  Sis  f^,  e  =^  «-^V;  ef  i7eh  rî^ 
sultera  * 
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et'  =  v/A»-  /•  +  ^  log 4 j 

le  radical  y/A' —  r^  étant  regardé  comme  une  quantité  positive. 
Il  reste  encore  à  déterminer  h  et  /.  Or ,  en  faisant 

dans  la  seconde  équation  (g) ,  elle  devient 

dans  retendue  de  cette  intégrale^  on  peut  prendre 
à  cause  t[u'elle  est  divisée  par  a*  ;  on  aura  donc 

par  conséquent  la  valeur  ap]MK>chée  de  /  sera 

I        1     •        /    I    aA^  (l  +  cos  «')  oos'  «' 

r'=hsmcû  +  . —    T ,  ■: — i , 

•  3a*  8in  m  ' 

excepté  lorsque  ûû^  sera  zéro  ou  très  petit  :  dans  le  cas  de  â»'  =  o  ^ 
par  exemple ,  on  aurait 


r' 


a\/3 


En  appelant  ê  le  rayon  de  la  sphère  équivalente  au  volume  de  la 
goutte  de  liquide ,  ou  ^y-  ce  vokune  ,  U  seconde  équation  (e)  sera 
la  même  chose  que 

9 

D'après  la  valeur  de  z,  et  en  ayant  égard  au  signe  du  radical  qu'elle 
renferme ,  on  a  * 
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y  ^  ztdt  =  -  3  (A--  r  •)•  +  -3^  log ?4 

OÙ  l'on  regardera  le  radical  s/h^  —  r^^  comme  une  quantité  positive. 
Si  Ton  ajoute  les  valeurs  de  ces  deux  intégrales,  on  aura  celle  de 
rintégrale  qui  entre  dans  l'équation  précédente  ;  et  d'après  là  valeur 
de  €t'f  cette  équation  deviendra 

Si  Ton  y  substitue  pour  r'  sa  valeur ,  et  qu'on  en  tire  ensuite  cell« 
de  h  y  il  vient 

À  =  €)t  -)-  — -  (i  -f-  cos*  a'  —  2  cos^  a/  -—2  cos^  0') , 
en  faisant,  pour  abréger, 

r 

2  +  5  cos  û>'  -—  cos^  û)'  =  4-. 


If^-' 


Cela  étant,  si  l'on  ajoute  les  valeurs  de  cl  et  a'  pour  avoir  la  hauteur 
k  du  sommet  de  ia  goutte  au-dessus  d^  sa  hase,  et  qu'on  y  mette 
pour  r^  et  À  leurs  valeurs,  on  aura 

Al  =  €»  (i  -I-  cos  û)')  +  -^  log sin  -  «' 

,3,6 

;  (l  +  cos  Cû')  (2  COS^  û>'  +  5  cos'  û)'  +  4  ^OS  to'. —  l).  {h) 

Si  Ton  avait  mesuré  directement  la  hauteur  A:  d'une  gouttelette  de 
mercure,  d'un  volume  ou  d'un  poids  connu,  cette  équation  [h)  pour- 
rait servir  à  déterminer  Tangle  a>^  relatif  au  contact  du  mercure 
avec  le  verresur  lequel  il  est  posé  ;  maïs  une  petite  erreur  sur  le 
poids  en  produirait  une  trop  grande  sur  la  valeur  de  co'  ;  et  il  vau- 
dra mieux  employer  à  cette  détermination  la  hauteur  observée  d'une 
goutte  très  large,  dont  nous  donnerons  tout  à  l'heure  l'expression 
«n  fonction  de  Tangle  dont  il  s'agit. 

(io4)'  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  dimensions  horizon- 


2I10 
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taies  du  liquide  sont  très  grandes  par  rapport  à  son  épaisseur  verti- 
cale. Je  multiplie  alors  l'équation  (b)  |>ar  dz ,  et  j'intègre  ses  deux 
membres  ;  ce  qui  donne 


\€z 


_  Z^ I I  dt 

V'  +  5F     JW'  +  dF 


On  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire^  parce  qu'on  suppose  que  l'in- 
tégrale contenue  dans  le  second  membre  commence  avec  z,  et  qu'au 

dz 

point  Cy  on  a  z  =  o  et  ^  =  o.  En  vertu  des  équations  (c)  et  (d),  et 
en  ayant  égard  aii  signe  contraire  à  celui  de  dt^  que  le  radical 

I  +  -^  doit  avoir ,  sa  valeur  sera à    l'extrémité   supérieure 

de  la  courbe ,  et  — 7-  à  l'extrémité    inférieure  :  ^tt  'cefe  detxt 

cos  m 

points  on  aura  donc 


V 


aÇflt s=  cos  (a 

a* 


«'• 


affa'  4"  tr  =  cos-to'  -f- 


(0 


La  variable  t  étant-  très  grande  pour  tbus  les  points  de  la  sur- 
face latérale  du  liquide,  nous  pourrons,  dans  une  première  approxi- 
mation y  négliger  les  intégrales  <^e  contiennent  ces  trois  équations. 
En  résolvant  la  première  par  rapport  à  dt,  on  aura ,  de  cette  ma- 
nière 


ilt  = 


v/;-(.&-i)'' 


et  comme  ,  d'après  l'équation  (k)  et  le  signe  du  radical  1/ 1  -|-  _  ^ 

le  numérateur  de  cette  formule  est  de  knérote  êigtte'qùé  de,  il -ftttidn 
considérer  son  dénominateur  tomtnë  une  quantité  p<>ritive.  Ottfioilrra 
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toujours  la  réduira,  qp  ibiacUow  elliptiques;  mais  je  supposerai  Vé^ 
paisseur  du  liquide,  et  par  suite  l'ordonnée  z,  très  petite  par  rapport 

à  la  constante  a  ;  négligeant  en  conséquence  la  fraction  —,  intégrant 

et  observant  qu'on  a  t=:h  quand  z  =  o ,  il  vient 

t=h—  ^  +  ^  \/i  —  4e^z\ 

Nous  nous  arrêterons  à  cette  valeur  de  t ,  dans  laquelle  il  restera  à 
déterminer  les  constantes  h  et  €•  Or,  les  équations  (/)  donnent,  à 
très  peu  près , 

26cL  =  cos  eo  f        ^Cetf  =  cos  co  ; 
d'où  l'on  tire 

C  cos  m  ' 

en  supposant  e»'  z=z  eo,  pour  jdus  de  simplicité.  Je  supposerai  aussi 
que  eo  diffère  beaucoup  d'un  angle  droit  ;  ^  sera  alors  une  ligne  très 
p^t^^e  ,  comme  T^paissei^r  A:  ;  il  en  résultera ,  à  très  peu  près , 

/         t*dz  =  (h r~  J    k  +  y—rr-  (^  r—  2«  -f-  siu  a«)  i 

et  l'on  déduira  de  la  seconde  équation  (e) , 

k  k 


h  = 


m 


2  COS« 


5 ;-  (tT 2û)  +  sin  20)). 


(io5).  Si  l'épaisseur  k  du  liquide  n'est  pas  donnée,  mais  qu'il  soit 
chargé  d'un  poids  aar  posé  sur  le  plan  supérieur  qui  le  termine ,  il 
faudra  ,  pour  déterminer  A: ,  jecourir  à  Féquation  (7)  du  n*  82,  dans 
laquelle  on  mettra  a'f  +  a'  à  la  place  de  là  constante  b ,  ainsi  qu'on 
l'a  dit  précédemment  (n®  102).  En  ayant  égard  aux  valeurs  de  €  et  aJ, 
on  aura  alors 

^  r/^  cos  «     1  »  \         .  •     "1 

n^zi^irgfryjç—^ A:^  r -^  a^  sm  û>J; 

ëcpiation  dans  laquellç  r  est  la  valeur  de  t  qui  répond  kz  sst  et. 
A  cause  que  A:  est  très  petit  par  rapport  à  m,  on  pourra  prendre  m 
pour  c^tte  valeur  de  r;  et  comme  on  a  aussi  supposé  k  très  petit  par 
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ra{5port  ii  a  ^  on  pourra  réduire  l'équation  précédente  à 


^      '^' 

f rrr a*  cos  m 

d'où  l'on  tire 

k  =  a\. 

h 

/gfV  CD»  êi 

en  appelant  v  le  volume  icm^k  du  liquide. 

Lorsque  l'angle  ùù  sera  obtus ,  il  faudra ,  pour  que  cette  valeur  de  k 
soit  réelle  et  que  i  équilibre  soit  possible,  que  le  plan  supérieur,  au 
lieu  detre  chargé  d'un  poids  donné,  soit,  au  contraire,  tiré  de  bas  en 
haut,  ce  qui  rendra  /or  négatif;  il  faudra,  par  exemple,  que  ce  plan 
soit  suspendu  au  plateau  d'une  balance,  et  qu'on  place  le  poids  48* 
dans  l'autre  plateau.  Quand  ta  sera  aigu,  le  poids  nsr  devra  agir  dans 
le  sens  de  la  pesanteur,  et  sera  alors  une  quantité  positive.  La  dif- 
férence de  ces  deux  cas  tient  à  la  figure  du  liquide,  concave  dans 
la  première  hypothèse,  et  convexe  dans  la  seconde.  La  valeur  de  k 
variera,  pour  un  même  liquide  et  entre  les  mêmes  plans,  suivant  la 
racine  carrée  du  rapport  du  poids  ^^v  du  liquide  à  la  charge  positive 
ou  négative.  Il  serait  intéressant  de  vérifier  ce  résultat  par  l'expé- 
rience, en  ayant  soin  de  prendre  la  charge  très  grande,  par  rapport 
au  poids  du  liquide,  et  la  largeur  du  liquide  aussi  très  grande  rela- 
tivement à  son  épaisseur,  sans  quoi  la  formule  précédente  ne  serait 
pas  applicable. 

Si  les  deux  plans  ont  été  préalablement  mouillés  par  le  liquide , 
en  sorte  qu'on  ait  a)=7gr,  et  si  Ton  met  —  (|)  au  lieu  de  49*,  il  en 
résultera 


^./«ft 


*— — r"^ 

Ce  sera  la  mesure  de  l'effort  qu'il  faudra  faire  pour  séparer  ou  écar- 
ter Tun  de  lautre  deux  disques  horizontaux,  entre  lesquels  il  existe 
une  couche  de  liquide,  d'une  très  petite  épaisseur  k  et  d'un  très 

grand  rayon  m;  la  quantité  t-  étant,  à  très  peu  près,  la  hauteur 

à  laquelle  le  même  liquide  s'élèverait  dans  un  tube  vertical  d'un 
rayon  égal  à  Âr. 

(io6).   Supprimons  actuellement  ^e  plan   supérieur^  supposons 


DE  L'ACTION  CAPILLAIRE.  2i5 

Tanglc  eo'  sLigu,  et  propason5(-noiis  de  déterminer  la  fignre  d^une 
large  goutte  de  mercure^  par  exemple,  posée  sur  un  plan  horizon- 
tal de  verre.  La  hauteur  A:  du  sommet  de  la  goutte  au-dessus  de  sa 
base  sera  inconnue  ;  nous  la  supposerons  très  petite  par  rapport  à 
sa  largeur,  mais  non  plus,  comme  précédemment,  par  rapport  à  la 
constante  a. 

Jusqu'à  une  petite  distance  dul)ord  de  la  goutte,  sa  surface  sera, 
à  très  peu  près,  plane  et  horizontale;  on  pourra  négliger,  dans 

réquation  (b),  le  cube  de  ^^et  le  produit  "jr.  5^  >  ce  qui  la  réduit  à 

Si  Ton  désigne  par  a  la  valeur  de  z  qui  répond  au  sommet  de  la 
goutte,  par  u  une  autre  constante  inconnue,  M  qu'on  fasse 

on  satisfera  à  cette  équation  et  aux  conditions  z  =  «  et  ^=0, 
quand  ^  =  0,  en  prenant 

ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier  :  yr  et  e  représentent,  à  l'ordinaire, 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  et  la  base  des  logarithmes 
népériens.  Four  des  valeurs  de  t  très  petites  par  rapport  k  a ,  on 
pourra  développer  cette  intégrale  définie  en  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  i^*,  et  en  s'arrêtant  au  second  terme, 
on  aura 

d'où  il  résulte  que  /jl  sera  positif  et  représentera  la  grandeur  du 
rayon  de  courbure  du  liquide  à  son  sommet.  Quand,  au  contraire^ 
t  sera  très  grand  par  rapport  à  a,  on  pourra  calculer,  dWe  autre 
manière,  la  valeur  de  l'intégrale  définie.  En  effet,  on  a 

/.-    — 1— caf4  — ï—    ^^ !L-fin«-4 
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sî  4onc  qxk  fait 

on  en  conduira 

/»-.     CO84.  /,t   -,  —  - 

f'e  "  rf4.=2e  "    Te       (è— a:*)    »  die. 

Après  avoir  déyeloppë  (b  r-r  a:*)    *  suivant  les  puissances  de  jc" ,  on 

aura  une  suite  dlntégrales  de  la  forme  f    e^^^x^dx,  qui  pourront 

s'étendre,  sans  erreur  sensible,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  à  cause 
de  \^  grandeur  de  b^  et  dont  Qn  ol^tiendra  ensuite  faciljeinpnt  les  va- 
leurs ;  il  en  résulter^  une  jsérie.  prdoni^ép  çpivanf  les  puissances  néga- 
tives de  &,  qui  sera  très  convergente,  du  moins  dans  les  premiers 
termes.  En  s'arrétant  au  premier,  et  observant  que 

on  aura 

et,  par  conséquent, 

a  =  a  +  -—  — — =  %/-e       .         (m) 

Ge  sera  Féquation  de  la  surface  de  la  goutte,  à  une  grande  distance 
de  son  sommet,  pour  laquelle,  cependant,  le  plan  tangent  soit  encore 
très  peu  incliné. 

Au-delà  de  cette  distance,  j'emploierai,  pour  déterminer  la  courbe 
du  liquide,  l'équatiop  (A:'),  de  laquelle  je  retra,ncher;^  la  première 
équation  (()/En  mettant  pour  €  sa  valeur,  et  faisant  cosoiss  i,  il 
en  résultera 


a^  —  {a  —  z 


f: 
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sommet  de  la  goutte 9  où  ron  a  ^=o.  Bans  toute  son  étendue ^  la 
quantité  comprise  sous  le  signe  /  est  très  petite,  soit  à  cause  du  facteur 
j  y  soit  à  raison  du  diviseur  t.  En  négligeant  donc  cette  intégrale, 

faisant  z=:z^'^^,  et  négligeant  aussi  le  terme  divisé  par  fji},  dans 
une  première  approximation,  on  aura  sîniplement 

a»— (^  — «')»,  1 


d'où  Ton  tire 

(«—*')  V/aa»— (fit— y)* 

Comme  «  —  jz^  est  positif,  et  que  le  numérateur  de  cette  formule  est 
de  même  signe  que  rife.,' d'après  Téquation  précédente  et  le  signe  de 

y  I  +  -^ ,  il  s'ensuit  qu'il  faudra  regarder  comme  positif  le  radical 

V/aa* — (a  — z')'.  En  intégrant,  on  aun     - 


^  =  /  +  y/aa*—  («  —  z^  —  y/aa*  —  («+^') 


-  ;7=  log -^        "  /; ^  î         (/l) 

Z  étant  la  constante  arbitraire,  {laquelle  itepréaentera  le  demi^^dia** 
•mètre  de  la  goutte  dans  sa  plus  granide  largeur^  qui  répend  à  z^o 

OU  z'  = ,  et  a  37 1=  00  • 

fé^  ai 

On  pourra ,  si  Ton  veut ,  pousser  plus  loin  l'approximation  ;  mais 
nous  nous  bornerons  aux  formules* (/),  (m)  et  (n),  qui  feront  con* 
naître  la  figure  du  liquide  dans  toute  son  étendue ,  après  toutefois 
qu'on  aura  déterminé  les  valeurs  des  constantes  >t,  oi  et  /,  et  de 
la  t^stltité  à\  i^éctesalre  pdtir  aVôir  la  hàtiteUt*  k<in  u  ^  af  du 
^tttmet  die  la  gôàtte  au-dës^us  de  sà'baâe. 

(i<y7).  Pour  y  patreùir,  j*ôbSëk^8^e  leS  éqttatîôfts  (W)  et  (»  oui  lîèta 
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en  même  temps  et  doivent  coïncider  pour  les  points  qui  repondent 
à  des  coordonnées  ^  et  z  très  peu  différentes  de  /  et  a.  Or,  en  né- 
gligeant le  carré  de  «  —  z'  dans  l'équation  (n),  faisant,  pour  abréger, 

et  observant  que  a^ —  diffère  très  peu  de  a,  comme  on  le  verra  tout 
à  l'heure,  cette  équation  devient 


ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 


,-    («-nv^î 


,    -a*  atfl/2  a 

et  + z  =  — ~zi  e 

D'un  auti*e  côté,  pour  des  valeurs  de  t  très  peu  différentes  de  /  ou  de 
1%  l'équation  (m)  peut  être  remplacée  par  celle-ci  : 

,   ^                 0*1/2      .  /«      « 
«  +  -  — ZŒ f==,\/pe        j 

pour  qu'elle  coïncide  avec  la  précédente,  il  faudra  donc  et  il  suf- 
fira qu'on  ait 

ce  qui  fait  déjà  connaître  le  rayon  de  courbure  jte. 

Si  l'on  met  dans  la  première  équation  (t),  au  lieu  de  ^,  sa  valeur, 
et  qu'on  y  fasse  cos  ai  =  1,  il  vient 

dz 


A*  2ct  1  di 


On  peut  négliger  la  partie  de  cette  intégrale  qui  répond  aux  points 
de  la  surface  où  le  plan  tangei-t  est  très  peu  incliné;  dans  l'autre 
pajrtie ,  on  peut  aussi  mettre  simplement  /'  au  lieu  de  t  ;  elle  s'é- 
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tendra  ensuite  depuis  z  =3  o  jusqu'à  une  valeur  de  z  très  peu  dif- 
férente de  a,  telle  que  jk  =  a ,  par  exemple  ;  et  comme  on  a  dans 
cette  seconde  partie ,  à  très  peu  près , 


dz 
dt 


il  en  résultera 


(f^N/3««-(a-zh 


T'as 
dt 


v/'+ë 


f  =  — 5?(a\/3  — «)• 


On  aura  donc 

d'où  l'on  lire 

«  =  a  —  ^  H- gf  (2  Va  —  I  ) , 


«•    .     «• 


pour  la  valeur  approchée  de  «. 
On  aura  de  même ,  à  très  peu  près , 


f 

o 


rTdc 


et  si  Ton  ajoute ,  membre  à  membre  |  les  deux  équations  (î)^  on  en 
conclura 


k'    ,     %k ,    ,    ,    2aV/î 

ce  qui  donne 


;?  +  -  =  I  +  cos  «'  4-  -^  -  3^  (^^  -  *^)  > 


k^=a  \/i  cos  -  a'  -—  —  + (\  —  sin'  i  (/)  ,       (o) 


3/'  008  -«» 


pour  Texpression  de  la  hauteur  de  la  goutte. 

Si  Ion  a  mesuré  directement  le  diamètre  de  la  goutte,  on  en  prendra 


2X8 
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U  moitié  pour  la  yaleiur  de  l  ;  quand  son  poids  ou  soq  Yolumâ  sera 
doonéy  00  eo  d/éduira  /[«.v»  moyea  de  la  seconde  «i|oatioa  (e)»  oit, 
plus  simplement,  au  moyen  de  celle  c^^'oa  obtieat  en  retranchant 
les  équations  (g)  Tune  de  Tautre;  ce  qui  donne 


^(k^^r^^=:ii^^a^r^nnii^', 


en  appelant  (^  le  volume  de  la  goutte ,  faisant  r  =  o ,  et  mettant 
pour  €  sa  valeur:  r'  est  ici  la  valeur  de  t  qui  répond'  à  r=— a% 
en  sorte  que  Ton  a,  a  très  peu  près^ 


r'=  Z-|- a  y/a  sin  r^a'  —  a 


(I  -f-  sm  -  â>  j 
— ^lOff  " 

|/2    ^ 


(i  +  V^a)  cos-  â»' 
L'équation  précédente  devient  aussi ,  à  très  peu  près , 


irr^^a  v^'a  cos  -û)'=  i^+^aV 


] 


en  vertu  de  la  formule  (o).  Elle  donnera  la  valeur  de  r^ y  et,  par 
suite,  celle  de  Z,  lorsque  les  valeurs  numériques  de  p,  ùù^^  a,  seront 
connues. 

(io8).  M.  Gay-Lussac  a  trouvé 

pour  la  hauteur  d'une  goutte  de  mercure  posée  sur  un  plan  de  verre  ; 
le  rayon  étant 


mm 


f  =  5o 

et  la  température  1 2*^,8.  D'après  le  n*  76,  on  a 

4f  cos  -0"=  4^^746, 

à  cette  même  température,  en  prenant  le  millimètre  pour  unité;  Si 
donc  on  réduit  d'abord  la  formule  (o)  à  son  premier  tenue  ^  oa  aura 

(3,378)»  cos  a/=  (4>5746)  (1  -f  cos  m')  j 

ce  qui  donne 


DE  L'ACTIOTî  CAHLLAmE,  mg 

On  aura,  en  même  temps, 

M/; 

et,  à  cause  de  Texponentielle  e      **    ,  la  quantité  -  sera  tout-à-fait 

insensible.  Cela  étant ,  si  Ton  supprime  le  deuxreme  terme  de  la 
formule  (o),  et  que  Ton  mette  dans  le  troisième  ces  valeurs  appro- 
chées de  cù',  V,  a^  on  aura 

(3, ^jSy  cos  ti>'  =  (4,5746)  (i  -f-  cos  «')  +  (0,5098)  cos  a>'; 

d'où  l'on  tire 

a>'=:  45*  5o', 

pour  la  yalenr  de  û^  à  laquelle  on  pourra  s'vrêler. 

Il  résulte  de  là  qu'en  faisant  ooêm^zsab,  nous  Humus  >  à  la  tempé^ 
rature  ordinaire, 

a*  =  (6,5262)  millimètres  carrés,       b  =  0,70091 , 

pour  Jes  valeurs  des  deux  constantes  qui  entrent  dans  les  diflfôrentes 
formules  de  Taction  capillaire;  l'une  relative  à  la  matière  du  mercure 
non  oxidéj  et  l'autre  à  son  contact  avec  le  verre  >  cfu  plutôt  avec  la 
couche  d*eau  qui  est  toujours  adhérente  à  la  sniface  du  veire  (n*  75). 
Ces  valeurs  diffèrent  un  peu  die  celles  de  la  Mécanique  célestêy  qui  sa-^ 
tisfont  moins  exactement  k  l'observation  de  M.  Gay-Lussac;  car  elles 
donnent  3'"'",596  (*),  au  lieu  de  3"'",578,  pour  la  hauteur  de  la  goutte 
d'un  décimètre  de  diamètre. 

(109).  Voici  les  poids  et  les  hauteurs  de  plusieurs  autres  gouttes  de 
mercure  que  M.  Gay-Lussac  a  aussi  déterminées,  et  qu'il  a  bien  voulu 
me  communiquer. 

Poids  en  graninics.  ilâtneiir*  eii  milIimèirM. 

6,oi3 3,34 

3,370 .   3,29 

2,865  3,25 

2,147  ••• 5,30 

(*)  Supplément  à  ta  Théôfie  dà  t  Action  capillaire,  page  66. 


r' 


r 
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Poids  en  grammes.  Haatears  en'  millimètres. 

1,187     ••••     ^*95 

o,8i3     2,80 

0,667 2,71 

0,307     ^»'^ 

0,233     2, 19 

0,095     1 ,78 

0,059     '  f^ 

o,o3 1     1,38. 

Dans  toutes  ces  mesures,  faites  à  la  température  ordinaire,  M.  Gay- 
Lussac  a  remarqué  que  Tangle  compris  entre  la  surface  inférieure  de 
la  goutte  et  son  image  dans  le  verre  qui  la  supporte,  était  très  sensi- 
blement un  angle  droit;  ce  qui  donnerait  ûù'z=z^5**. 

Ces  hauteurs  croissent  de  moins  en  moins  à  mesure  que  les  poids, 
et,  par  conséquent,  les  largeurs  deviennent  plus  considérables;  mais 
la  formule  (o)  montre  de  plus  que  quand  le  diamètre  est  devenu 
très  grand,  les  hauteurs  finissent  par  décroître  avant  dé  parvenir  à 
une  grandeur  constante,  qui  sera  exprimée  par  le  prenf|îer  terme 
de  cette  formule.  Dans  le  cas  du  mercure,  cette  hauteur  extrême 
est  3"'",35i8  :  ce  serait  la  hauteur  d'une  goutte  de  ce  liquide  dont 
on  regarderait  le  diamètre  comme  infini. 

Si  Ton  veut  appliquer  les  formules  du  n°  107  à  la  pi^emîère  de 
ces  mesures,  il  faudra  prendre 

770.6013        ... 
"=^^7^35- =  444,07, 

pour  le  volume  de  la  goutte,  exprimé  en  millimètres  cubes.  Au  moyen 
de  cette  valeur  et  de  celles  de  a  et  ^  ou  cos  cû\  l'équation  (p)  donne 

/  =  6"»,8687. 
On  aura  ensuite 

/=7»",i097,         fA=  i6™,i4, 
pour  le  demi-diamètre  et  le  rayon  de  courbure  de  la  goutte;  et  si  Ton 
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calcule  sa  hauteur  an  moyen  de  la  forcnnle  (p),  on  trb^^rfe-  • 

X:=3~»,i996.  , 

La  diflerence  avec  Tobservation ,  qui  s'élève  à  o*'«'.2 ,  peut  être  at- 
tribuée au  calcul  d'approximation» 

La  formule  (o)  serait  tout-à-fait  en  défaut  si  Ton  en  faisait  l'ap- 
plication aux  hauteurs  des  autres  gouttes  ;  et  déjà  eUe  ne  donne  que 
a^^SS,  au  lieu  de  3"% 29,  pour  la  hauteur  de  la  goutte  dont  le 
poids  est  3^,57.  Toutefois,  lés  plus  petites  gouttes  ne  le  sont  point 
encore  assez  pour  qu'on  puisse  recourir -à  la  formule  (h);  car  celle-<:i 
ne  donne  que  i°°',28,  au  lieu  de  i°*",38,  pour  la  hauteur  de  la  plus 
petite  goutte,  dont  le  poids  est  o8,o3i. 

(ïio).  L'analyse  précédente  peut  aussi  servir  à  déterminer  l'élé- 
vation ou  la  dépression .  d'un  liquide  dans  un  tube  vertical  et  cy- 
lindrique, dont  le  diamètre  n'est  plus  très  petit,  comme  on  le  sup- 
posait dans  le  chapitre  IV,  et  est,  au  contraire,  très  grand  par 
rapport  à  la  constante  a  relative  à  la  matière  du  liquide. 

Si  Ton  compte  les  z  positives  à  partir  du  niveau  extérieur  du  li- 
quide, et  toujours  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  la  constante 
6  sera  nulle  ;  el  en  appelant  h  l'ordonnée  du  point  où  la  surface 
du  liquide  coupe  l'axe  du  tube,  et  y  le  rayon  de  courbure  en  ce 
point,  considéré  comme  positif  ou  comme  négatif,  selon  que  le  li- 
quide sera  concave  ou  convexe ,  on  aura 


a* 


On  mettra  h  et  — ^  à  la  place  de  a  et  ^  dans  les  équations  (/)  et 
(m);  la  dernière,  dont  nous  aurons  seulement  besoin,  deviendra 


y  Vax  V^a 


■  v/""-' 


e 


elle  appartient,  comme  on  a  vu,  aux  points  de  la  surface  pour  les- 
quels t  est  très  grand  par  rapport  à  a,  et  où,  cependant,  le  plan  tan* 
getit  est  très  peu  incliné.  A  l'égard  des  points  situés  entre  ceux-ci  et 
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le  tube,  on  emploien  l'équation  (k),  qui  deviendim 


(?) 


en  faisant  commencer  l'intégrale  à   x  »  A ,  et  oboerrant  <]a'on  a 

^s=o  pour  cette  valeur  de  z.  Cette  intégrale  sera  une  qnantîté 

très  petite^  que  nous  négligerons,  ainsi  que  le  terme  divisé  par  >% 
en  intégrant  cette  équation.  On  aura  alors 


a» 


V'  +  iû^ 

Le  radical  est  positif  dans  toute  l'étendue  de  la  surface  ;  on  a  donc 
z^  <ia^\  on  iLura  aussi 

et  comme  dz  est  de  même  signe  que  z,  et  que  dt  est  positif,  il  £au- 
dra,  par  conséquent/ regarder  comme  positif  ce  nouveau  radical.  1^ 
intégrant,  il  vient  • 

t  =  l  +  \/ia^^z^'^\M^—  c»4-  — --  log  \  V^^.^==f  ; 
^^  V^2     °  («i/a  +  l/M*— «')c 

/  étant  le  demi-diamètre  du  tube,  et  c  la  valeur  de  z  qui  répond  à 
tz=zly  laquelle  sera  de  même  signe  que  z.  Pour  les  points  dont  l'or- 
donnée z  est  très  petite  par  rapport  à  a,  cette  équation  donnera 

7.acy  :i  a 


aV/a  +  l/aa*— c* 

en  négligeant  le  carré  de  2 ,  et  faisant,  pour  abréger, 

1   CeU  posé,  «i  l'on  compare  cette  expression  de  s  à  la  pràcédeirte^ 


e  ^ 
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appliquée  aux  points  qui  répondent  à  des  valMhrsf  de  >  tràâr  petr  diffé- 
rentes de  /  ou  de  /^  on  en  conclura 

. ry; 

et,  par  conséquent, 

U  restera  à  déterminer  la  valeur  de  c.  Or,  si  l'on  appelle  co  l'angle 
relatif  à  U  niAtièca  du  liquide  et  da  tube,  cfeaM^dire  Tsuigle  compf  k 
entcc(  le»  noraude»  à  leons  snrâiceS',  lAtus  oa  aigtr,  sdBotf  qae  lé  fî- 

on  ft'afaakie .  oa  aura 


/ — a? 


suiai|« 


pour  la  y  aleor  particulière  ^=:  2,  à  laquelle  cet  angle  répond.  En  fai- 
sant donc  /  =  2  et  z  =  c  dans  l'équation  (9),  il  en  résultera 


-;  =5  sm  « I       ,  , 


en  continuant  de  négKger  fr,  &  cause  de  son  diviseur  >•.  On  négli- 
gera aussi  la  partie  de  cette  mlisgcale  qui  répond  au^  poihà^  oii  le 
plan  tangent  est  très  peu  incliné  ;  dans  l'autre  partie ,  on  fera  sim- 
plement t=il'  ;  et  comme  on  a 


dt 


v 


V/a*»—  JB^, 


»  + 


w 


il:  en  rénllënr 
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en  négligeant  A*.  On  aura  donc  * 

et  en  faisant  ^ 

a  =r. -'TT  +  aG, 

2 
et  négligeant  les  termes  divisés  par  /*,  on  en  déduit 

c  =r  a  v/a  sin  fl  +  ^,^.  '    (1  —  cos*  ô).         (r) 

3/  siQ  0  ^  ^  ..       ^  ^ 

Cette  valeur  de  c  sera  de  mente  signe  que  d,  c'e$t-4i-dire  positive  pu 
négative^  selon  que  cù  sera  obtus  ou  aigu.  Son  premier  terme  coin- 
eide^  comme  cela  doit  être,  avec  l'élévation  du  liquide  le  long  d'un 
plan  vertical,  qui  a  été  désigné  par  /  dans  le  n""  91.  Il  suffira  de  le 
substituer  dans  l'expression  de  h ,  qui  deviendra 

v\/\ 


1 4-  cos  9  '  ^  ' 

et  l'on  aura,  en  même  temps, 

r=;  /  +  (i  «r—  cos  ôj  a  v/â. 

(i  1 1).  Dans  le  cas  du  mercure  et  d'un  tube  de  verre,  on  aura 

et  la  formule  (r),  réduite  à  8on  premier  terme,  doHnèt^    - 

^_,_  ,n.m  5680.  ^  '• 

Abstraction  faite  du  signe ,  ce  sera  la  hauteur  de  la  partie  sensible- 
ment plane  du  mercure  contenu  dans  un^^yase  cylindrique  et  vei^ 
tical,  d'un  diamètre  extrêmement  grand  par  rapport  à  a,  au-dessus 
de  l'intersection  de  sa  surface  avec  la  p^rol  du  vase.  M.  Gay-Lussac 
a  trouvé  i  ",455  pour  cette  hauteur  j  la  petite  différence  0^1^087  peut 
être  due,  en  partie,  au  second  terme  de  la  formule  (r)  que  bous 
avons  négligé ,  faute  de  connaître  le  diamètre  du  vase ,  ou  la  va- 
leur de  2/.  ^  ' 

Dans  le  cas  d'un  tube  j)réalablement  mopillé  par  le.liqpidé  qu'il 
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contient,  on  aura 

û>  =  i8o^,        fl  =  45*, 

et  la  formule  (r)  deviendra 

C  =  rt+g(2\/2  —  l)y. 

Elle  exprimera  la  hauteur  it  la<!{ueUe  le  liquide  s'élève,  au-dessus  de 
son  niveau  naturel ,  le  long  des  parois  verticales  d'un  tube  ou  d'un 
vase  dont  le  demi-diamètre  est  suppose  très  grand  par  rapport  à  a.  Si 
le  liquide  déborde  le  vase ,  cette  valeur  de  c  exprimera  aussi  la  plus 
grande  hauteur  à  laquelle  le  liquide'  pourra  s'élever  au-dessus  du 
bord  supérieur,  en  prenant  pour  l  le  rayon  Je  la  surface  extérieure 
du  vase.  Comme  l'exponentieire  "tontenue  dans  la  formule  (i)  décroît 
beaucoup  plus  rapidement  que  le  second  terme  de  la  formule  (r),  à 
mesure  que  /  augmente  de  plus  en  plus,  il  en  résulte  que  la  courbure 
du  vase  peut  encore  influer  sensiblement  sur  l'élévation  dû  liquide 
près  4e  sa  paroi,  et  n'avoir  plus  aucune  influence  appréciable  sur  la 
partie  centrale  du  liquide.  Dans  lé  cas  de  Feau,  la  valeur  précédente 
de  c,  réduite  à  son  premier  terme,  s'élève  à  près  de  4  milliniètres. 

Pour  comparer  la  formule  (^)  à  l'observation ,  je  prends  la  hauteur 
de  l'alcohol  dans  un  tube  mouillé  de  ce  liquide  et  dont  le  rayon 
était 

A  la  température  de  16%  et  la  densité  du  liquide  étant  o»8»  3467^0 
,celle  de  l'eau,  M.  Gay-Lussac  a  trouvé 

h  =  o"^,3855, 

pour  l'élévation  du  point  le  plus  bas  au  -  dessus  du  niveau  exté- 
rieur. Or,  dans  un-tube*  capillaire  préalablement  humecté,  et  dout 
le  rayon  est  o™"',647ay  M.  Gay-Lussac  a  aussi  trouvé  que  le  même 
^IqohoJ  s'élève  à  uqe  hauteur  de  9'?°',i8'j3.  En  mettant  ces  valeurs 
.à  la  place  de  4i  et  A  dans  la  formule  du  n""  56,  oik  en  conclut 

rt  =  a»»,4635,     .  . 

pour  la  von€[tante  relative  à  cet  alcohol.  Je  substitue  cette  valeur  et 
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celle  de  /  dans  la  formule  {s)  ;  j  y  fais  en  même  temps 

sm  fl  =  cos  6  =  —rz,  ; 
il  en  résulte  d'abord 

et  ensuite 

A  =  o",5744; 

ce  qui  ne  diffère  pas  de  l'obsei'vation  de  o""',oi. 

(i  1:2).  Main  tenant  I  supposons,  comme  dans  le  n""  83^  qu'un  disque 
circulaire  horizontal  et  suspendu  au  plateau  d'une  balance^  soit  d'abord 
mis  en  contact  avec  un  liquida,  et  qu'on  le  soulève  ensuite  .graduel- 
lement, en  augmentant,  par  de  petites  parties,  le  poid^  placé  dans 
l'autrç  plateau.  Le  liquide  s'élèvera  en  même  temps,  jusqu'à  unç. cer- 
taine, .^auteur,  pour  laquelle  il  se  détachera  du  disque,  et  reprendra 
son  niveau  naturel.  Désignons  j>ar  A  Texcès  du  poids  placé  dans  le 
second  plateau,  sur  le  poids  du  disque,  quand,  la  base  di^ disque  est 
à  une  bauteur  k  au-dessus  du  niveau  du  liquide.  Si  le  disque  n'est  au- 
cunement plongé  dans  le  liquide ,  et  ^ue  leur  surface  de  contact  soit 
la  base  entière  du  disque,  nous  aurons,  d'après  l'équation  (8)  du  nu- 
méro cité, 

A  ==  TTgfkr*  —  wgfra^  cos  (i-^-œ);         (  i  ) 

r  étant  le  rayon  du  disque,  Trgfkr^  le  poids  d'un  cylindre  du  liquide 
qui  a  pour  base  celle  du  disque  et  k  pour  hauteur ,  a*  la  constante 
relative  à  la  matière  du  liquide  j- et  &>  l'angle  donné  qui  dépend  de 
celte  matière  et  de  celle  du  disque.  Quant  à  l'angle  i,  il  exprime 
l'inclinaison  sur  un  plan  horizontal  de  la  normale  OK  (fig.  :2i),  à 
la  surface  DOB  de  l'arête  vive  qui  termine  la  base  du  disque,  la* 
quelle  normale  est  menée  de  dehors  en  dedans  du  disque  par  tm 
point  0  du  contour  supérieur  du  liquide.  U  est  le  même  pour  tous 
les  points  0  de  ce  contour;  mais  quoique  la  courbe  DOB  soit  ex- 
trêmement petite,  et  que  le  rayon  *r  du  point  O  puisse  être  regardé 
comme  constant  dans  toute  l'étendue  de  DOB,  cependant,  Tangle  1 
varie  depuis  zéro  jusqu'à  90®,  avec  la  position  du  point  0  sur  cette 
courbe:  il  est  zéro,  lorsque  Ic^  point  0  atteint  ou  jBuifwsse aon  «x- 
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trëmité  sapérieore  D^tr'ést-à-dire  lorsque  le  liquide  s'étend  jusqu'à 
la  partie-cylindrique  et  verticale  de  ïa  surface  du  discpie;  il  est  un 
angle. droit,  quand  le  point  0  coïncide  avec  Textréniité  inférieure  B 
de  larète  vive ,  ou  bien  encore ,  si  le  liquide  se  terminait  à  la  base 
du  disque^,  en-deçà  de  sa  çii^onférence ,  auquel  cas  le  rayon  r  pour- 
rait avoir  une  grandeur  quelconque,  moindre  que  le  rayon  de  celle 
circonférence.  L'angle  or,  au  contraire,  ne  variera  pas  avec  la  posi- 
tion de  0  ;  ce  sera  Tângte  KON ,  en  supposant  que  ON  soit  la  normale 
exlérieure  à  la  surface  lalérale  AO  du  liquide  ;  il  pourra  être  aigu  ou 
obtus,  selon  la  matière  du  liquide  et  du  disque  :  on  aura  tou- 
jours ùù'=L7F  j  quand  le  disque  aura  été  préalablement  mouillé  par 
le  liquide. 

La  surface  latérale  du  liquide  sera  une  surface  de  révolution , 
asymptotique  de  sQn  niveau  naturel  FG,  et  ayant  pour  axe  laverti-* 
cale  .CH  menée  par  le  centre  C  de  la  ^base  du  disque.  Si  Tangle  »  * 
est  aigu,  comme  dans  le  cas  du  mercure  et^d'un  disque  de  verrey 
le  liquide  sera  convexe ,  tant  qu'il  ^élèvera  au  -  dessus  du  point  D  > 
de  larète  vive.  Dès  qu'en  soulevant  le  disque  cette  arête  atteindra 
la  surface  du  liquide,  langlé  a)-|-î  augmentant,  la  convexité  du  li- 
quide diminuera  de  plus  en  plus  ;  sa  surface  sera  plane  et  la  mént^ 
que4K)n  niveau  naturel,  lorsque  i-^od  sera  un  angle  droit,' ou  / 
complément  dé  û».  Le  disque  continuant  de  s'élever,  et  l'angle  i 
d'augmenter, ie  liquide  deviendra  concave,  et  sa  concavité  augmen- 
tera de  plus  en  plus,  jusqu'à  ce  que  le  point  B  de  l'arête  vive  ait 
atteint  la  surface  latérale  du  liquide,  et  que  i  soit  devenu  un  angle 
droit.  Cette  surface,  dans  le  cas  de  on  aigu,  tournera  sa  convexité  ou 
sa  concavité  par  en  haut ,  dans  toute  son  étendue ,  et  son  rayon  croî- 
tra ;ContinueUenieDt  depuis  la  base  du  disque' jusqu^au  nivièaii  du  li- 
quide. Dans  le  cas  de  ù>  obtus,  le  liquide  sera  toujours  coùcave^  la 
courbe  OA  tournera  sa  concavité  par  en  haut,  cl  son  rayon  croîtra 
depuis  le  disque  jusqu'au  niveau  du  liquide;  taM  que  le  liquidé  sera 
au-dessus  de  ^extrémité  supérieure  D  de  Farète  vive  ;  il  en  ^era  en- 
core de  même  lorsqu'en  soulevant  le  disque,  l'arête  vive  aura  atteint 
la  sui*face  du  liquide ,  et  que  cependant  £  -|-  û)  sera  moindre  que  tt  ; 
inais  dès  que  i-^-'Cù  aura  dépassé  deux  angles  droits,  il  lié  formera  un 
rétrécissement  de  la  surface  latérale  du  liquide.  La  cottrbe  OA  tour- 
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nera  sa  concavité  par  en  bas  »  depuis  son  extrémité  supérieure  0  jus- 
qu'en un  certain  point  M,  et  par  en  haut^  depuis  M  jusqu'au  uiyeau 
du  liquide;  et  le  plus  petit  rayon  de  cette  sur&ce  aura  lieu  au 
point  M. 

Cela  posé,  il  s  agira  de  déterminer,  pour  un  angle  donné  i,  la 
valeur  de  A:,  et  par  suite  cçlle  du  poids  A  dont  le  maximum  répon- 
dra a  l'instant  où  le  Liquide  se  détachera  du  disque. 

(il 3).  Pour  cela,  reprenons  l'équation  de  la  surface  capillaire  de 
révolution ,  ou  de  sa  génératrice ,  savoir  : 

dt^'^lV'^  di^J  dt.      as  ..> 
^ ="  â^p          (^^ 

dans  laquelle  t  exprimera  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  ÂO  à  l'axe  CH,  et  z  la  distance  de  ce  même  point  au  plan  FG, 
positive  ou  négative ,  selon  que  la  courbe  AO  sera  située  au-dessus  ou 
au-dessous  de  ce  plan.  D'après  la  règle  suivant  laquelle  on  doit  dëter- 

miner  le  signe  du  radical  V/  '  +  ^i  (n*  49)  *  ^  sera  positif  dans  toute 

l'étendue  de  cette  courbe,  excepté  depuis  0  jusqu'à  M,  quand  ce 
point  M  existera,  ou,  autrement  dit,  il  sera  constamment  de  signe 
contraire  à  ^^,  en  regardant  dz  comme  étant  de  même  signe  que  z. 
Au  point  0,  qui  répond  à  ^  =  r  et  z  =  A:,  on  aura,  en  outre, 

dz 

=  =  sin  (i  A-  ^)  9       — .  =  cos  (i  +  a)  : 


,  /      ,    dz^  /      .    ^«' 

par  conséquent,  l'équation  (3)  pourra  être  remplacée  par  l'une  ou 
l'autre  de  celles^i  ; 

dz  >     (5; 

=  —  r  cos  (i  +  «)  =  J /z<c?< , 


V 


'■^-3^ 


dz*  X     .       -        a- 
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en  supppsant  que  tes  intégrales  contenues  dans  •  leurs  second^  jpem- 
bres  s'évanouissent  quand  z  =»  A:  ou  ^  =  r. 

Je  supposerai  que  le  rayon  r  du  disque  soit  très  grand  par  rapport 
à . la  constante  a  relative  à  la  matière  du  liquide;  k  yariaUe  t  sera 
aussi  très  grande  ;  et ,  cela  étant ,  je  ferai  usage  de  la  première  équa- 
tion (5).  SI  Pon  y  fait 

£  -1-  «  =  -  sr  4-  aP, 

et  si  l'on  observe  qu'on  a  en  même  temps ^  =:qo  ^  sss o,  ^  s=o,  il 
en  résultera 


u.m^.^-=l      -——,         (4) 


pour  l'équation  d'où  dépendra  la  valeur  de  le. 

Dans  une  première  approximation^  je  néglige  son  second  membre 
et  celui  de  la  première  équation  (3).  En  retranchant  Tune  ae  Fautre, 
on  aura 


d'où  l'oii  tire 


vA+$ 


dt  z  .  : — r .  {z^  —  a»)  dz 

en  regardant  le  radical  V^oo^— -z*  comme  une  quantité  positive.  La 
valeur  de  t  qui  résultera  de  Fintégratton  pourra  s'écrire  ainsi  : 

en  faisant,  pour  abréger. 


*       -*     "^ 


et  obBerrant  qae  <  ES  r  quand  2  ^  A;. 
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Oa  aijpiijiÇa  même  temp6|= 

kss  a  V^  sin  p. 
Le  maxinuimde  oette  quantité  répondra  à  iss^Tt  et  tora  égal    à 

a  V/2  sin  -  et).  Le  point  M  répondant  à  ^  =  00 , .  a  sera  son-  ordon- 
née. Pour  que  ce  point  existey  il  suffira  et  il  sera  nécessaire  qu'elle 
soit  moindre  que  la  valeur  de  A:  ;  ce  qui  aura  lieu  lorsque  Fangle  a» 
sera  obtus ,.  ainsi  que  nous  FaVons  dit  précédemment.  En  appelant  ^ 
la  distance  du  point  M  à  la  base  du  disque ,  quand  elle  est  kb  plus 
élevée,  on  aura 

cT  =  a r  v/a  àin  -  ^»  —  i\ 

Soit  aussi  r  —  /sa  distance  à  Taxe  CH,  ou  la  valeur  de  t  qui  ré- 
pond à  z SA  et  k  ^=::a  \/ii$io  -cù;  il  en  résultera 


/  =  a(i-v/2C0si«)--^  log 


(i+|/2)sin  i* 


^  I  +  cos  -• 

2 


f 


pour  le  rétrécissement  du  liquide  au  point  M.  Lorsque  le  disque  a 
été  préalablement  mouillé  par  le  liquide,  on  a  û>s=9r,  et  sim- 
plement -  . 

c^=:a(v/2— i),       /  =  «— ^logCi  +  Vâ). 

S'il  s'agit  de  l'ean,  par  eteinple/  ces  quantités  seront 

^  =  i°°»,6io8,       r'  =;  i"%642i , 

d'après  la  valeur  de  a  du  n**  56. 

Ces  expressions  de  k,  ^,  r',  sont  celles. qui  auraient  lieu  à  la 
limite  où  le  rajon  r  du  disque  serait  considéré  comme  infini;  mais 
pour  comparer  la  formule  (j)  à  l'expérience,  il  sera  nécessaire  d'y 
substituer  une  valeur  ph|s  approchée  de  k. 

(ii4).  En  retranchant  l'équation  (4)  de, JU  première léquation  (5)^ 
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nous  aurons ,  fians  uae  seùondé  approieimation , 


v/-  +  ^ 


l'intégrale  commençant  avec  z.  En  négligeant  son  carré,  on  déduira 
de  cette  équation 


et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


•  r*         (a*— »')ZA  _.  jj, 

l'équation  (4)  deviendra 

*•  — aa*sin»<'  +  K  +  K'=»o,        (5) 

La  quantité  Ç'  étant  très  petite  par  rapport  à  i ,  je  développe  sous 
les  signes  f  suivant  les  puissances  de  2|'  ;  ce  qui  donne 

Z=      ^ [aa»  V^  —  (aa*  —  a*)*  j  H- etc. , 

K'=:      '  /*  (-'  -  ^-)  [aa Vi_- ^'  -  »')^3  ^  ^  etc. 

En  intégrant  par  partie ,  de  manière  que  l'intégrale  s'évanouisse  avec 
z,  on  a 

y*  pé/.(2a*—  a')*  =  7  [(3^'  —  ^0*  —  ^^  Va] 
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J'opère  de  métne  sur  les  autres  intégrales  contenues  .dans  K  et  K'; 
je  fais  ensuite  z=sk  et  t':=:r,  puis  je  néglige  les  termes  divisés 
par  r*  :  il  en  résulte 

K  =^  [aa»  v/â  —  (aa»  —  A*)^ ] 

K'=  —  r^Ça*— *')  [aaVâ-  (aa*  — z')»],^^ 

D'après  la  valeur  de  Ç*,  on  a 

/;  C.  V3?^  &  «  îî^îi^  Vi?=-*- -  ^  +  ^' -r  1^ -H 

.6    y  o    (û^i 4-  /au*— «OV^M*  — ;»•* 

Après  avoir  snbstitaé  cette  expression  dans  ceiie  de  K,  si  Ton  ajoute 
les  valeurs  de  K  et  K',  on  trouve  que  les  termes  divises  par  r*  se 
détruisent,  et  Yoh  a  simplement 

K  +  K'  =  ^  [aa^  \/l  —  (aâ^  —  *•)•]. 
L'équation  (5)  détient  donc 

k*  —  aa*  sin*  ^  +  j-  [^à^  V'a  —  (aa*  —  A:^)']  ===  o , 
et  Ton  peut  la  remplacer  par  celle-ci  : 

*•  =  2a^  sm»  i^ ^-(i—cos»  p)  (^i ï^^ — ) ,      (6) 

à  cause  que  Ton  néglige  les  termes  divisés  par  r^.^ 

(ii5).  Pour  chaque  valeur  de  l'angle  if,  cette  équation  -fera  con- 
naître la  valeur  de  k  qu'il  s'agissait  d'obtenir.  Le  rayon  r  étant  très 
grand  par  rapport  à  a,  le  maximum  de  k,  relativement  à  l'angle  i, 

répondra  à  la  plus  grande  valeur  de  y,  laquelle  a  lieu  quand  f  =  -  tt; 
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par  conséquent  I  on  obtiendra  ce  maximum  en  faisant  i^  =  -  û>  dans 

réquation  précédente^ 

La  plus   grande  valeur  de  A  aura  aussi  lieu  quand  i  =s  -^;  c'est 

donc  à  l'instant  où  son  extrémité  supérieure  0  atteint  l'extrémité 
inférieure  B  de  l'arète  vive  qui  termine  le  disque ,  que  le  liquide 
commence  à  se  détacher.  Si  l'on  appelle  p  la  valeur  correspondante 
de  A,  et  m  le  poids  d'un  centimètre  cube  du  liquide ^  on  aura, 
d'après 'l'équation  (i), 

p  =s  Tnnki^  -+-  ncma^r  sin  m  ;        (7) 

formule  qui  suppose  les  lignes  a,  r,  k,  exprimées  en  centimètres, 
et  dans  laquelle  on  mettra  pour  k  sa  valeur  maxima^  déterminée 
comme  on  vient  de  le  dire. 

Si  le  disque  a  été  préalablement  mouillé  dans  toute  son  étendue 
par  le  liquide,  en  sorte  qu'on  ait  û^ss^tt,  le  second  terme  de  cette 
formule  s'évanouira,  et  le  poids />,  qui  est  celui  du  liquide  soulevé 
au-dessus  de  son  niveau  naturel,  sera  le  poids  d'un  cylindre  du  même 
liquide  qui  aurait  pour  base  celle  du  disque,  et  pour  hauteur  l'é- 
lévation du  disque  au-dessus  de  ce  niveau  ;  ce  qui  tient  ii  ce  que 
le  volume  du  liquide  soulevé  qui  est  situé  en-dehors  de  ce  cylindre, 
compense  exactement  le  rétrécissement  du  liquide  situé  au-dessous 
du  disque.  Dans  ce  même  cas,  l'équation  (6)  donne 

A:  =  av/â-^^,      (8) 

en  négligeant  toujours  les  termes  divisés  par  H,  et  la  formule  (7) 
devient 

p  —  ifm(at^\/lk—^y        (9) 

(11 6).  Appliquons  maintenant  ces  différentes  formules  aux  expé-> 
riences  de  M.  Gay-Lussac  qui  sont  citées  dans  la  Mécanique  céleste. 
Elles  ont  toutes  été  faites  avec  un  disque  dont  le  rayon  était 

r  =  5«»,9i85, 

et  à  une  température  d'à  peu  près  8*,5.  L'auteur  a  vérifié  que  la 
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matière  du  disque  n'a  aucune  influence^  quand  il  a  été  préalablement 

mouillé  par  le  liquide. 

«  Dans  le  cas  de  Teau ,  on  a 

et  Ton  peut  prendre  un  gramme  pour  m ,  à  cause  que  la  température 
s'écarte  peu  de  celle  du  majcimum  de  densité.  La  formule  (9)  donne  alors 

p  =  598,568, 

et,  suivant  l'observation,  ce  poids  est  59^,40. 

M.  Gay-Lussac  a  déterminé  le  poids  p  pour  trois  aicohols  différens 
dont  les  densités  étaient 

0,81961,       0,85950,       o,94t53; 

celle  de  l'eau  étant  prise  pour  unité.  Dans  un  tube  capillaire  dont 
le  rayon  a  était 

les  bauteurs  h  auxquelles  ces  mêmes  liquides  se  sont  élevés  au-dessus 
du  niveau  extérieur  ont  été 

hss  0 ««",91825,      A  =  0*^™ ,95008,      h  =  o<^««» ,99975. 

Au  moyen  de  la  formule  du  n"*  56,  on  en  conclut 

a  =  o*^"y24655,    a  =  o*^"  ,24827,    a  =  0*=™, 20705, 

pour  les  valeurs  correspondantes  de  la  constante  a.  Cela  étant ,  on 
aura,  d'après  la  formule  (9), 

;i  =  5i«,i57,    p=52«,8^8,    p  =  57P,275, 

et  l'observation  a  donné 

p  =  5i»,o8,    /;  =  52,87,    p  z=zZj^, i5. 

• 

De  rhnile  de  térébenthine,  dont  la  densité  était  0,86946  de  celle 
de  Teau ,  s'est  él«vée  dans  le  tube  du  rayon  a  à  une  hauteur  h  au- 
dessus  de  son  niveau,  égale  k  0^,99516.  Il  en  résulte,  d'après 
la  formule  du  n"*  56, 

,  a  s=  o<^», 25645. 
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En  vertu  de  la  formule  (9),  on  aura 

/>«  348,545, 

et,  suivant  FobservatioQ ,  ce  poids  est  54S  io4* 

Daus  ces  cinq  expériences,  la  valeur  de  p  observée  s'accorde, 
conune  on  voit,  d'une  manière  très  satisfaîsmte  avec  sa  valeur  cal«^ 
culée  ;  cependant ,  on  peut  remarquer  que  cello<i  surpasse  toujours 
un  peu  l'autre;  ce  qui  semblerait  indiquer  que  les  différens  liquides 
se  sont  détachés  du  disque  un  peu  avant  que  le  poids  que  j'ai  9ppù\é 
ûk  ait  atteint  son  maximum  p  :  .et ,  en  effet,  on  conçoit  que  l'équilibre 
de  chaque  liquide  étant  très  peu  stable  près  de  ce  maœmwmj  des 
causes  accidentelles,  par  exemple,  de  légères  agitations,  peuvent  faci^ 
lement  en  amener  la  rupture. 

Quqiquç  les  hauteurs  maximaàn  disque  n'aient  pas  été  mesurées , 
il  est  bon  d'en  doimer  les  valeurs  dédvites  de  la  formule  (8).  Dans 
l'ordre  de^  cinq  expériences,  ces  valeurs  sont 

k  =  6^™  ,54145, 
A  s==  o«»,34524, 
k  =  o»",  54763, 
k  ■=  ««■,55977, 
A:  =  o«»,55897. 

Relativement  au  mercure  non  oxide,  en  contact  avec  un  disque  de 
verre  ou  d'une  autre  matière,  pourvu  que  ce'  disque  soit  recouvert 
d'une  couche  d'humidité  aussi  mince  qu'on  voudra,  on  a  (n*  108) 

a  =  o^,a5547,        r  =  i  (^  =  2!2*45'. 


# 


Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celle  de  r,  Téquation  (6)  donne 

A:s=o^«^i5775,  . 

pour  rélévation  du  disque  à  l'instant  où  le  liquide  commence  à 
s'en  détacher.  Pour  calculer  le  poids  correspondant  p ,  exprimé  en 
grammes,  on  prendra 


_  '0449 
770  ' 
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k  la  température  de  S'^yS  ;  et  ^  en  vertu  de  la  fonnale  (7) ,  on  aura 

Avec  le  même  disque,  d'un  rayon  égal  à  5 ^■",91 83,  M.  Gay- 
Lnssac  n'a  pas  trouvé  constamment  la  même  valeur  de  p.  En  fai- 
sant croître  très  lentement  le  poids  employé  à  soulever  le  disque , 
le  poids  total >  ii  l'instant  de  la  séparation  du  liquide,  s'est  élevé 
depuis  j5S  grammes  jusqu'à  ag6  grammes.  Les  valeurs  de  p  moin- 
dres* que  le  maximum  donne  par  le  calcul,  peuvent  s'expliquer  par 
l'instabilité  de  l'équilibre  du  mercure.  Quant  à  celles  qui  sont  plus 
grandes,  on  peut  les  attribuer  a  la  même  cause  qui  donne  lieu  à 
des  élévations  ou  des  dépressions  très  différentes  dans  un  tube  ca- 
pillaire, excepté  lorsqu'il  a  été  préalablement  mouillé  par  le  li- 
quide, ou  bien,  lorsqu'il  n'exerce  aucune  attraction  sur  la  matière 
du  liquide  (n*  62)*  Il  est  possible,  en  effet,  qu'à  raison  des  irré- 
gularités de  l'arête  vive  qui  termine  la  base  du  disque,  l'angle  i, 
au  lieu  d'être  droit,  comme  nous  l'avons  supposé,  à  l'extrémité  in- 
férieure de  cette  arête,  soit  obtus  dans  une  partie  de  son  con- 
tour ;  ce  qui  augmenterait  le  maximum  de  la  quantité  A  déterminée 
par  la  formule  (i).  • 

D'après  la  remarque  de  M.  Dulong  (n*  yS),  l'angle  cà  augmente 
et  peut  même  devenir  obtus,  quand  le  mercure  renferme  une  pe- 
tite proportion  d'oxide.  Le  maximum  de  A  augmenterait  en  même 
temps  ;  et  il  suffirait  que ,  pour  cette  cause ,  l'angle  m  f&t  de  60^ 
pour  que  ce  maximum  atteignit  le  plus  grand  poids  observé  par 
M.  Gay-Lussac. 

(117).  Si  l'on  remplace  le  disque  par  un  cylindre  vertical  d'un 
très  petit  diamètre,  l'équation  (i)  fera  encore  connaître  le  poids  A 
qui  répond  à  ijne  hauteur  k  de  la  base  du  cylindre  au-dessus  du 
niveau  du  liquide;  mais  ^'expression  de  k  en  fonction  de  l'angle  £, 
ne  sera  plus  la  même  que.  précédemment ,  et  sa  détermination  sera 
plus  difficile. 

Nous  supposerons  le  rayon  r  du  cylindre  très  petit  par  rapport 
à  la  coBgtante  a;  et,  pour  de  semblables  valeurs.de  t,  nous  em- 
ploierons la  seconde  équation .(  3) ,  dont  nous  négligerons  le  se- 
cond membre ,  dans  une  première  approximation.  On  en  déduira 
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alors 

en  faisant  i-|-^  =  ?i  et  observant  qu'on  a  z:=zk  quand  t=r.  On 
pourra,  si  Ton  veut,  pousser  plus  loin  l'approximation;  mais  nous 
nous  arrêterons  à  cette  valeur  de  z;  et  Fëquâtion  (10)  sera  celle  de 
la  surface  du  liquide  près  du  cylindre. 

A  la  distance  où  le  plan  tangent  est  très  peu  incliné,  on  réduira 
l'équation  (2)  à  la  forme  linéaire,  savoir  : 

Pour  y  satisfaire  par  une  valeur  de  z  qui  devienne  insensible  pour  de 
grandes  valeurs  de  ^ ,  on  prendra 


zz=s CL  f     e 


f. 


eo 


^iV^i/FTl» 


e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens,  et  a  une  constante  ar* 
bitraire.  On  aura,  en  effet, 

at  o,     J  o 

— =       %*r*  ~'-ir^"^*'      di  ace  /"°  -^V^»^»^    6««/â 


•      «  ' 


en  mtegrant  par  partie,  on  a 

au  moyen  de  quoi  les  valeurs  de  z ,  ^ ,  -^ ,  rendent  identique  l'é- 

quation  (11).  D'après  la  manière  dont  nous  avons  déjii  satis&it  à 
cette  même  équation  (n*  107),  on  peut  remarquer  que  son  inté- 
grale complète  est 
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ât  et  f  désigoant  les  deux  constantes  arbitraires.  En  faisant 

i/i  +  e*      * 

et  observant  que  les  limites  6  =  o  et  6  =  oo ,  répondent  à  or  =  i 
et  jr  =  00 ,  l'intégrale  particulière  dont  nous  voulons  faire  usage 
deviendra  plus  simplement 


Les  équations  (lo)  et  (12)  représenteront  la  courbe  OÂ  du  liquide 
dans  toute  son  étendue  ;  elles  devront  coïncider  pour  des  valeurs  de  / 
très  petites  par  rapport  à  a,  comme  le  suppose  l'équation  (10),  et  ce- 
pendant très  grandes  par  rapport  à  r,  afin  que  la  tangente  à  la  courbe 
OA  soit  très  peu  inclinée,  ainsi  que  l'exige  l'équation  (12).  C'est 
d'après  cette  condition  que  nous  allons  déterminer  les  deux  cons* 
tantes  A:  et  et  contenues  dans  ces  formules. 

(11 8).  Si  nous  faisons 

l'équation  (12)  pourra  s'écrire  ainsi  : 


='/ 


u 
X 


La  fraction  -  étant  très  petite  dans  toute  l'étendue  de  cette  inté- 

grale,  on  pourra  développer,  en  série  convergente,  la  seconde  ex- 
ponentielle contenue  sous  le  signe  /;  on  aura,  de  cette  manière, 

a'*  dx  r^  dx    .    \    ^  r*  dx  \ 

Par  des  intégrations  par  partie,  on  réduira  toutes  ces  intégrales  à  la 
première  ;  et  si  l'on  fait 


*  dx 
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îl  en  résultera 

En  dîfférentiant  v  par  raJ)port  à  i^,  on  a 

—  =  — /     e— *«<ir  =  — -  e— ": 

du        '    J  \  u  ' 

d'où  l'on  tire 

■         I    1  I     !/•    ,         1       m'  I         w* 

p  +  c  +  log  M  =  w —  H 5  -5- r-ô-7  T  +  etc.  ; 

'        '      '^  1,2  a    '    1.2.3  3        1.2.3.4  4 

c  étant  une  quantité  indépendante  de  u»  Plusieurs  géomètres  se 
sont  occupés  de  llntégrale  v  (^)  et  de  la  déternrination  de  la  cons- 
tante c,  dont  la  valeur  a  été  calculée  à  un  grand  degré  d'approxi- 
mation. En  se  bornant  à  cinq  décimales,  on  a 

0  =  0,57721. 

D'après  cela ,  si  l'on  substitue  la  valeur  de  i^  dans  celle  de  z ,  et  que 
Von  néglige  les  termes  multipliés  par  u,  nous  aurons 

z  =  «(log^"-c), 

pour  ce  que  devient  la  formule  (la);  relativement  à  des  valeurs  de  t 
très  petites  par  rapport  a  a.  • 

D'un  autre  côté,  ces  mêmes  valeurs  de  t  étant  très  grandes,  re- 
lativement à  r,  on  a,  d'après  la  formule  (10), 

«  =  A:  -+-  r  cos  ©  log  ; — rA T— 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  2 ,  on  aura  donc 

a  =  —  r  cos  ^,     A:  —  r cos  ^  log  -  (i  +  sin  ^)  r  =  «  (log  a  \/2  —  c). 


(*)  TYaité  des  Différences  et  des  Séries  de  M.  Lacroix ,  page  55a.  Vqj^ez  aussi, 
sur  ce  sujet,  un  très  bon  Mémoire  de  M.  Soidner,  imprimé  à  Munich  en  1809,  sou» 
le  titre  de  Théorie  et  Tables  d^une  nowette  fonction  transcendante. 
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et,  par  conséquent, 

En  faisant  î  =  o  ou  ^=  oi  dans  cette  formule,  elle  exprimera  1  élé- 
vation ou  la  dépression  d'un  liquide  le  long  d'un  cylindne  dont  le  dia- 
mètre est  très  petit;  et  l'on  voit  que  cette  quantité ,  contrairement  à 
ce  qui  a  lieu  dans  l'intérieur  d'un- tube  capillaire ,  diminuera  de  plus 
en  plus  avec  le  diamètre.  Lorsque  le  cylindre  aura  été  préalablement 
mouillé  par  le  liquide,  on  aura  ^  =:  ^  et 

Si  l'on  substitue  la  formule  (i3)  à  la  pl^ce  de  k  dans  l'équa- 
tion (i),  on  aura 

A=-.^pgrcosç»[r'(log  ^~^,-  c)  +  a-]. 

Â  cause  que  r  est  supposé  très  petit  par  rapport  à  a ,  le  maximum  de 
cette  quantité  répondra  à  ^  =  ^  ou  £s=7r— «^,  lorsque  Tangle  t» 

sera  obtus,  et  à  i  =  -^,  quand  il  sera  aigu.  Ainsi,  dans  le  premier 

cas ,  le  liquide  se  détachera  du  cylindre  lorsque  son  extrémité  0  sera 
parvenue  au  point  de  l'arête  DB,  pour  lequel  l'angle  i  est  supplé- 
ment de  l'angle  donné  û»;  et,  dans  le  second  cas,  il  ne  se  détachera 
que  quand  le  point  0  aura  atteint  l'extrémité  inférieure  B  de  cette 
arête. 

Si  le  cylindre  est  mouillé  par  le  liquide,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
âi  ss  vr ,  la  valeur  de  i  qui  répond  au  maximum  de  A  sera  zéro  ;  le 
liquide  se  détachera  du  cylindre  dès  que  le  point  0  atteindra  l'ex- 
trémité supérieure  D  de  l'arête  DB  ;  et  si  l'on  appelle  q  ce  maximum, 
ou  le  poids  nécessaire  pour  séparer  le  cylindre  du  liquide ,  on  aura 

q  =  Trmr  ^ (log  ^^*  —  c)  +  a*],       (i4) 

en  désignant  par  m  le  poids  d'uu  centimètre  cube  du  liquide ,  et 
supposant  les  lignes  r  et  a  exprimées  en  centimètres. 


^ 
\ 
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(i  19).  Pour  que  ces  diflfërentes  formules  soient  suffisamment  appro- 
chées, il  faudra  que  le  rapport  -  soit  une  fraction  peu  considérable. 

Voici  deux  expériences  que. M.  Gay-Lussac  a  faites  sur  Tadhésion 
de  l'eau  à  la  base  d'un  cylindre  vertical,  dont  la  première  satis- 
fait beaucoup  mieux  que  la  seconde  a  cette  condition. 

Le  diamètre  du  cylindre  étant  o^",a68,  et  la  température  i6", 
il  a  trouvé  pour  le  poids  qui  soulevait  le  cylindre  à  l'instant  de  la 
séparation  du  liquide,  différentes  valeurs  comprises  depuis  08,066  jus^ 
qu'à  08,072;  en  sorte^  qu'on  peut  prendre  ce  dernier  nombre  pour 
le  maximum  donné  par  l'expérience.  Or,  en  faisant 

dans  la  formule  (14)9  ^^e  donne 

î  =  08,67499, 

pour  ce  maximum;  ce  qui  ne  diffère  que  de  o8,oo3« 

Dans  la  seconde  expérience ,  faite  à  la  même  température ,  le  cy- 
lindre avait  un  diamètre  de  o^",578.  M.  Gay-Lussac  a  jugé  que  le 
poids  nécessaire  pour  le  détacher  de  l'eau,  était  compris  entre  o8,23o 
et  08,235.  En  mettant  dans  la  formule  (i^)\a  valeur  précédente  de  a, 
et  0^^,289  au  lieu  de  r,  on  trouve  ^ 

9  =  08,1943; 

résultat  qui  diffère  de  l'observation  d'environ  un  sixième  de  Tincon- 

nue  ;  ce  qu'on  peut  attribuer  à  ce  que  le  rapport  -,    au   lieu  d'être 

3  ' 
très  petit ,  s'élève  à  environ  j. 

(i2o).  Occupons -nous  maintenant  d'un  problème  nelatif  à  deux 
liquides  en  partie  superposés,  dont  la  solution  n'avait  pas  encore 
été  donnée,  et  qui  présente  une  application  particulière  des  prin<-> 
cipes  de  cette  théorie. 

Supposons  qu'on  ait  versé  sur  un  liquide, 'sur  du  mercure,  par 
exemple,  une  large  goutte  d'un  autre  liquide;  et  proposons  -  nous 
de  déterminer  la  fiffure  de  cette  fioutte  et  la  surfine  du  mercure. 
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J'appellerai,  pour  abréger,  S  la  partie  de  cette  surfiaice  qui  n'est 
pas  en  contact  avec  la  goutte ,  S'  la  partie  de  la  surface  de  la  goutte 
non  en  contact  avec  le  mercure,  S,  la  portion  de  surface  com- 
mune au  mercure  et  à  la  goutte.  Ces  trois  surfaces  auront  un  même 
axe  vertical;  près  de  la  goutte,  S  tournera  sa  convexité  par  en  haut, 
et  deviendra  plane  à  une  distance  peu  considérable;  S,  sera  con- 
cave par  en  haut.  Dans  toute  son  étendue,  la  goutte  sera  convexe; 
elle  tournera  sa  convexité  par  en  bas  depuis  son  contact  avec  le  mer- 
cure jusqu'à  sa  plus  grande  section  horizontale,  et  par  en  haut,  de- 
puis cette  section  jusqu'à  son  sommet.  • 

Si  l'on  désigne  par  t  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'une 
de  ces  surfaces  à  leur  axe  commun;  que  l'on  compte  les  coordon- 
nées verticales  en  sens  contraire  de  la  pesanteur  et  à  partir  du  niveau 
du  mercure,  qui  est  la  partie  plane  de  S  ;  et  que  l'on  désigne  par  jz, 
z, ,  z',  les  ordonnées  respectives  d'un  point  quelconque  de  S,  S,,  S', 
leurs  équations  seront  (n®*  29  et  5o) 

JH'[g+K-+^")f]=<''»''-')0+x)^ 

H  et  H'  étant  les  constantes  relatives  au  mercure  et  à  la  matière  de 
lu  goatte  I  G  une  troisième  constante  qui  dépendra  d^  la  matière  des 
deux  liquides,  p  et  p'  leurs  densités,  c  une  constante  arbitraire,  et 
g  la  gravité.  Les  radiâmx  contenus  dans^  les  seconds  membres  des 
deux  premières  équations  seront  positifs;  celui  que  renferme  le  se- 
cond membre  de  la  dernièra  sera  positif  dans  la  partie  supérieure 
de  la  goutte,  et  négatif  dans  la  partie  inférieure;  en  sorte  que  si 
l'on  représente  par  r  le  rayon  de  contoar  du  S,,  et  par  l  celui  de 
la  plus  grande  section  horizontale  de  la  goutte,  ou  son  demi -dia- 
mètre, ce  radical   v  ï"f"-xr  sera  positif  depuis  /  =  o  jusqu'à  <z=/, 

et  négatif  depuis  ttfs^l  jusqu'à  I  sa  r. 
Ontrm  ces  troîsiéquations,  il  y  en  aura  deux  autHes  qui  n^auront  lieu 
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que  pour  le  contour  de  S,.  Pour  les  former  »  soit  BACD  (fig.  22)  un^ 
section  de  la  surface  de  la  goutte,  par  un  plan  passant  par  son  axe  CB; 
et  supposons  que  la  partie  DCA  appartienne  à  S^  et  la  partie  DBA  à 
Sj.  Soient  aussi  DG  et  AF  les  sections  de  la  surface  du  mercure  par  le 
même  plan  vertical.  Prenons  sur  DBA  deux  points  0  et  0',  et  sur  DG 
et  AC  des  points  M  et  M',  tels  que  0  et  M  soient  situés  à  des  distances 
insensibles  de  D,  et  O'  et  M'  à  des  distances  insensibles  de  A.  Dans 
les  portions  de  courbe  ODM  et  O'AM',  l'inclinaison  de  la  tangente  va- 
nera  très  rapidement,  et  elles  oe  seront  pas  comprises  dans  les, équa- 
tions (a).  Nous  supposerons  que  0,  M,  0^  M^  soient  les  extrémités 
de  ces  courbes  particulières,  ou,  autrement  dit,  nous  supposerons 
que  le$  distances  insf^nsibles  OD,  AfD,  (ïk,  M'A,  surpassent  1  cepen- 
dant, les  rayons  d'activité  moléculaire  du  mercure  et  de  la  goutte* 
Cela  posé,  par  les  points  0  et  0'  je  mène  les  tangentes  OT  et  O'T'  à 
la  courbe  DBA;  par  les  poiôts  IVt  et  M',  j'abaisse  sur  ces  droites  les 
perpendiculaires  MK  et  M^K',  et  j'élève  les  normales  MN  et  M'N'  ^ux 
courbes  GD  et  CA.  En  appelant  i»  et  c/  les  angles  aigus  KMN  et 
K'M'N',  ces  angles  seront  donnés  et  dépendront  de  la  matière  de  la 
goutte  et  de  celle  du  liquide  inférieur,  qu'on  suppose  être  le  merctt»é 
Ces  angles  seront  ceux  qui  se  conclueraient  de  la  dépression  de  l'un 
des  liquides ,  dans  un  tube  qui  serait  formé  de  la,  matière  de  Taufre 
liquide.  Ainsi,  l'angle  û»  sera  de  4^®3o'  dans  le  cas  d'une  goutte 
d'eau  j  et  un  peu  moindre ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  ^4  f  ^^^ 
s'agissait  d'une  goutte  d'alcohol  ;  en.  même  temps ,  dJ  sera  l'angle  qui 
aurait  lieu  à  l'extrémité  de  la  surface  de  l'eau  ou  de  l'alcohol^  con- 
tenu dans  un  tube  de  mercure  solidifié.  Or,  si  l'on  appelle  i  et  i 
les  inclinaison^  sur  un  plan  horizontal,  des  normales  M^  et  MOV^, 
et  i,  celle  de  la  normale  MK  ou  M'K',  on  aura 


•  =  i  —  I,, 
et,  de  plust 

di                -./.<&' 
di-      «^o*'  V»-+-rf^' 

I  =      sin  f  ^  I  +  ^^, 

• 

1=    ««'.yi-i-rii.^ 
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on  aura ,  par  conséquent , 


dz,         dz  .  /      ,    dz*   .  /      ,    dz* 

dz,        di'         ...  /      ~~d7*  .  /      T'A,'* 

équations  dans  lesquelles  on  pourra  Êiire  t=:r,  sans  erreur  sen- 
sible. 

Soit  encore  h  l'abaissement  du  contour  de  S^  au-dessous  du  ni- 
veau du  mercure  ;  h  -|-/  rabaissement  du  point  le  plus  bas  de  la 
goutte ,  ou  /  la  flèche  de  sa  portion  de  surface  S.  ;  k  l'élévation  de 
sa  plus  grande  section,  au-dessus  du  même  niveau;  A:4-  ^  l'élévation 
de  son  sommet,  et,  enfin,  e  son  épaisseur  totale,  c'est-à-dire 


tzzzl,     z'  =  k,     -j:  =  oo; 


Nous  aurons  les  équations  particulières  : 

d£ 
dt 

t  =  o,     z,=  —h—f,     ^  =  0,     z'  =  k'^ct,     ^=o;^ 

dz 
^  =  00,    Z=:0,       -r-=:0. 

ai 

La  question  consistera  maintenant  à  résoudre  ces  équations  (a), 
(6),  (c),  par  approximation,  en  supposant  les  rayons  /  et  r  très 
grands  par  rapport  à  l'épaisseur  de  la  goutte. 

'•  (isti).  Après  avoir  fait 

H  =  gpa% 

nous  pourrons  remplacer  la  première  équation  (a)  par  celle-ci  : 


\r  +  de 


/dz* 


en  supposant  que  l'intégrale  s'évanouisse  quand  ^  =  oo  .  Dans  toute 
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l'étendue  de  la  surface  S  à  laquelle  cette  équation  aj^rtient,  la  va- 
riable t  est  très  grande;  On  peut  donc  négliger  cette  intégrale;  on 
aura  alors 

en  considérant  le  radical  comme  une  quantité  positive;  et  l'on  en 
conclura 


à  cause  de  ^  =  r  quapd  z  =  —  A.  Nous  nous  arrêterons  ii  cette 
valeur  de  t^  qui  est  le  premier  terme  d'une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  descendantes  de  r^  dont  on  obtiendrait  facilement  les 
termes  suivans^  si  cela  pouvait  être  utile.  Cette  équation  {d)  -sera 
celle  de  la  surface  du  mercure  y  en  -  dehors  de  son  contact  avec  la 
goutte,  et  à  une  distance  de  ce  contact,  plus  grande  que  le  rayon 
d'activité  moléculaire. 

Les  deux  autres  équations  (a)  se  résoudront  par  l'analyse  des 
n*'  106  et  107.  Au  sommet  de  la  goutte,  les  deux  rayons  de  cour- 
bure sont  égaux;  il  en  est  de  même  à  son  point  le  plus  bas.  Eu 
désignant  par  (a  leur  grandeur  commune  au  premier  point ,  et  par 
X,  au  second  point,  on  aura,  d'après  ces  équations, 

c-g(p-p')(A+/)=lG,. 
d'où  Ton  tire 

et  si  nous  Élisons 

les  dernières  équations  (a)  deviendront- 
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Relativemeat  aux  poiats  de  S,  et  de  S'  pour  lesquels  le  plan  tan- 
gent est  très  peu  incliné,  on  les  réduira  à  des  équations  linéaires; 
puis  jon  y  satisfera ,  ain$i  qu'aux  conditions  particulières  à  ^  =  o ,  en 
prenant 

t  |/a 


COSi|' 


(g) 


^  =  -S/>^    '"4; 


expressions  qui  se  réduiront  à 


(*) 


/i.V'ailV: 


comme  dans  le  n"  io6,  pour  des  valeurs  de  t  très  grandes  par  rap- 
port à  a,  et  a'. 
On  peut  aussi  écrire  les  équations  (/*)  sous  la  forme  : 


V'+'i 


==—1  + 


d^ 


(0 


en  supposant  que  ces  intégrales  s'évanouissent  avec  la  variable  t , 
et  observant  qu'on  a 
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^ ,  a'^         dx  dr 


a* 


A* 


quand  ^s=.o*  Près  du  sonamet  ou  du  poiut  le  plus  bas  de  la  goutte, 
ces  intégrales  peuvent  être  négligées,  à  cause  que  Ton  a 

âx  ^^^i         4r_       ' 

et:  que  la  variable  J  est  très  petite  dans  ces  parties  de  Ja  surfw^e. 
Pour  les  valeurs  de  t  auxquelles  répondent  les  fonnales  (A),  ki 
quantités  comprises  sous  les  signes  /  auront  t^  pour  divia^w;  pour 
cette  raison^  nous  pourrons  aussi  négliger  ces  intégrfdes.  Enfin,  près 
du  bord  de  la  goutte,  nous  les  négligerons  également,  à  cause  de 
la  grandeur  de  t^  quoique,  dans  eette  partie  de  la  surface,  Ifs 
quantités  comprises  sous  les  signes  f  ne  soient  divisées  que  par 
la  première  puissance  de  cette  variable.  En  supprimant  do|ic  les  se- 
conds membres  des  équations  (/),  et  négligeant  aussi  les  termes 
divisés  par  A*  et  jâ?  dans  leurs  premiers  membres,  on  aura  sim- 
plement 


a*.  -,  a 


,_ =  s=  a*,  —  jc»,         ^  =  cC*  —  y*.      Œ\ 

V'  +  T^  V'  +  i^ 


Od  en  déduit 

ut   3S     ■'■  '*  3L:i5.i.Lr.".»     ,  ai   33?     "m    i"ftf..inif  »   J 

xyaà'^  —  x^  ^      j- y  aa'*  —  j-' 

et  si  Ton  £ût  tittention  aux  si^es  des  quantités  a^y^^x^et  ^i^^^j-^^ 
qui  doivent  Atre  les  méiCiies  que  cetix  àm  radicavk   %/i  -[.  — ' 

et  y  1  +  ^ ,  et  aux  signes  de  «^^  /i  /y  >  'S ^  ^^  ^^^  ^*sé  de 
s'assurer  qu'on  devra  regarder  comme  positifs  les  r^dieawx  v/aifi^-jc* 
et  v/2fl'*  —  /••.  D'ailleurs,  en  négligeant,  pour  abréger,  les  termes 
—  et  —  des  quantités  que  *  et  ^  représenteM,  on  aura,  en  même 
temps,  ts^r^Zf^tz^^^hy^ïï:^/,  9it  4»  ném^t^ae  l^-  z'sï^^k, 
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y  ^  —  it;  en  intégrant ,  on  aura  donc 


Les  équations  (g),  (A),  (/),  jointes  à  l'équation  {d)j  renfer- 
meront la  solution  complète  du  -  problème ,  après  qu'on  aura  déter- 
miné les  valeurs  des  constantes  a,  k,  h,  f,  r,  l,  fi,  ?^,  qu'elles 
renferment- 
Or^  j8/s=:  k  donne  à  très  peu  près  ^  =  —  c^i  et  comme  on  a 

^  =  -^  =  00  y  pour  cette  yalenr  de  z\  on  aura  a  s=s  a%  d'après 

la  seconde  équation  (k).  On  aura  donc,  en  même  temps,  t=:  r, 
zf:=:  —  hjjrzsz  —  A  —  A  —  a',  et,  en  vertu  de  la  seconde  équa- 
tion (0, 

pour  la  valeur  de  r,  en  faisant,  pour  abréger, 

aa'*  —  (A:  4-  A  4-  «')•  =  a'*>i% 

« 

et  regardant  >f  comme  une  quantité  positive.  Four  ^  =si  r,  les  équa- 
tions (A:)  et  les  valeurs  de  dt  qu'on  en  a  déduites  donnent 


D'après  les  équations  d'où  la  formule  (d)  k  été  tirée,  on  aura, 
en  même  temps. 


V  ^"^  S»""*^— V         «ft — '    a*  — A»       ' 

ejt ,  au  moyen  de  ces  différente^  valeu];s,  les  formules  (b) 
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ront  deux  équatk^is,  que  je  me  dispenserai  d'écrire,  et  qui  servi- 
ront à  déterminer  deux  des  trois  constantes  h^  kf  f,  par  exemple , 
A  et  A* 

Maintenant,  si  l'on  applique  la  première  des -équations  (/)  à  des 
points  de  S|,  pour  lesquels  2.  diffère  très  peu  de  — «  Â  — y,  et  la 
variable  x  est  très  petite;  et  la  seomde  à  des  points  de  la  par- 
tie supérieure  de  S',  pomr  lesquels  ^  diffère  très  peu  de  A,  et 
j  est  très  petit;  et  si  l'on  compare  aux  formules  (h)  les  expressions 
de  X  et  j^  qui  se  déduiront  alors  de.ceç  deux  Àpiations  (/),  on 
en  condura  les  valeurs  de  A.  et  /u ,  savoir  : 


4X/,rf  V^i(V^a— l) 

en  faisant,  pour  abréger, 

rJ^a.y^^'^  \/2a\  — /•  s=  r„        l  ^-  (  \/â—  i)  d^s  l. 


L'équation  (c)  deviendra 


^1^» 


a-^* 


4Vïr|/a 

en  y  substituant  les  valeurs  de  A,  ft.  G, 'H^  Elle  servira  à  dé- 
terminer fi  et  il  ne  restera  plus  que  /  d'inconnu.  Or,  si  l'on  a 
mesuré  directement  le  diamètre  de  la  goutte  dans  sa  plus  grande 
largeur,  on  en  prendra  la  moitié  pour  la  valeur  de  /;  si  ce  dia- 
mètre n'est  pas  connu,  mais  que  le  poids  de  la  goutte  soit  jdonné, 
et  qu'on  le  représente  par  «29*,  on  aura 

il  sera  j&cile  d'effectuer  1^  intégrations  indiquées,  après  avoir  subs- 
titué les  valeurs  de  d^^  et  dis,,  tirées  des  équaticos  (;),  (A),  (/),  reh» 
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tives  aax  différentes  parties  de  S'  et  S.  :  cette  expression  de  nar  ser- 
vira ensuite  à  trouver  la  valeur  de  /• 

Pour  résoudre  les  équations  d'où  dépendent  les  valeurs  numé- 
riques de  h.,  kf  fj  If  il  faudrait  que  celles  des  constantes  àf  a% 
a^p  cùf  (Jy  fussent  données.  Les  valeurs  àe  a^  al^  cù^  sont  effec-> 
tivement  connues  ;  quant  à  celles  de  a,  et  ùif  ^  on  pourrait  les  dé- 
terminer au  moyen  des  équations  qui  doivent  servir  à  trouver  les 
valeurs  de  A  et  A:,  si  ces  distances  avaient  été  mesurées  directement 
pour  une  goutte  d'une  largeur  connue. 

(1:22).  Dans  toutes  les  questions  dont  nous  nous  sommes  occupés 
dans  ce  chapitre,  Tordonnée  verticale  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  qu'il  s'agissait  de  déterminer,  ne  dépendait  que  d'une  seule 
variable 9  savoir,  la  distance  à  Taxe  de  figure,  dans  le  cas  d'une 
surface  de  révolution,  ou  la  distance  à  un  plan  vertical,  dans  le 
cas  d'un  liquide  contenu  entre  deux  plans  parallèles  à  celui-là.  D'après 
cette  circonstance,  l'équation  de  la  surËsice,  qui  est  généralement 
aux  différences  partielles,  se  réduisait  à  une  simple  équation  diffé- 
rentielle ;  et,  par  différens  procédés,  il  a  été  possible  de  la  résoudre 
par  approximation ,  ou  même  rigoureusement ,  dans  le  dernier  de 
ces  deux  cas,  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  La  solution  de- 
vient beaucoup  plus  difficile,  lorsque  l'ordonnée  verticale  dépend 
de  deux  variables  ;  mais  il  y  a  des  questions  pour  lesquelles  la  con- 
sidération d'une  surface  de  révolution  fournit  d'abord  une  approxi- 
mation qu'on  peut  ensuite  pousser  aussi  loin  qu'il  est  nécessaire  ; 
et,  de  cette  manière,  les  solutions  précédentes  et  celles  du  cha- 
pitre IV  prennent  une  extension  que  nous  avons  déjà  indiquée  dans 
le  n*  68 ,  et  dont  nous  allons  donner  uh  nouvel  exemple. 

U  s'agira  de  l'équilibre  d'une  goutte  de  liquide  d'un  volume  peu 
étendu,  contenue  entre  deux  plans  qui  comprennent  entre  eux  un 
très  petit  angle,  et  qui  se  coupent  suivant  une  droite  horizontale. 
Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  que  la  surface  latérale  du  li- 
quide soit  concave  en -dehors.  Sa  courbure  étant  plus  grande  du 
côté  de  l'intersection  des  deux  plans  que  du  côté  opposé,  la  goutte 
tendra  à  se  rapprocher  de  cette  droite;  par  conséquent,  pour  qu'elle 
demeure  en  équilibre,  il  faudra  que  cette  tendance  soit  balancée 
par  ^sgn>  poids  ;  ce  qui  exigera  qu'elle  soit  au-dessous  de  cette  in- 


'■  ' 
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tersection.  Par  cette  .droite,  je  mène  un  plan  oonqpris  entre  les  deux 
plans  donnés,  et  dont  je  déterminerai  plus  )>as  la  direction.  Il  y  aura 
un  autre  plan  perpendiculaire  à  cette  intersection,  qui  divisera  la 
goutte  en  deux  parties  parfaitement  égales.  J'appellerai  C  le  milieu  du 
diamètre  de  la  goutte  sjaivant  lequel  ce  plan  vertical  coupe  le  plan 
intermédiaire;  et  je  prendrai  ce4K>int  pour  origine  des  coordonnées, 
•t  pour  axes,  la  perpendiculaire  à  l'intersection  des  deux  plans  donnés, 
menée  dans  le  plan  intermédiaire,  la  parallèle  à  cette  même  interseor 
tion  et  la  perpendiculaire  au  plan  intermédiaire.  Soient  u,  p  ,Ç  ,les 
trois  coordonnées  d'un  point  quelconcpie  de  la  surface  latérale  de  la 
goutte,  respectivement  parallèles  à  ces  trois  axes,  et  z  l'ordonnée 
verticale  du  même  point,  comptée  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur et  à  partir  du  plan  horizontal  passant  par  le  point  C.  Si  l'on 
appelle  0  l'angle  aigu  que  fait  le  plan  intermédiaire,  c'est-à-dire  le 
plan  des  u  et  p,  avec  ce  plan  horizontal,  et  si  Ton  suppose  les  Ç 
et  les  u  positives  dirigées  vers  le  haut ,  conmie  les  z  positives ,  on 
aura 

ZZ=lÇ  cos  6  -f-  '^  ^^^  ^- 

Cela  posé ,  si  Ton  désigne  par  a^  la  constante  relative  à  la  ma-* 
tière  du  liquide ,  l'équation  de  sa  surface  latérale  sera 

i  +  l,+  e  =  l(Çcose+«sinô),.        (i) 

€  étant  une  constante  arbitraire ,  et  A  et  A'  représentant  les  deux 
rayons  de  courbure  principaux.  La  quantité  -  +  -r  ^  exprimée  au 
moyen  des  coordonnées. u,  p,  Ç,  aura  pour  valeur 

A  ^  A'  L\    ^  </«•'/  du*         ^  dudv  dudv  ^V^  tlu*J  dt^J  ' 

en  faisant,  pour  abréger, 

et  considérant  Y  comme  positif  ou  comme  négatif,  selon  que  la  noi^ 
maie  extérieure  ai|  liquide  fera  un  angle  aigu  ou  obtus  avec  la  droite 
tirée  suivant  la  direction  des  Ç  positives. 

32.. 
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Les  oosinuft  de»  «tif(les  «lue  fait  cette  normale  avec  le»  axes  des  u , 


^p  Zp  seronft 


Sif  Ton  àéAgae  par  a,  et',  aP^  ceux  des  angles  que  font  les  mêmes 
ascea^i  avec  kt  perpendicnlaîre  abaissée  sur  le  plan  supérieur  et  .di- 
rigée ver»  le  haut ,  et  par  »  Tangle  compris  entre  cette  droîfe  ë^ 
la  aormale>  on  aura  dont 


cos«  =  V(«"-*|-«'g); 


et  en  appelant  /  Tinclinaison  du  plan  supérieur  sur  le  plan  des  u 
et  s>,  on' aura ^  en  même  temps , 

oi"  =  cosi^       «  =  £ni,       a^sso. 

Pour  tous  les  points  du  contour  supérieur  de  la  surface  latérale , 

c*est-à-dîre  pour  tous  les  points  de  l'intersection  de  cette  surface 

et  du  plan  supérieur,   où  sera  un  angle  constant  et  donné;  et  si 

nous  représentons  par  c  la  distance  du  point  C  à  l'intersection  des 

deux  plans  donnés,  nous  aurons,  par  rapport  à  ce  contour,  les  deux 

équations  : 

Ç  =  (c  — M)tang/,  ] 

cos  û)  =  V  ^cos  i  —  TT  sîn  M  *   ( 

dtfnt  la  première  est  l'équation  du  plan  supérieur.  Soit  !  Finclinai- 
aen  du  plan  inférieur  sur  celui  des  u  et  ^.  Relativement  au  contour 
inférieur  de  la  surfsice  latérale,  nous  aurons  de  noême 

Ç  =  — (c— .w)tangi',  ) 

cos  cûz=:  —  V  ^cos  f'4-  ^sîn  n  ;  V       ^  ^ 

dû  étant  Tangle  compris  entre  la  normale  extérieure  au  liquide  et 
la  perpendiculaire  au  plan  înfiérieur,,  dirigée  en -dehors  de  Tangle 
des  deux  plans.  Les  angles  donnés  â)  et  ta'  seront  obtus,  parce  qu'on  a 
rappoaé  bi  sm-Auïe  latérale  coneave  en-dehofS  ;  on  aura  d»'  =  a» ,  si 
les  deux  plans  sont  de  la  mèmië  nature ,  et  «#'  cr  a»  =  ^ ,  s'ils  ont 
été  préalablement  mouillés  par  le  Kqnide. 


DE  L'ACTION  CAPOiLAIRE.  '      a5S 

(i^3).  Maintenant,  pour  résoudre,  par  approximatio»>  les  équa- 
tions (i),  (2),  (3),  je  supposerai  que  les  dimensions  de  la  goutte 
de  liquide  soient  très  petites  par  rapport  à  la  constante  a.  Il  en 
sera  de  même  à  l'égard  des  yariables  ££  et  (^  ;  et  Foh  pourra  ex- 
primer la  valeur  de  Ç  par  une  sérier  con¥er^eate,  ordonnée  suivant 
leurs  puissances  et  leurs  produits,  c'est-à-dii^  par  une  série  de  cette 
forme  : 

Ç  =  2'  4-  i  (;>«  +  /''<')  +  7i  (<?w» -H  9 W -h 9 V)  +  etc., 

dans  laquelle  z\  p^  p%  q,  etc. ,  seront  des  fonctions  de  la  distance 
d'un  point  quelconque  k  Taxe  des.  Ç,  que  je  leprésenferai  par  t, 
de  sorte  qu'on  ait 

En  substituant  cette  série  dans  l'équation  (i),  et  égalant  ensuite  les 
termes  de  ses  deux  membres ,  semblables  par  rapport  à  tt  et  </ ,  on 
obtiendra  une  suite  d'équations  qui  serviront  à  déterminer  les  in- 
connues z\  p,  p'y  q^  etc.  Mais  nous  bornerons  rapproxîknatian  aux 
teiTnes  divisés  par  a^  inclusivement  ;  et,  de  plus,  nous  ferons  p'ssso, 
à  cause  que  la  variable  v  n'entre  pas  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i).  Nous  aurons  donc  simplement 


Pour  Êiciliter  la  substitution  de  cette  yateur  de  Ç ,  j'écris  l'équa- 
fion  (1)  sous  là  forme  :  ' 

d.y^      d.\§. 

^  +  -Âr^  +  ^  =  ?(Ccosfl+«siae).       (4)     . 

D'après  l'expression  de  ^,  on  a 

dÇ  _  ^  tt     ,      1    /dp  M*  \ 

dÇ        djf  y  ^     i  dp  uv 
5J^  ""^  "Â  "î  "■    a*  Â    t* 

Si  l'on  désigne  par  V  ce  que  V  devient  quand  on  jr  met  jE<au  lieu 
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de  ^ ,  on  aura 


et  ensaite 


Je  substitue  ces  yaleun  et  celle  de  Ç  dans  l'équation  (4)  ;  et  ep  con- 
tinuant de  négliger  les  termes  divisés  par  a^,  je  trouve,  après  quel- 
ques réductions ,  -  '  - 


équation  qui  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 
dt'^'i  V  "*"  AV  A    ,   g  _  ai'  cos  fl 


(■+f)"  }      (6) 

La  première  de  ces  deux  équations  est  celle  qui  répond  k  la  surface 
de  révolution.  EUe  se  résoudra  par  Tanalyse  du  n^  loa;  et  quand  z' 
aura  été  déterminé  en  fonction  de  ^,  la  seconde  équation  (6)  fera  con- 
naître la  valeur  de  p. 

(1:24  )•  Je  supposerai  que  la  largeur  de  la  goutte  soit  très  grande 
relativement  à  son  épaisseur;  et  cela  étant,  je  ferai,  comme  dans  le 
numéro  cité, 

^  =  A  +  ^,        C  =  — — î 
•      ^  ay  ' 

h  étant  la  valeur  particulière  de  t  pour  laquelle  on  a  ^  =  o ,  et  y  une 
autre  constante  très  petite  par  rapport  à  h.  La  variable  1!  sera  aussi 

très  petite  ;  Texpression  de  z*  aura  S/txyt!  — "?•  pour  premier  terme , 
et  Ton  pourra  la  représenter  par 
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en  désiguant  par  ^  ané  fonction  de  i  très  petite  à  Tëgard  de  ce  pre- 
mier terme,  qni  s'évanooira  poar  ^  =:  o»  Cette  quantité  ^  ren- 
fermera, «n  outre,  dans  son  expression,  les  constantes  arbitraires  h 

et  }^,  et  la  quantité  — g  au  lieu  de  la  constante  a'  du  n^  \0!x.  On 

en  déterminerait  facilement  la  valeur  approchée ,  si  Ton  avait  be- 
soin de  la  connaître. 

Linconnue  f  étant  divisée  par  a*  dans  la  valeur  de  Ç,  il  suffira  de 
substituer  le  premier  terme  de  z^' dans  la  seconde  équation  (6),  d'où 
cette  inconnue  dépend;  et  d'après  le  vP  10:2,  on  y  fera,  en  même  temps. 


V'=-.il/a7«' 


€\ 


Cette  équation  ne  pourra  s'intégrer  que  par  approximation  ;  la  quan- 
tité p  qui  s'en  déduira  sera  très  petite  par  rapport  k  /*;  en  négli- 

géant  le  terme -^  du  premier  membre,  à  cause  de  son  divi- 
seur <%  et  la  multipliant  ensuite  par  t^dt^  elle  devient 

rf[(J-|.f)W]  =  2^sine£/<; 
ce  qui  dpnne,  par  une  première  intégration, 

>f  désignant  la  constante  arbitraire.  Pour  que  la  valeur  de  p  qu'on 
en  tirera  ne  devienne  pas  infinie  quand  ^'  =  o ,  il  faut  que  le  se- 
cond terme  de  cette  équation  s'évanouisse  avec  €^  et  qu'on  ait ,  par 

conséquent ,  »  =  — «  x  A'  ;  on  aura  donc 

en  négligeant  le  carré  de  i.  J'intègre  de  nouveau ,  et  en  daignant 
par  yî  la  constante  arbitraire,  il  vient 


l  ■, 
I 
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Mais  le  point  C  étant  sppposé  le  milieu  du  diamètre  de  la  goutte  situé 
sur  l'axe  des  u^W  s'^ensuit  qu^on  doit  avoir  /i^o.  En  efiet^  le  coru- 
tour  de  la  section  de  la  goutte  par  le  plan  des  uet  t^  b,  pour  équation 

z'  +  ^  =  o; 
d'après  les  expressions  de  z'  et  p,  on  en  déduit ,  à  très  peu  jirès , 


et ,  à  cause  de  t^zszu^^  if^,  les  deux  valeurs  de  u  qui  répomdent 
à  (^  =  o  seront  aussi ,  k  très  peu  près^ 

•    ay€r 

pour  qu'elles  soient  égale3  et  de  signes  contraires ,  il  faudra  donc 
qu'ion  ait  /=so.  Cela  étant ,  nous  aurons 

pour  la  valeur  approchée  de  p ,  et 

pour  celle  de  Ç*,  à  laquelle  nous  nous  arrêterons. 

Pour  que  la  position  et  la  figure  de  la  goutte  soient  entièrement 
connues ,  il  restera  encore  à  déterminer  les  deux  constfmtes  h  ci  y, 
la  direction  du  plan  à  partir  duquel,  cette  ordonnée  ^  ^t  ibomptée , 
c'est-a-dire  l'un  des  deux  angles  i  et  i'  dont  la  somme ,  seulement, 
est  connue  et  égale  à  l'angle  'des  deux  -pllans  donnés,  et,  enfin,  la 
distance  c  du  milieu  C  de  la  goutte  à  l'intersection  de  ces  deux 
plans.  Cette  distance  est  sorteat  implante  i  connaître,  parce  que 
sa  valeur  peut  être  mesurée  directement ,  et  quil  en  pourra  résulter 
une  nouvelle  vérification  de  Ja  tbéom.  Sa  ^fiterminatioa  ne  dépen- 
dant pas,  comme  on  va  le  voir,  du  second  terme  â^  C#  ^'^^  pour 
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cela  que  nous  l'avons  représente  par  ^,  et  que  nous  nous  sommes 
dispensés  d'en  calculer  la  yaleur. 

(125  )•  Après  qu'on  y  aura  substitué  la  valeur  de  1^ ,  Fune  des 
équations  (2),  la  première^  par  exemple^  sera  l'équation  du  con- 
tour supérieur  du  liquide  ;  elle  déterminera  t  en  fonction  de  u  ; 
et  f  ensuite ,  la  seconde  devra  être  identique  par  rapport  à  u.  Cette 
première  .équtttioa  devient 

S/^yt'  ^  t"^^  ^  +  £?  — (c  —  «)  tang  i.        (8) 

L'angle  1  étant  très  petit,  par  hypothèse,  il  suffira  de  mettre  le 
premier  terme  de  la  fbmjuile  (5)  à  la  place  de  Y,  et  celui  de  la 
formule  (7)  au  lieu  de  ^,  dans  la  partie  de  la  seconde  équation  (a) 
qui  renferme  le  facteur  sin  i  ;  de  cette  manière ,  on  aura  d'abord 

C08  «  =s  V  COS  l  — ^^L—===-  , 

Où,  ce  qui  est  la  même  cho^, 

en  négligeant,  à  causie  de  la  petitesse  de  ^,  un  terme  qui  aurait 
^  ^  P^"^  facteur.  En  vertu  de  l'équation''  (8),  on  aura 

I 

y       ^    ^  y     ^y^  ^y^     y     " 

au  moyen  de  quoi  l'équation  pr^édente  se  changera  en  celle-ci  : 

nnA      -1-  £?!?_?       ♦  ^**  *       /fc  4->        2cy  sin  ô\  u  sin  i 

COS'â^  "iT  •— —  «^  ,   "■*■  l  T — ï — ~j  "■■"  m.         I      ■  ^^  O  f 

•^  y  '  y  \«  +  '^  c^      J      y  ' 

en  ayant  égard  aux  valeurs  de  p  et  de  -^ ,  et  mettant  A  et  a  au 

lieu  de  ^  et  c  —  u  dans  les  termes  divisa  par  a^.  D'ailleurs ,  à 
cause  que  y  et  t'  sont  très  petits  par  rapport  à  A,  on  peut  réduire 
à  l'unité  le  premier  terme  de  la  quantité  comprise  entre  les  pa- 
renthèses; égalanjk  ensuite  séparément  à  zéro  le  terme  indépendant 
de  u  et  le  coefficient  de  u  dans  cette  dernière  à|uation,   notis 


■t 
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aurons  ^ 

COS  Où 


(9).-. 
^*  —  Q.cy  sin 

ea  négligeant  la  fraction  très  petite  -• 

Les  équations  quW  obtiendra  de  la  même  manière ,  en  pair* 
tant  des  équations  (3)^  se  déduiront  des  précédentes,  en  y  chan- 
geant bù  et  i  en  â>'  et  i\  La  seconde  équation  ne  changera  pas,  et 
la  première  deviendra 

cosû)'H ==0î 


et,  à  cause  que  la  somme  des  angles  i  et  i  est  donnée,  ces  ëqua-» 
tions  suffiront  pour  détf^rminer  ces  angles  et  les  deux  constantes 
e  et  y.  Enfin ,  si  l'on  désigne  par  m?  le  volume  de  la  goutte ,  on 
aura ,  à  très  peu  près , 

h^  {c  sin  I  4-  ^  ^1^  0  ^=^  ^  y 

pour  déterminer  la  constante  h. 

Si  les  deux  plans  qui  comprennent  la  goutte'de  liquidé  sont  de  la 
même  nature,  on  aura  Vi=s:â)  et  i'^^i;  Fan^  i  sern  la  moitié  de 
l'angle  donné  que  font  ces  deux  plans;  et  rindinaison  6  du  plan 
intermédiaire  sur  un  plan  horizontal ,  sera  déterminée  par  Té- 
quajtion 

sm  fl SS5 •^— — T-^7— 7 ,        (lo) 

2C*8II1  I  '  ^        ^ 

que  l'on  obtient  en  éliminant^  entré  les  équations  (9).  £h  compa-^ 
rant  cette  formule  à  celle  du  n^  68 ,  désignant  par  0'  l'inclinaison 
4e  Taxe  du  cône  que  cellenci  déterminé ,  et  la  réduisant  k  son*"  pre« 
mier  terme ,  on  en  conclura 


I    * 


•■•     j- 


toétes  dioses  d'ailleurs  égales,  c'eM>^à*^dilne  en  supposant  quil  s^agisse 
'dhin  màueliquide  et  de  psrNns  de  k  même  nature^  qw  hmgle  cora- 
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pris  entre  chaque  plan  donné  et  le  plan  intermédiaire  soit  égal  à 
c^^  que  fait  chaque  arête  du  cône  avec  son  axe ,  et  que  la  distance 
du  milieu  de  la  goutte  au  sommet  du  cône ,  soit  la  même  que  sa  dis- 
tance à  l'intersection  des  deux  plans  donnés. 

Dans  les  applicatioifis  qu'on  pourra  faire  de  la  formule  (lo)  »  on  ne 
devra  pas  oublier  qu'elle  suppose  très  petit  l'angle  des  deux  plans 
donnés ,  l'épaisseur  de  la  goutte  aussi  très  petite  par  rapport  à  sa  lar- 
geur ,-  et  cette  largeur  elle-même  très  petite ,  soit  par  rapport  à 
la  distance  du  milieu  de  la  goutte  à  l'intersection  des  deux  plans 
donnés,  soit  k  Regard  de  la  constante  a  relative  à  la  matière  du 
liquide.  .     _ 

(126).  Lorsque  les  deux  plans  donnés  auront  été  préalablement 
mouillés  par  le  liquide  dans  toute  Jeur  étendue ,  on  aura  co  =:7r , 
et,  par  conséquent, 


fl* 


sin  6  5S=  --T-: — ;•  (il) 

Dans  ce  cas,  l'angle  G  a  été  mesuré  avec  soin  par  Hauksbée,  pour 
différentes  valeurs  de  c  (^).  Mais,  malheureusement,  il  parait  que 
les  dimensions  de  la  goutte  .de  liquide  ne  satisfaisaient  pas  aux  condi- 
tions que  cette  formule  suppose  ;  car ,  pour  chaque  valeur  de  c,  elle 
donne  un. angle  0  plus  que  double  de  celui  qui  a  été  mesuré. 

En  effet ,  dans  l'appareil  d'Hauksbée ,  on  avait 

2  sm  z  =  5 — . 

320 

Le  liquide  était  l'huile  d'orange.  Or,  M.  6ay-Lussac  a  trouvé  qu'à 
la  température  de  i5*,5,  ce  liquide  s'élèye  à  io'"'",4  au-dessus  de  son 
niveau  dans  un  tube  dont  le  diamètre  est  i*""*,  296,  et  qui  a  été 
mouillé  préalablement  par  ée  même  liquide.  On  en  conclut  (p?  56) 

a*  =  (&,874o)  millimètres  carr&. 

Je  prendrai  pour  unité  le  pouce  anglais ,  dont-  la  longueur  est 
25™",  5918;  il  en  résultera  ,  . 


>^ 


(*)  Sa(lplément  att  li?re  X  de  la  Mécanique  oéksu,  page55r 
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a*  r=  0,01066a ,        a  =  o,  to525, 

et  y  par  conséquent , 

.    #1       3,4117 
sin  9  =    ^,  ^  : 

la  distance  c  étant  aussi  exprimée  en  pouces  anglais.  Or,  si  Ton  fait 
successivement  c=t8,  c  =  io,  c  =  2,  qui  sont  la  plus  grande, 
la  moyenne  et  la  plus  petite  dés  dislances  pour  lesquelles  Hauksbée 
a  mesuré  l'angle  9,  cette  formule  donne  ^ 

9  =:  0»  58'  11!',      9=1°  57'  30",      9  =  58<>  Sa', 

et,  suivant  l'observation,  on  a  seulement 

9  =  9' 58",      9  =  54' 58",      0  =  2i*54'58''. 

Mais  Hauksbée  n'a  pas  fait  connaître  la  largeur  de  la  goutte  li- 
quide ;  et  la  constante  a  n'étant  que  d'un  dixième  de  pouce ,  il  y  a 
lieu  de  croire  que  le  rayon  de  la  goutte  n'était  pas  à  la  fois  très  petit 
par  rapport  à  a  et  très  grand  par  rapport  à  sa  demi-épaisseur  qui  sur- 
passait la  moitié  de  a  dans  le  cas  de  c  =  18.  Il  faut  remarquer  que  le 
physicien  anglais  dit  qu'à  mesure  que  la  goutte  s'approchait  de  Tin- 
tersection  des  deux  plans ,  elle  devenait  de  plus  en  plus  oblongue  ; 
circonstance  qui  n'aurait  pas  lieu  si  la  largeur  de  la  goutte  satisfaisait 
à  la  double  condition  que  notre  analyse  suppose;  car  alors,  en  vertu 
de  l'équation  (7),  la  goutte  serait  toujours  à  très  peu  près  circulaire. 
La  discordance  des  valeurs  de  9  observées  et  calculées ,  ne  prouve 
donc  rien  contre  la  théorie;  et  je  ne  doute  pas  que  si  l'on  répétait 
l'expérience  d'Hauksbée  sur  des  gouttes  de  liquide  d'un  rayon  aussi 
petit  qu'il  serait  possible  par  rapport  à  ^,.  et  d^lne  épaisseur  encore 
plus  petite ,  l'angle  qu'on  observerait  ne^  s^accordât  avec  celui  qui 
serait  donné  par  la  formule  (11).  Dans  ^ette  expérience,  il  serait  pré- 
férable d  employer  l'eau ,  qui  est  le  fluide  pouf  lequel  la  constante  a 
est  la  plus  grande.  *  *  *      ' 

La  formule  de  la  Mécanique  céleste  que  l'auteur  a  comparée  aux 
observations  d'Hauksbée,  est  la  même  que  la  formule  (i  i  J.  Cependant, 
les  différences  qu'il  a  trouvées  entre  le  calcul  et  l'expérience  s'élèvent 
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une  seule  fois  à  5?,  et  sont  générfilément  beaucoup  moindres.  Elles 
sont  encore  trop  grandes  pour  être  attribuées  aux  erreurs  des  obser- 
vations; mais^  dé  plus»  Laplace  a  Éait  usage,  pour  détermitier  la 
constante  «%  d'une  élévation  Àè  Tlmile  d'orange ,  dans  un  tube  capil- 
laire, qui  n'est^pasmoîtié  de  celle  que  j'ai  employée,  d'après  l'expé- 
rience de  M^  Gay-Ltissac  ;  et  c'est  pour  cette  maison  qu'il  n'a  pas  ob- 
tenu, comme  moi,  des  valeurs  de  "6  plus  que  doubles  de  celles 
qu'Hauksbée  a  trouvées.  Cette  élévation  de  î'hujle  d'orange  avait 
été  mesurée,  par  Hâuy,  sans  avoir  préalablement  mouillé  le  tube 
avec  ce  liquide ,  dans  tpute  sa  longueur  ;  et  )'on  sait  que ,  faute 
d'avoir  pris  cette  précaution.,  les  élévations  de  différens  liquides 
qu'Haiiy  a  mesurées,  sont  trop  petites  de  plus  de  moitié.  Hauksbée 
avait  eu  soin  de  frotter  d'abord  avec  de  l'huile  d'orange  les  deux 
plans  de  verre  qui  formaient  son  appareil;  il  fallait  donc,  pour 
calculer  les  inclinaisons  correspondantes  à'  Celles  qn'il  a  mesurées, 
faire  usage  de  l'ascension  d'i|n  liquide  dans  un.  tube  mouillé  par  ce 
même  liquide,  comme  celui  dont  M.  Gay-Lussac  s'est  servi. 

(T27).  On  admet,  comme  un.ré3ultat  de  l'oxpériençe,  que  quand 
on  incline  un  tube  capillaire  plongé  dans  un  liquide ,  l'élévation , 
positive  ou  n^ativë,  de  ce. liquide  au-dessus  de  son  niveay  ex^térieur, 
reste  constamment  la  même  ;  mais .  cela  n'a  b*eu  que  par  approxima- 
tion, et  seulement  à  l'égard  de  la  partie  principale  de  cette  élévation, 
qui  est  en  raison  inverse  du  diamètre  du  tube. 

En  effet,  supposons  que  la  surface  intérieure  du  tube  soit  celle 
d'un  cylindre  à  base  circulaire  ;  appelons  6  le  complément  de  Tanglç 
aigu  que  fait'  son  axe  avec  un  plan  horizontal  ;  prenons  pour  origine 
des  coordonnées  le  point  où. cette  drorte  rencontre  le  plan  du  niveau 
extérieur;  par  ce  point,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
droite,  et  désignons  par  ^,  <;,  u,  les  trois  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  capillaire ,  respectivement  parallèles  à  l'aie 
du  cylindre,  *i(  l'intersection  du  plan  perpendiculaire  et  du  nivQau 
extérieur,  et  à  un  troisième  axe  perpendiculaire  aux  deux  premiers.' 
Si  nous  désignons  par  z  l'ordonnée  verticale  du  même  points  comptée 
en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  à  partir  du  niveau  du  liquide ,  nous 
aurons 

z  =  Ç  cos  8  ^u  sin  0> 
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en  supposant  que  les  Ç  et  les  u  positives  soient  aus^  dirigées  vers  le 
haut.  L'équation  de  la  surface  capillaire  sef^  l'équation  (i)du  n^  laa^ 
dans  laquelle  on  fera  C  sa  o  ;  et  si  Ton  suppose*  le  rayon  du  tube  très 
petit  par  rapport  à  la  constante  a^  relative  à  la  matière  du  liquide  y 
la  valeur  de  Ç  pourra  s'exprimer- par  la  série  convergente  du  n*  i  aS  ; 
d'où  l'on  conclut^  sans  aucun  ci^ul,  qu'eu  négligeant  les  termes  di*>* 
visés  par  a',  cette  quantité  Ç  sera  la  même  que  si  la  surface  du  li- 
quide était  une  sur&ce  de  révolution  qui  eût  pOur  axe  celui  du  cy- 
lindre ,  et  qu'en  même  temps  la  XKinstante  o^  fut  -remplacée  par 

— ^.  Il  résulte  de  là  que  si  Fon  fait 

C08Ô  ^  ^ 

on  aura  la  valeur  approchée  de  Ç  en  fonction  de  ^,  en  mettant 
-^  à  la  place  de  a^  danis  les  forrpules  du  n*  5/^,  et  négligeant  les 

termes  divisés  par  a'  ;  ce  qur  dôAne 

r *£_  _.  ^  4- îîii=^*l' _!.  i  v/iriri=? 
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OÙ  Ton  représente  par  a  le  rayon  du  tul>e-y  et  par  b  le  côsinuâ  de  l'angle 
que  nous  avons  désigné  précédemment  par  a>,  et  Ou  l!on  regardera 
les  radicauic  comme  des  quantités  positives.  En  substituant  cette 
valeur  de  Ç  dans  celle  de  z  ^  on  aura  l'élévation  de  là  surface  ca- 
pillaire au-dessus  du  niveau  du  liquide;  et  l'on  voit  qu'il  n'y  aura 
que  le  premier  terme  de  là  valeur  de  Jz  qui  sei'à  indépendant  de 

l'angle  9. 

Dans  le  cas  le  plus  ordinaire^  bu  lé  tube  est  mouillé  dans* toute 

sa  longueur  par  le  liquide, 'et  où  l'on  a  o)  =  ^,  cette  valeur  de  z  est 

z=i — h — 5 ^y/oL^ — r  cosB-t-i^smO. 


f  ■» 


Si  l'5n  appelle  A  Fordonnéé  du  point  le  plus  bas  de  la  stirËice  du 
liquide  >  et  qtfon  fasse 


dz  ^^^  dz 

4^  '-      du 
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ponr  déterminer  les  yaleurs  correspondantes  de  u  et  v,  on  trouve 

l'sso,     «=:  — asïnHt     A  =  — — -a-f- — 5 — • 

et  .^ 

^        •  - 

A  raison  de  ce  dernier  terme,  la  hauteur  h  diminue  donc  un  peu 
quand  l'angle  8  augmente ,  c^est-i-dire  ^ipd  Taxe  du  tube  s'écarte 
de  la  direction  verticale.  Les  observationisf  de  ce  genre  sont  assez 
précises  pour  rendre  sensible  cette  diminution.  Quant  au  volume  du 
licfoide  ecmtenn  <1mis  le  tube  Ai«-dessM  deison-  niintini  extérietit^  il 
augmente  av>ic  Tindinaison^  ettamt  b  raison^  invene  du  coamtisde 
cet  ^pngle^  td'jqprès  oe>Q[ii^on  a  vti  dans  le  M*  56^:    ^  *''  •  >        H*        u 
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Notes  et  Additions. 


'•    .   •      ^■ 


(128).  Quoique  les  prindpes  .nr  lesqiieb  est  fbiidëe  U  ihécm 
fait  Tolijet  de  cet^oùYiage  di£%renV essentiellement  de  ceux  de. la 
Mécanique  céleste  j  cepeinlant  nous  ayonsobtenû  des  équations  de  la 
même  forme  que  celles  que  Laplace  a  données,  suit  pour  la  surfieice  ca- 
pillaire, soit  pour  son  contour  tracé  k  dès  distances  des  parois  du  tube, 
insensibles ,  mais  plus  grandes  que  le  raycm  d'activité  moléculaire.  A 
la  vérité ,  nous  n'avons  pas  trouvé  les  mêmes  exprèsnons  en  intégrales 
définies ,  des  constantes  spéciales  que  ces  équations  renferment  ;  mais 
il  n'en  peut  ràulter  aucune  différence  dans  les  conséquences  qui  s'en 
déduisent ,  parce  que  les  lois  des  forces  moléculaires  n'étant  pas  con- 
nues f  on  ne  saurait  calculer,  à  priori ^  les  valeurs  numériques  de  ces 
constantes  qui  ne  peuvent  être  données  que  par  l'observation,  U  n'en 
est  pas  de  même  à  l'égard  de  la  pression  ex^ercée  par  tin  liquide  sur 
la  surface  d'un  corps  solide,  contre  lequel  il  s'appuie,  ou,  plus  eiac- 
tement ,  sur  une  surface  tracée  à  distance  inàensible  de  <^e  de  ce 
corps.  J'ai  calculé  directement  la  pression  verticale  sur  un  OMrps 
jUongé  en  partie  dans  un  liquide,  que  l'on  s'était  contrite,  jus- 
cpi'ici,  de  conclure  d'une  considération  indirecte,  mais  exacte  (n*  83). 
J'ai  calculé  de  même  la  pression  horizontale;  mais  la  valeur  que 
j'ai  obtenue  ne .  s'accorde  pas  avec  celle  que  Laplace  avait  don-' 
née  (n^  85).  D'après  celle-ci,  la  pression  horizontale  serait  diffé* 
rente  sur  les  deux  faces  p^u*allèles  d'une  lame  verticale,  d'une  très 
grande  largeur ,  lorsqu'une  de  ces  faces  est  mouillée ,  dans  toute  sa 
hauteur,  par  le  liquûle,  et. que  l'autre  ne  l'est  pas,  ou,  générale- 
ment, lorsqu'elles  ne  sont  point  l'une  et  l'autre  dé  la  même  na* 
ture.  Il  résulterait  de  cette  différence  de  pression,  qu'un  corps  isolé, 
flottant  à  la  surface  indéfinie  d'un  liquide ,  y  pourrait  prendre  un 
mouvement  horizontal  et  perpétuel,  qui  serais  dû  à  l'action  mu- 
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tuelle  des  points  du  liquide  et  des  points  du  corps  ;  ce  qui  parait 
difficile  à  admettre  y  quoique ,  dans  ce  mouvement  »  le  centre  de 
gravité  du  système  entier  ne  soit  pas  déplacé.  Je  trouve  cette  re- 
marque dans  une  lettre  que  Th.  Ypung  m'avait  écrite,  il  y  a  plu- 
sieurs années.  Il  en  Élisait  une  objection^  sur  laquelle  il  insistait 
beaucoup,  contre  la  théorie  de  Laplace;  mais  elle  n'aurait  pas  lieu 
contre  la  n6Cre;  car  d'après  la  formule  du  n^  85,  relative  à  la  pres- 
sion horizontale  >  cette  force  est  la  même  sur  les  deux  faces  d'une 
lame  isolée,  soit  qu'elles  soient  de  même  nature  ou  de  nature  di^ 
férente  -  (n®  g6) ,  et ,  conséquemment ,  ce  Qorps  ne  peut  prendre  au- 
cun mouvement  de  translation  à  k  surfuce  du  liquide.  Quand  il  y 
a  deux  lames  verticales  et  .parallèles  qui  flottent  à  cette  sur&ce,  et 
sont  peu  éloignées  'lune  de  l'autre,  la  force  qui  tend  à  les  rappro- 
cher ou  à' les  éloigner  davantage  ne  dépend  que  de  Tétat  de  leurs 
faces  internes;  elle  est  toujours,  attractive  quand  ces  deux  faces  sont 
de  la  inéme  nature  :  lorsqu'elles  sont  dé  nature  différente,  c'est-àr4ire 
lorsque  le  liquidé  s'élève  le  long  de  l'une  et  s'abaisse  le  long  de 
l'autre,  j'ai  &it  voir  qu'il  peut  prendre  deux  figures  distinctes  d'équi- 
libre, et  que,  pour  l'une,  la  force  dont  il  s'agit  est  répulsive  à. toute 
distance,  tandis  que  pour  l'autre,  elle  devient  attractive . quand  la 
distance  est  tombée  au-dessous  d'une  certaine  limite.  Ce  second  état 
d'équilibre  fournit  la  véritable  explication  du  phénomène  observé  par 
Haiiy  sur  une  lame  d'ivoire  et  une  lame  Je  talc  laminaire  (n^  )00)* 
Dans  aucun  cas,  une  ou  plusieurs  lames  flottantes  ne  .pourront  être 
transportées  toutes  d'un  même  côté. 

On  a  vu  que  je.  m'écarte  aussi  de  la  Mécanique  céleste ^  en  ce  qui 
concerne  l'explication  des  phénomènes  qui  ont  lieu  quand  le  liquide 
atteint  l'extrémité  supérieure  du  tube.  La  démonstration  que  La- 
place avait  donnée  de  l'invariabilité  de  l'angle  compris  entre  les  nor- 
males à  la  sur&ce  du  liquide  et  à  celle  du  tube ,  menées  parchaque 
point  situé  à  une  distance  insensible  de  leur  commune  intersection , 
n'a  pas  paru  satisfaisante  ;  et  M.  Gauss  en  a  donné  une  autre-  très 
élégante,  et  qui  ne  laisse  rien  à  dÀirer,  lorsqu'on  £ait  abstraction 
de  la  variation  de  densité  du  liquidé  près  de  sa  surfiaoeet  près  de 
celle  du  tube.  En  ayant  égard  à  cette  variation,  dont  la  loi  est  in- 
connue ,  j'ai  démontré  la  même  proposition ,  dans  le  chapitre  m , 
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4fwBiif  manière  qm^  je  citnsy  ne  peut  laisser  auea»  diMite/ L'itlva^ 
fiabilité  de  l'angle  des  deux  normales  ^  quie  j'«ai  apfielé'A^  «x^  ittlr- 
letneM  que  la  èoitrbiir»  d«  tube  ne  sort  paa  extpè«emeiit>  gra^do, 
tm,  ântrement  dit,  que  son  rayon  otK^nlateur  no  soit  pw 'insensible 
M-dtr  même  ordre  que  le  rajon  d'activité  moléculaire^  iîepenàaiity 
Lâplam  supposait  que  cet  zn^  cbange  de  ^ndenr>  l0rs<|«e  le  U^ 
quide  atfeitft  l'extrérrtité  du  tube-;  00  qui  est  inadmissible;  car  T^arèle 
qui  tennîue  la  surface  intérieure  du  tube  a  toujoufs  un;  «ajron  ia- 
t^empÉiraMement  plus  grand  que  le  rajon  d'àctirité  des  abdeculea. 
iUbis"  l'angle  qui  entre  dans  tes  formules  retativesà  i'élévalioiitet'  à 
la^courburede  la  surfaœdn  liquide ,  est  oehii  que  fiât  la  normale 
à  celle  stfrfiice  arec  un*  plan  horiiontal ,  lequel  angle  est  égal  M'Câ, 
ntïgfDétité'd'un  autre  angle  i  compris  eiitre  la  normale  è  la  sutfiMe 
dti  tube  et  ce  dernier  plan.  Or,  Fangle  1  turianoft  le  long  de  l'arèce 
tfi!r  tube,  il  en  résulte  que  quand  le  liquide  a  atteint  cette  arête  ^ 
1ï''«otrfbure  de  h  surface  du  liquide  et  rélétation'de*  son  sonnnét 
IJèuTetlt  aussi  rarier,  conformément  à  Fobsertatio»^  sams  que  l'angle 
dréprôUTe  aucun  cbangement.  -La  considération  de  cet  angle  i-  est 
^gfedèilient  indispensable,  lorsqu"^  yeut  déterminer  le  peâds  néccs^ 
sàirepdnr  détacher  un-disque  solide  de  la  surface  d'un  liquide^  Tune 
éeÈ  questions  les  {dus  intéressantes  de  cette  théorie ,  que  l'on  n'avait 
pà$,  afe  me  semble;  considérée  sbus  son  TéritaUe  point  de  vne.  Ea 
effet  9  le  disqne  et  le  liquide  étant  soulevés  graduellement  par  un 
pèlds-qui  croit  par  petites  parties ,  ce  poids  et  la  hauteur-  conrea^ 
pondante  du  liquide  sont,  à  chaque  instant,. des  fonctions  de  Feogle  i 
Hfai  représente  rindinaîson  de  la  normale  à  ht  aurfiice.de  l'aiète-du 
^M{ue  sur  un  plan  borizonlai  ;  c^est*  loisque  ces  fonctions  atteignent 
ieiîr  maxmmm  par  rapport  à  1,  que  le  disque  se  détache  du  liquide*; 
M'il  en  résulte  la  condition  d'après  laqudleo!n  détermine,  la  gran^ 
deinr  idtt>  poids'  piopra  k  opérer  la  séperatioh  à\\  disque  et.  du  U- 
quMéi-  'K^  •    '-^      ■" 

Enfin^  indépendamment  de  ces  oonsidératioiffi  délicates^  qui  ont 
pour  objet  de  reetifiçr^  ^^  plusieurs  points ,  là  théorie  de  l'action  car-> 
pillaire,  et  des  principes  nouveaux  sur  lesquels  j'ai  proposé  de  L-étSH* 
^tr,  le  chapitre  précédent  renferme  les  solutions  de  dewt.  problèmes 
dBAt  ov'fieis'élait»  point  encore,  occupé.  L'mt  se  rapporte  à  la  -figure 
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d'un  liquide  Tenë  mir  un  liquide  plus  petaiit  ;  Fatltfe  est  rekfif  k 
l'adhésion  d'un. cylindre  capillaire  à  un  liquide ,  question  anel<^fM^ 
à  cdle  d»  J'adhmon  d'un  disque^  d'une  grande  largeur,  niais  qui  se 
résout  par  une  analyse  ioote  dilfiéiente. 

Ontmyera  dans  les  notes  suivantes  quelques  déreloppetnens  ^qui 
m'ont  paru  utiles,  et  des  expériences  que  l'on  m'a  communiquées  pe&^ 
dant  l'impression  deoet  ouyrage. 


§  I*^  ConsUUttiùn  ifUime  des  corps j  et  particulièrement  des  Jluidesi 

fioture  des  forceis  moléculaires. 


.< 


(199).  lies  corps  sont  formés  de  molécules  disjointes,  cfest-^ndÎM 
deiportiona.de  matière  pondérable,  d'une  grandeur  insensible,  sépa«- 
Tées  par  d^  espaces  yides^  ou  des  ppresj  dont  les  aUmensione  sont 
aussi  imperceptibles  0  nos  sens.  Indépendammeot  de  la  matièiepon^ 
dérable  qu'elle  renferme ,  on  suppose  que  chaque  molécule  conticiié  y 
en  outre,  une  quantité  variable  d'une  substance  mpondérBUe^^galident 
le  poids^  ne  peut  être  jnendu  se^neiUe ,  que  foa  :appeUe  IfS  ealûriquey  et 
qui  est  le  {principe de, la  chaleur.  .    > m  ■.-  ■\ 

Toutes  les  parties  de  la  matière  sont  soumiaes  i  deux  a<irtesë'aotiiexit 
mutudiles.  L'une  de  ces  forces  est  •ttffacti¥e>ittdi%)endaiBle  dd  ht  oatum 
des  corps  ou  d^  leurs  molécules,  proportiounelle  au  produit  des  masses, 
et^n  raison  inverse  dft  carm  d^ distances;  «eUe^ ^sTéteod  indéfiniment 
dans  l'espace,  et  produit  la  pesimteur  uuiyeiiseUe  «fc  tons  les >pliéno-* 
mènes  qui  sont  du  ressort  de. la  mécaniqvie  péleste.il^'iaiiim'eai'^pw- 
tie  attractive  et  en  partie  répulsive;  die  d^iKl;de>l^>iuituMida9mQr 
lécules  et  de  leur  qpaotité  de  calorique*  On  atlribuisdarpàrlKrattrafetivé 
à  la  n^tiere  pondérable,  et  la.  partie  iié|is]|sive,aii.oâlQKÎquàJ|j'!et>  en 
effet,  celle-ci  içhang^  d'intensités  qui^i^ue  le  poidU'd^jDiolétaleatifaîil 
pus.  f^haui^gé^  L'excès  de  i'iiuie  sur  fautne  est  icen^'on  appelle  proj^tf»^ 
i^ent  h  Jprce^^noléculaùiei^  KUe  t^od:  è  fiippracbersern  à^tfoûter  leé 
molécules,  ^lp<^.quel'açtjon  de;  lamiiHèm;poodéfiddeiest  j^w^graiiife 
on  ^qindr«i  .que.l'açtîoni  c^JkoH^u^iu^^MiuteositâidéonoUttrèajri^ 
mont  qwnd  h.  dîstaaœ^dM.imÔAébules/  aNgnieut»,  ietid^ient  iMrtu 
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à  -  fait  insensible  ^  dès  que  cette  distance  a  acquis  une  grandeur 
sensible. 

La  résultante  des  forces  moléculaires  dans  laquelle  la  répulsion  du 
calorique  est  généralement  prépondérante^  produit  la  pression  des 
fluides  sur  eui-mémes  et  sur  les  corps  solides,  et  la  résistance. que 
ces  corps  opposent  aux  fluides.  Tous  les  phénomènes  deJacapiUarité 
dérivent  aussi  des  forces  moléculaires  ;  mais  ils  répondent  à  une  par- 
tie de  leur  résultante  y  différente  de  la  pression ,  et  dans  laquelle , 
au  contraire,  c'est  toujours  l'attraction  qui  prédomine.  Cette  partie 
de  la  résultante  dépend,  comme  on  l'a  vu  dans  cet  ouvrage,  de  la 
%ure  du  liquide  et  de  la  variation  rapide  dé  densité  qu'il  éprouve 
près  de  sa  surface  et  près  de  celle  du  corps  contre  lequel  il  s'ap- 
puie. L'agrégation  des  différentes  parties  dans  les  corps  solides  et  la 
forme  régulière  des.  corps  cristallisés  sont  dues  à  la  portion  de  la 
force  moléculaire  qui  dépend  de  la  forme  et  de  la  situation  rctla* 
tinte  des  molécules.  Cette  force  tout  entière ,  modifiée  par  l'état 
électrique  des  molécules,  est  la  cause  générale  des  affinités  chi- 
miques. 

i  t  Indépendamment  de  la  pesanteur  universelle  et  de  la  force  molé- 
culaire, telle  qu'on  vient  de  la  définir,  il  existe  dans  la  nature  des 
forces  particulières,  savoir,  les  actions  électriques  ou  magnétiques, 
et  peut-être  d'autres  encore.  Ces  forces  sont  attractives  ou  répulsives, 
ei  suivent,,  comme  l'attraction  nevirtonienne ,  la  raison  inversie  du 
carré  des  distances.  Cette  loi  est  prouvée  par  les  expériences  directes 
de  Coulomb  et  par  l'accord  qui  existe  entre  l'observation  et  le  calcul 
fondé. sur  cette  même  loi,  relativement  à  la  distribution  du  fluide 
électrique  ou  magnétique ,  déterminée  par  l'expérience  ou  par  Tana- 
Lyse  mathématique^  U  y  a  donc  lieu  de  croire  que ,  soit  pour  les  subfif- 
tanees  impondérables,  soit  pour  les  parties  des  corps  dont  le  poids 
est  $ens3>le,'il  n^existe  que  deux  lois  différentes  de  décroissement  des 
forces  ^naturelles,' l'une  "-en  raison  inverse  du  carré  des  distances, 
Uao^^'Sirivant;  une  fonction 'qui  n'a  de  valeurs  sensibles  que  pour 
à»  distances  insensiUes*  De  plus ,  pour  toutes  ces  forces ,  là  réac- 
tibo.;4!i>>^  .d^lécàler  SUT'  um  est  toujours  égale  et  contraire 

k)|'iaptioi»!dèida>«eo6nde  in<»lécule  jsur  Ja  première.  On  doit  ad- 
mefttreîiCB/priiicipeicomxne  une  loï  Univêt^e  de  la  nata!rê,  -que 


,.c. 
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pQfsonoe  4ie  GOQtesIe  9  maift  qu'il  ne  serait  pas  .possible.de  dëmon^ 
trer  par  le.siinple.raisoanemeot;  car  il  n'y  Ml  f  à/priofi-^  aucnne 
raiâOB  pour  qn'iuie .  portion  de  la  matière  ae  -poisse  pa^  être.  atti« 
ree  ou  repoosséepar  une  autre ,  sans  que  la.  pceQiière  attire  qure^ 
pousse  également  la  seconde.  ^':   li 

Ainsi,  tous  les  mouvemens  que  nous  observons,  nous  devons  les 
attribuer  à  des  forces  d'attraction  ou  de  repulsion  ^  pour  lesquelles 
l'action  est  égale  à  la  réaction,  et  qui  varient  avec  les  'distancés ,  sui^ 
vant  une  des^deux  lois  précédentes.  Les  vibrations  des  coVps  éli^ 
tique»  et  la  communication  du  mouvement,  soit  par  le.; choc  y  isoit  'pai^' 
la  pression ,  résultent  de  la  force  qiii  n'est  sensible  qu'à  des  distances* 
insensibles,  c'est-à-dire  de  la  force  moléculaii^.  Nous  ignorons  si  lés 
mouvemens  volontaires  sont  dus  à. cette  cause,  ou  bien  à  une  force 
analogue  à  celle  qui  émane  de  l'électricité  en  repos  ou  en  mouve- 
ment, ou  'même  toot-à-fait  identique;  nous  i^orons  de  même  c6m* 
ment  là  volonté  nie t  les  différentes  parties  d'un  muscle  dans  tUt^'éfàii 
d'-attraction  ou  de  répulsion  mutuelle  :  mais  quand  ce  muscle  s^éteiid 
ou  se  replie,  nous  pouvons  assurer  que  ce  mouvement  est  dft  à  des 
forcer  variables  avec  la  distance ,  et  soumises  à  là  loi  de  l'action  éj^e 
à  la  réaction:  car,  sans  cette  dernière  condition,  les ^'aninofàilx  au- 
raient  la  faculté  de  déplacer  leur  centre  de  gravité  &n^1é  iecàtité  dHJti 
appui  extérieur  et  d'aucune  force  étrangère.  '  '    ' 

(iSo).  Il  importe  ati  progrès  des  sciences  que  la  Mécanique  ra- 
tionnelle ne  soit  plus  maintenant  une  science  abstraite ,  fondée  sur 
dés  définitions  relatives  à  un  état  imaginaire^  des  corps.  Lés  lois  de 
l'équilibre  et  du  mouvemeiit  des  différentes  sortes  de  corps*  doiven"^ 
être  déduites  de  la  considération  des  forces  mblétulaire^  ;  et  c'è^t , 
en  effet,  ce  que  je  me  suis  proposé  dans  mon  MémoiVe  sûr'  Y  Équi- 
libre et  le  Mouvement  des  Corps  élastiques  et  des  Jhiidesj  qui  fait 
partie  du  201^  caliier  de  l'École  Polytechnique.  Mais  pour  2(pplique<' 
à  ces  foiices  l'analyse  mathématique,  les  notions  générales  qn^on  viéilt 
de  rappeler  seraient  ini^uffisantes,'ét  il  est  nécessaire  d'entrer,  à  ce  6Ù- 
jet ,  iUms  des  détails  plus  précis.  '  ''' 

Les  molécules  iè$  corps  sont  si  petites  et  si  rapprochées  lés  unes 
des  autres,  qù'tikie ^portion  #im  corps'quii  en*  renferme 'phisiéulrs  my-. 
riades,  peut  encore  être  supposée  extrêmement  petite,  et  la  grandeur 
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de<san  -volume  insensible.  Cela  étant,  si  d'an  point  M  coame 'Ceat» 
etd'wi  rajxm  insensible^  on  décrit  une  sphère^ dans. i%ntérieur  d\aft 
co#pB/qui  eompreiNie  un  nombre  extrêmement  .gMndideMS'  moiéi-^ 
eokw)  si  Ton  désigne^pir  féU  somme  de  ses  menés,  par  ^  son  vo- 
lume, et  qu'on  fasse  - 

7.  =  P> 


j  •  I 


Q».,rappoi:t  fk^mX  ce  ^'on  appelle  la  densité  du.  corpa  «u  point  M, 
<pi#Ue.qw  siKut  d'aiU^UT$  l'inégalité  de  masse  des  molécules  et  leur 
diilrilmtion Jte^ièfe ou  i^régulièfe  daua  l'étendue ' de  <^.  De  même, 
«a>d^naol  |^  n.h  oombretde  molécules  que  u  repfimne,  et 
fiôsant  . 


n        ^' 


çeit;^  ligm^^Jt  de  rgcaudeur  insensible ^  est  ce  ^ue  j'ai  appelé  l'in- 
t^uj^o^^  mf^en»!^  molécules  q^i  répond  au  point  M  et  à  la  deo^- 

ScHent  ](9  et  mMes  fiasses  4e  deux  molécules  voisines,  ç  et  c' 
lew!9^  .qi;umtité9  d^  calorique.,  M  ^t  M'  leurs  centres  de  :  gravité^ 
et  r  la  4i^tance  MM';  et  considérons  l'action  mutuelle 4e. ces  deo^ 
|]|[iQléa4^.  $upposQ03, d'abord  leurs  dimensiona^toes  petites  ps^r  jçs^pr- 
port  à  rintervalle  qui  les  s^pfin&.  L'action  dont; il  s'agit  se  rédfiica 
alors  à  une  force  unique.|  dirigée  suivant  la  droite  MMV  cfk  dont  Fin- 
tepsité  sera  une  Çoqction  de  r,  que  nous  .rej^ésf^nterons  par  Q»;  en 
même  temps  ^  leur  répulsiooi  uAutuelle  sera  proportionnelle  jeu  pco^ 
duit  de  c  et  c\  et  leur  attraction  au  prodi^it.de  m  et  m\  £p  co^ri 
sidérant  la  force  K  comme  positive  ou  comsoie  n^égativie^  selon  qu'Ole 
tçndfi^  k  augmenter/ ou  à  diminer  1^  distance  r,  sa  valeur  sera  lifuccèi^ 
dç  la  ^puUÎQi^  sur  l'attraction,^  et  si  l'o^  su{^p9$e  .g^j»  ï^ttractioii 
réqi|j^rfK^  ^  Id  ivyatiièrç  pondérée  ;çt  4u  ç^opque  ^  q^i  retient 
c|$^i-KÂ  4^m  dxaquf;  moMcuI^^  s'é^^  aû-f^^RSit^^^P^-'^^^^ 
cbeç  dj9  cet  ^%pès  i'attr^cUoQ  (du  ,  calorique  iftttf^lW/c^.  ^'  sur^  m%^ 
tière  de  m,  et  celle  de  la  matière  de /i»'^i|^  4?  jf^Jf^tque  attaché^. i| 

m^ lesquçUç»  %c^  seront  pnc^r^om^^, 4^ pmdù^.^AtPwAuit 

me',  et.U  ^co^dc  À  /t^V^  Qç^  <^Ue.,n^mèn^i)ji  v^lmiKTCpmplote^» 
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les  coeffîçieas  >A  ^#  ^i  €>  éUDt  d^  quaatît^  po^Uiifeft^  M'fffemfer 
sera  indépendaut  de  la  nature,  de  m  et  decdOke  de  mVli»  a^oQudtrdér 
pepdra  ^e  l'une  et  de  lautre,  le  troisième  ne  dépendra  qu^ de^lUt*  mr 
ture  de  m,  et  le  quatrième  ^  celle  de  mV.  .. - 1 

En  réupissant  ces  trois  derniers  termeaen  un  seulj.OQ  pomm^^rine 
la  yaleur  de  R  SOQS  la. forme  :  ^^  .       :    f.< 

ff 

•   ■•  »  ■  •  '  ■ 

Chacune  des  dev^x  fonctioasj^r  et  fr  n'anra  qiiie  des"  Yideurs  posîtiveai) 
et  si  Ton  £ut  .ahstraction.de  Tattraction  eu  nlîsoik  iit^rtet  du  earffo  deà 
distances-,  qui  n^  aucune  influence  swsihlo  Siur-ks  {dBtéaômèiicB' déi»- 
pendans  de  la  force. moléculaire  proprement  dite j. ces  vaieujgdideorQt^ 
tront  très  rapidement  et  sana  alternative  »  k  mesure  que  la.  va^iAkleir 
augmentera  9.  et  elles  deviendront  insensibles  pour  toute  vàlenr  sen*- 
siUe  de.  A  .Four  uiw  d^rtaiae  valeur  de-  cette  distançai,  oa-  pourra 
avoir  Yr^^fr  et  R^=:o;  le.sigine  de  R  sera<  différent  enrdeçà  et  au* 
delà^  soit  que  la  répulsion  Fr  remporte  d'aboid  sut'  l'attraction  ijÉr, 
soit  qu/s  le  contraife  ait  Ijau  i  T^ard  do  ces  dfeux  foreeis.. .  ^k  \ 
.  Lorsque  les  deux  molécule!^  i?»  etm^  ne  seront  paa  assez  éloîgiiéfls 
Tune  de  Fantre  pour. que  leur  forme  n'aitr- aucune  inflnanoeadr  leur 
action  mutuelle^  cette  fiction  ne  sera  plus  dirigée  néceseairement 
suivant  la  droite  MM^  et  il  pourm  méone  amsrer  qu'elle  ne;  ae  rér 
duise  pas  à  une  aeule.  forôeit  Ses  consqKisantes  seront  toujours  des 
fonctions  de  r,  qui  n'auront  de  valeurs  isetEisihles  quo  pour  les.  va?^ 
leurs  insensibks  de  cette  variable.;,  mais  elles  dépendrout^  e» outre , 
des  isngles  qui  détewainant  la  direction  de  la  droife  MM'par  rap* 
port  à  des  sedions  déteraunées  de  m  et:  y»' ;  «en  .aearte  qu'elles  var 
riiBrôut  f,  si  l'une  des  molécules  vient  è  ton»»  aufowj  de .  rautanei, 
ou  9ur  elle-même,  sans  que  la  diltance  r  de  kum  centres  de: gia« 
vite  ait. changé.  Ce  csa  général  odit; celui  des  oOirps  solides.;  le  cas 
particulier,  daua  leqMl  L'UctiMMi  mf^écukdce,  se  lïéduit  à  la  forbe  R, 
a  Ijeu  dans  Iwi  fluides  |,  ce  .qui  peut,  provenir  do  la  distanoo  dt^  leurs 
naoléculei^,  qui.Mrait  plus  grande;  qu»  dans.  Ii9s  soli^e»^  ou  de  ce 
qu'eU^&afécavtocaiwt  moiusida  ^k 
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Pour  former  les  ëqnatioris  de  l'ëgnilibre  des.  corps  solides  et  des  li- 
quides, il  n*est  pas  nécessaire  de  calculer  la  force  totale  qui  agit  sur 
Qiiê  molécule  isolée.  Ces  équations  et  les  pressions  intérieures  ne 
dé{>eiident  que  de  la  résultante  des  actions  qui  ont  lieu  ètitre  deux 
parties  du  corps ,  de'  grandeur  insensible  ,  mais  qui  ^cornprenhent , 
l'une  et  lautre ,  un  nombre  extrêmement  grand  de  molécules  ;  leur 
distribution 9  dansr  chacune  des  deux  parties^  du  corps,  nous  est  en- 
tièrement inconnue  ;  et  il  y  a  lieu  de  croire  qu'elle  n'affecte  aucune 
sorte  de  régularité,  soit  dans  un  fluide,  soit  dans  un  solide  non 
cristallisé  et  qui  n'est  pas  comprimé ,  par  des  forces  étrangères  , 
dans  un  sens  plutôt  que  dans  un  autre;  mais,  si  l'oil  suppose  qne 
la  sphère  d'activité  de  chaque  molécule >  quoique  son  ra jon  soit  in- 
sensible, ^'étende  néanmoins  è  un  nombre  extrêmement  grand  des 
molécules  circonvoisines,  la  résultante  dont  il  est  question  sera  une 
fonction  de  Fintervallé  moyen  € ,  déterminée  et  indépendante  des 
irrégularités  de  leur  distribution.  C'est  sur  cette  hypothèse  qu'est 
fondé  essentiellenient  le  calcul  des  forces  molécukires;  on  peut  l'ad- 
mettre comme  étant  conforme  à  la  nature,  et  Ton  y  est  conduit  en 
considérant  l'influence  des  masses  dans  les  phénomènes  qui  sonl  du 
ressort  de  la  Chimie.  Dans  le  cas  d'un  col^  solide  comprimé  par 
des  forces  étrangères,  dont  il  ne  s'agit  pas  dans  cet  ouvrage,  l'ac- 
tion d'une  partie  du  corps  sur  nue  autre  dépend ,  en  grandeur  et 
en  direction,  du  sens  de  la  compression,  et  dans  le  cas  d'un  corps 
cristallisé ,  elle  dépend  aussi  de  la  supposition  qu'on  &it  sur  la  dis- 
position respective  des  molécules  et  sur  la  direction  des  forces  qui 
émanent  de  chaque  molécule. 

La  force  R ,  relative  à  l'action  de  deux  molécules  isolées  m  et  wf, 
est  une  quantité  insensible  ;  mais  on  peut  concevoir  deux  niasses  de 
grandeur  quelconque  et  d'un  même  volume  qui  sera  pris  pour  unité, 
dont  l'une  aurait  la  densité  f  du  corps  autour  de  m,  et  l'autre  la  densité 
^  autour  de  m',  et  qui  seraient  telles,  que  toutes  les  m<décules  de  l'une 
agissent ,  par  hypothèse ,  sur  toutes  les  molécules  de  l'autre ,  suivant 
des  directions  parallèles ,  et  avec  la  même  intensité  que  m  agit  sur  mf. 
L'action  totale  de  l'une  de  ces  masses  sur  Tautre  sera  Une  force  équi- 
valente à  un  poids  donné;  et  plie  exprimera  la  mesutoe  de  la  force 
mrklArnlAÎre.  rannopféft  suK  unités  de  volume  et  rehttivtfil  la  jUsfance  r. 
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k  Tendroit  du  corps  où  se  trouvent  les  molécules  m  et  m!.  Si  l'on  dé- 
signe par  (p  cette'  mesure ,  (p  sera  une  fonction  de  r,  insensible  pour 
toute  valeur  sensible  de  r,  proportionnelle  au  produit  des  nombres 
de  nioléciiles  contenues  dans  les  deux  unités  de  volume^  ou,  ce  qui  est 
la  uième  chose,  au  produit  pp',  et  dépendante  en  outre,  dans  les 
corps  hétérogènes,  des  coordonnées  de  m  et  de  171^^  Près  de  la  surface 
de  séparation  de  deux  liquides,  ou  d  un  liquide  en  contact  avec  un 
solide,  cette  quantité  ip  variera  très  rapidement,  non-seulement  par 
rapport  à  r,  mais  aussi  par  rapport  à  la  distance  à  cette  surface,  par 
suite  de  la  variation  rapide  que  la  densité  éprouve  dans  Tépaisseur  de 
la  couche  superficielle.  Le  produit  de  (p  et  d'une  puissance  positive  de 
r  sera  partout  insensible,  en  même  temps  que  ^,  pour  toute*  valeur 
sensible  de  r;  la  somme  des  valeurs  de  ce  produit,  ou  bien  une 
intégrale,  telle  cfae  fr^^dr^  par  exemple,  prise  enfre  des  limites  de 
grandeur  sensible,  sera  également  insensible.  Si  donc  on  doit  prendre 
cettç  intégrale  .depuis  zéro,  ou  une  valeur  insensible  de  r>  jusqu'à 
une  valeur  sensiUe  ou  seulement  plus  grande  que  le  rayon  d'acti- 
vité moléculaire,  il  sera  permis,  sans  aucune  erreur  appréciable, 
d'étendre  cette  même  intégrale  jusqu'à  une  valeur  de  r  aussi  grande 
que  l'on  voudra ,  et  même  jusqu'à  r  =  00  •  C'est  pour .  cette  raison 
que  les  résultantes  des  forces  moléculaires  sont  indépendantes  de  la 
grandeur  du  rayon  d'activité  des  molécules ,  qui  ne  saurait  être 
fixé  d'une  manière  précise ,  et  dont  on  sait  seulement  t}u41  est  in- 
sensible. 

En  calculant  ces  résultantes ,  j'ai  supposé  que  toutes  les  forces , 
attractives  ou  répulsives,  qui  agissent  sur  chaque  molécule,  éma- 
nent des  autres  molécules  comprises  dans  sa  sphère  d'activité",  et  je 
n'ai  point  eu  égard  i  l'action  du  calorique  qui  se  trouve  actuelle- 
ment dans  les  pores  sous  forme  rayonnante.  L'expérience  prouve , 
en  efiet,  que  la  portion  de  calorique  qui  se  meut  dans  le  vide  est 
extrêmement  petite  par  rapport  à  celle  qui  est  attachée  aux  parties 
pondérables  des  corps  et  qui  entre  dans  la  composition  de  leurs  mo^ 
lécules  ;  car  si  l'on  réduit  ou  si  l'on  augmente  subitement  un  espace 
dans  lequel  on  a  fait  le  vide  aussi  exactement  qu'il  est  possible,  on 
n'observe  aucune  variation  de  chaleur,  ni  dans  cet  espace,  ni  dans 
les  corps  environnans ,  contrairement  à  cô  qui  arrive  dès  que  ce 
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même  e^ce  contient  'un  tant  «oit  "pen  d'«fr  oo  ^\m  gae  ^el- 
CMMque.  ^ 

(fSi).  La  parfaite  mobilité  des  fluideB  est  ee  qui  les  didtitfgue ^des 
corps  soUdes  ;  il  en  résulte  xrae  propriété  spéciale  ^s  'fluides ,  sur 
laquelle  sont  fondées  les  équations  de  leur  équilibre ,  et  qui  dérive 
de  la  ^nature  des  lactions  mutuelles  de  leurs  molécules.  Pour  dt)]^ 
quer.,  avec  précision ,  en  quoi  consiste  cette  propriété,  il  faut  cmn^ 
paner  les  effets  de  la  compression  dans  les  corps  solides  et  dans  li^ 
flujdçs. 

Lorsque  k  forme  d'un  corps  solide  est  changée,  et  que  ses  molé- 
cules sotrt  déplacées  par  des  forées  quelconques,  agissant  dans  son  in^ 
teneur  ou  à  sa  surface ,  tous  les  points  matériels  qui  étaient  pritniti-' 
yement  situés  sur  une  même  droite ,  d'une  longeur  insensible ,  «crrt 
encore  en  ligne  droite  après  leurs  déplacemehs.  Si  M  et  M'  sont  les 
ceotres-^e  graTÎté  de  deux  molécules  extrêmement  rapprochées  Tune 
de  1  Autre ,  la  droite  MM'  rencontre  la  même  ^rie  de  mbléeules  dans 
leadeux  étiits  sncces^fs^u  corps;  par  conséquent,  Taugmentation  ou 
la  diminution  de  longueur  qu'elle  subit,  com|>arée  à  sa  longueur  pri- 
mitiire.,  fait  connaître  la  dilatation  ou  la  contraction  du  corps;  sui- 
vant la  direction  MM'.  Il  arrive ,  en  général ,  que  la  contraction  , 
piO^ive  ou  négative,  est  différente  en  différens  sens  autour  dHsm 
même  point  M ,  et  qu'il  y  a  même  dilatation  dans  un  sens  et  con-^ 
traction  dans  une  autre  direction. 

La  même  chose  n'a  pas  lieu  relativement  aux  fluides.  Lorsque  les 
moléimles  d'un  Auide  homogène  ou  hétérogène  sont  §ollicitées  par 
des  £prçes  données,  ou  qu'une  pression,  plus  ou  moins  grande,  est 
e;(ercée  à  sa  surface ,  il  se  comprime  ou  se  dilate  également  en  tous 
sens  aiilour  de  chacun  de  ses  points.  Une  droite  MM'^  aussi  petite 
qu'on.  v<9ndra ,  qui  joint  deux  points  du  fhiide,  ne  rencontre  plus 
If^  mêmes  molécules  avant  içt  après  l'application  de  ces  forces.  Une 
partie  des  molécules  quelle  traversait  d'abord  rest(K  sur  cette  ^droite; 
uBe  autive  .partie  s'en  écarte  de  différens  eôtés ,  et  d'autres  moléeu4es 
vieooentis'y  itanger  :  d'oùiil  résulte  que  le  raccourcisseikient  ou  Talion^ 
g^meut  de.  la  droite  MM'  ne  peut^plus  faire 'connaître  la  contrucftion  Où 
la4ilatationvdtt  fluide tsui vaut  sa  direction ,  et  qu'il  est  même  posifrMe 
(]pie  le  fluide  change  4s  forme)  sans  qu^l  y  ait  dilatation  tMDncx>n- 


DE  L^ACT[QN  CAPILLAffiE.  275 

traction  dans  ^cune  de  ses  parties ,  ce  qui  n'a  jamais  lien  à  Fégai^â 
des  corps  solides.  Après  les  déplacemens  de  ses  roôlécnks^  un  fluidlî 
se  trounre  donc  constitué  autour  de  chaque  point  M  ^  comme  il  Vétaiî 
aupailavant  ;  et  Von  doit  se  représenter  les  molécules  sitcrées  dans  1k 
sphère  d'actiyitéde  M|  comme  un  système  qui  reste  toujours  semblable 
à  lui-même,  et  qui  est  seulement  construit  sur  une  plus  petite  ou  9C# 
une  plus  grande  échelle  ^  en  considérant  toutefois  ce  système  dans 
son  état  moyen ,  abstraction  faite  des  irrégularités  de  la  distribution) des 
molécules  dont  il  est  composé.  D'un  point  M  k-  un  autre  ,  la<  con^ 
traction  ou>  la  dilatation  égale  en  tous  sens^  et  par  suite  l'intervalle 
moyen  1  et  la  densité  p,  varient  daiUeurs  suivant  des  lois  dépe»* 
dantes  des  .forces  données  qui  agissent  sur  lès  molécules,  et  aussi 
de  la  nature  du  fluide ,  quand  il  n'est  pas  homogène. 

Cette  propriété  caractéristique  des:  fluides  de  se  contracter  ou  de 
se  dilater  également  en  tous  sens,  et.de  se  reconstituer  toujours  senv 
blaUement  à  eux-mêmes  autour  dé  chaque  point,  peut  être- attrî^ 
buée  à  la  par£iite  mobilité  de  leurs  molécules,  résultant  de  ce  qu'elles 
sont  à  peu  près  sphériques,  ou  assez  éloignées  les:  unes  des'  aatnep 
pour  que  leur  forme  n'ait  aucune  influence  sensible  sur  leuractioB 
mutuelle.  On  conçoit,  en  efi*et,  qu^  dans  cette  hypothèse,  si  Von 
exerce  une  pression  quelconque  à  la  surface  d'un  fluide ,  il  ne  pourra 
pas  arriver  qu'il  se  contracte  inégalement  en  des  sens  différons  ;  car 
il  ny  aurait  aucune  cause  particulière  qui  put  retenir  les  molëcnfca 
dans  les  directions  où  elles  seraient  le  plus. resserrées;  et  ^  des*  co»^ 
tractions  inégales  avaient  lieu,  ce  ne  pourrait  être  qu'un  état  d?éqni^ 
lij>re  instable ,  qu!on  doit  regarder  comme  physiquement  impossible. 
Au  contraire ,  si  le  fluide  est  d!àbord  dans  un  état  d'équilibre'  suiisis^ 
tant,  et  qu'on  y  applique  de  nouvelles  forces  quelconques,  le  second 
état  d'équilibre  auquel  il  parviendra  pour  obéir  à<eki  forces,  sera  stable 
comme  l'état  primitif,  si  le  nouvel  arrangement  de  ses  molécales  auK 
tour  de  chaque. point  est  semblable  à  celui  qui  avait  lieu  auparftvunt; 

Dans  les  corps  solides,  cristallisés  ou  non,  la  cause  particulière  qui 
retient  les  molécules  sur  les  directions  où  elles  sont  plus  où  moin0 
nesserrée&y  ne  peut  être  que  la  partie  de  leur  action,  nnituelle  qui  dé- 
pend de  leurs  formes  et  de  leurS' positions  relatives;  en>8orte  que  cette 
partie,  de.  la  force  laolécalaire  est  ^  comme,  oif  Fa  dit  plus  haut^  Is^ 
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cause  de  la  solidité  ou  de  la  cristallisation.  Si  Fou  ëcarli  les  molécules 
par  une  addition  de  calorique,  cette  force  secondaire  diminue ,  en  gé- 
néral ,  plus  rapidement  quô  l'autre  partie  de  leur  action  mutuelle  ; 
son  eflet  peut  devenir  insensible,  et  le  corps  passe  alors  k  Fétat  fluide. 
La  viscosité  est  un  état  intermédiaire  entre  la  solidité  et  la  parfaite 
fluidité,  dans  lequel  la  force  secondaire  dont  il  s'agit  existe  à  uu 
moindre  degré  que  dans  un  solide,  et  empêche  plus  ou  moins  les 
liquides  de  se  contracter  ou  de  se  dilater  également  en  toas  sens, 
autour  de  chaque  point. 

De  ces  diverses  considérations,  on  conclut  que  la  forcé  R  du 
numéro  précédent,  indépendante  de  sa  propre  direction,  convient 
exclusivement  aux  fluides  élastiques  et  aux  liquides  dépourvus  de 
toute  viscosité.  La  théorie  exposée  dans  cet  ouvrage  étant  fondée 
sur  Fhypothèse  d'une  force  moléculaire  de  cette  nature ,  il  s'ensuit 
qu'elle  ne  s'applique  rigoureusement  qu'aux  liquides  qui  ne  sont  au- 
cunement visqueux.  Les  applications  que  nous  avons  faites  à  diflë-» 
rens  liquides >  des  formules  déduites  de  cette  théorie,  supposent  donc 
qu'ils  n'ont  qu'un  faible  degré  de  viscosité;  ce  qui  se  trouve  con- 
firmé par  le  peu  de  différence  qui  existe,  en  général,  entre  les  ré- 
sultats du  calcul  et  ceux  de  l'expérience. 

Observons  enfin  que  quand  une  pression  extérieure  ou  d'autres 
forces  données  sont  appliquées,  à  un  fluide  et  déplacent  ses  molécules, 
elles  devront  toujours  employer  un  certain  intervalle  de  temps  pour 
parvenir,  autour  de  chaque  point,  à  une  disposition  semblable  à  leur 
arrangement  primitif.  Ce  temps,  quelque  petit  qu'on  le  suppose,  peut 
être  très  diflerent  dans  les  différens  fluides;  mais  rien  ne  se  faisant 
instantanément,  il  ne  saurait  être  tout-à-fait  nul,  lors  même  qu'il 
s'agit  d'un  liquide  entièrement  dénué  de  viscosité,  ou  d'un  fluide 
aériforme.  Il  n'influe  pas  sur  l'état  d'équilibre  qui  ne  s'observe  qu'a- 
près que  cet  intervalle  de  temps  est  écoulé;  mais,  dans  le  cas  du 
mouvement,  la  position  respective  des  molécules  changeant  sans 
cesse,  on  conçoit  que  cette  variation  continuelle  peut  être  asses  ra- 
pide pour  qu'elles  n'aient  pas  le  temps  de  revenir,  comme  daùs  le 
cas  de  l'équilibre,  à  une  dis^sition  toujours  semblable  à  elle-même: 
il  en  résulte  donc  que  dans  un  fluide  en  mouvement ,  et  surtout 
quand  les  vitesses  relatives  de  ses  molécules  sont  très  grandes,  les 
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dilatations  et  les  condensations  qne  le  fluide  éprouTe  ne  sont  pas 
constamment  égales*  en  tons  sens  autour  de  chaque  point;  circons^ 
tance  qui  rappfx>che^  en  quelque  sorte,  le  mouvement  des  fluides 'de 
celui  des  solides  élastiques,  et  rend  plus  ou  moins  analogues  les  yi- 
bratipns  très  rapides  de  ces  deux  sortes  de  corps,  ainsi  que  je  Tai  déjà 
remarqué  dans  une  autre  occasion. 


§  IL  Conversion  des  sommes  en  intégrales. 

(j53).  Les  liquides  n'éprouvent  que  de  très  petits  changemens  de 
volume  pour  de  très  grandes  variations  dans  les  pressions^  extérieures 
auxquelles  ils  sont  soumis.  D'après  l'ancienne  expérience  du  phy- 
sicien Canton, 'la  dilatation  de  leau,  par  exemple,  n'est  que  de 
46  millionièmes,  pour  une  diminution  de  pression  égale  à  la  pres- 
sion ordinaire  de  l'atmosphère;  et,  dans  ces  derniers  temps,  on  a 
trouvé  qu'il  fallait  employer  une  pression  équivalente  à  environ 
1100  atmosphères,  pour  diminuer  son  volume  d'à  peu  près  six  cen- 
tièmes :  le  mercure  résiste  encore  beaucoup  plus  à  la  compression. 
Il  résulte  de  là  que  la  pression  exercée,  en  vertu  de  l'action  mo- 
léculaire, par  une  partie  d'un  liquide  sur  une  partie  adjacente,  doit 
aussi  varier  dans  un  très  grand  rapport ,  pour  de  très  petites  varia- 
tions de  l'intervalle  moyen  des  molécules;  or,  il  faut  pour  cela 
que  les  deux  forces,  attractive  et  répulsive,  dont  l'action  molécu- 
laire est  la  difierence,  soient  extrêmement  grandes  l'une  et  l'autre 
par  rapport  à  cette  diflférence;  en  sorte  que  chacune  d'elles  aug- 
mentant ou  diminuant  in(%alement  d'une  très  petite  partie  de  son 
intensité,  pour  ces  très  petites  variations  de  l'intervalle  moyen,  leur 
différence  se  trouve  avoir  augmenté  ou  diminué  dans  un  très  grand 
rapport.  C'est  aussi  pour  cela  que  ta  somme  qui  exprime  la  pression 
intérieure "ti'ayant  pas  une  valeur  extrêmement  grande,  une  autre 
sotnrae  d'où  dépendent  les  efftA  de  la  capillarité,  et  qui  s'effectue  sur 
un  produit  contenant  un  facteur  de  grandeur  insensible,  de  plus  que 
la  premier,  peut  néanmoins  avoir  encore  une  valeur  sensible. 

Les  lois  de  l'attraction  des  molécules  et  de  la  répulsion  calorifique 
étant  inconnues,  on  ne  peut  pas  décider,  à  priori^  si  la  somme  qua- 


drop^.qui  exprima  la  pressîoa  injb9rieuAe  e^t  fwdiicttUe*  à  %mà  itââ*- 
^4)^  définie  ;  inaÎ3  iMiqs  avoqa  pFOUiyé,  dans  I0  uP  i3^.  qna  cotte  rë^ 
dRctiQU  fst  iiDpos^iUe,^  du  moUiSià  L  égard  de  la^  partie:  de  JbpDe»H 
smn  veUtive  à  un^  aurf^ce  plane,,  d'après  h^  effûàitàom- ffoft.  C0tto 
ppqssipn  doit,  remplir;  et^  eaeffqty  on  p^ut  faire  une  iBBmtë  d^bjrpo^ 
thèses  sur  les  lois  de  Tattraction  et  de:  la.  FQpulsmi  qui  ne:  permettent 
pas  de  remplacer  les  sommes  relatives  à  la  difTéreuce  de  ces  deux  forces 
par  des  intégrales,  quoique,  dans  ces  sommations,  les  variables  crois- 
sent par  degrés  extrêmemeat.petit^  U.s'agjit  ici  dc^dpn^rdes  exemples 
de  cette  irréductibilité,  en  nous  bornant ,  pour  plus  de  simplicité,  à 
des  sommqs  de  fonctions  d'une  seule  variable. 

(r3i3).  Soit  (px  une:  fonction  donnée  de  la  yariable  ar^  Faisons 
ccpltre  X  par  des*  différences  constante  dont  la  grandeur  sera  re- 
pi^se^tée  par  e;  supposons  que  les  valeurs  de  x  s'étendent  depuis 
op^  z;;^  i.  jusqu'à  xz^oo;  et  désignons  par  p  la  somme  des  valeurs 
coi?r|Qspo;Q4aiites  de-^,  ou.»  autrement  dit,  £ûsons 

^  tSi  ^ -f.  ^26 -f- ^36  +  ^4^  4"  ^*^*  > 

fxttc,  divisée  par  € 

et  dimijiuée  de  -^o,.  sera  une  valeui;  approchée  de  la  spmme  p;  et 

l'on  a  VU;,  dans  mon  Mémoire  sur  le*  Calcul  numérique  dès  Tnté^ 
grales.  défimes  (^) ,  que  la*  difi^rence-  de  ces  deux  quantités  peut 
s-'exprimen  pap  une*  autre  intégrée  définie,  dé  sorte  que  Ton-  anra 
eaiafitement 

pc^-f    ^xdx — ^<po  +  -f     rStTcoe^  l^dfc;       (i) 

i  étant  un  nombre  entier  et  positif  auq]uel . i;é^ad  Us^nune  Z,.  qui 
s'étend  depuis  î=  i  jusqu'à  £  =  00  . 

Par  le  procédé  de  l'intégration  par  partie,  on  réduira  la  seconde 
intégrale  contenue  dans  cette  formu^^  en  une  série  ordonnée  sui-* 
vaut  les  puissances  paires  de  €,  dont  les  coeflScieof .  renfermeront  les 
différentielles  impaires  de  ^x ,  relatives  aux  deux  valeurs  extrêmes 


•^y^^^      I    I        '^•^^^^tm'^v^^m  t  ■   «  I      ly^n^^- 


(♦)  Tome.VI  de>  Nouveauçc  BAémoms,.^  l^jU^i4émÎ€.4e4tScjfcnçm' 


DE  L^'ACTIdN  «^MtlLfeAmE,  ^ 

et  X.  H  storppoMftfi  ^fde  cMté  fonctfom  er'tdM^^i  'etfèffld^ti^  «Bffé-^ 

rentiels  s'évanouissent  à  la  limite  Ar'±=:  ob^j  '4H  ëh  ^piîfeentllnt  pei^ 
<P*  9\  ¥^9  6tc, ,  les  val€Kir$  âè  ^jt,  ^,  -^f  ^^c, ,  ^i  rl^]poriâéXiît  à 
X  =  o .  il  en  résultera  «t.        .<i 

p=^  r   <pxdx  —  i ^  —  ofip' ^.0lt^(p'" — aV^''  +  etc. ,     (3) 
%h  Pou  n  fitit>  jMMir  abréger^ 


iir 


Les  quantités  a,  a\  d\  etc.,  forment  une  sériet,^^; /réactions ^^çrojsH 
santés  dont  on  connaît  les  valeurs  exactes^  savoir  : 


ï  / *  ^r/ 


v. 


a=— ,       a=  — ,       »  ^=  5 — 7^>     etc. 

la'  720'  3o24p> 


I    .'     •    I    .       't.,-      '  ■•  I  J 


D^  plus^  à  quelque  terqqe  que  IW  al;rêtçUsé]ne{;0».!^'^f?fj^9^'4tX 
faudra  ajouter  .pour  avoir  la  valeur  exaote.dis  p/s^ra  ei^priofié  ps^f*.  xfo^ 
intégrale  définie,^ dont  la  valeur  changera  généralement  d'un  terme 
à  l'autre  y  et  dont  on  poUns  assigner  ^les:  limites  qui  feront  con- 
naître si  ta  série  est  convergente.  Dans  le  Mémoire  cité,  j'ai  exa- 
miné en  détail  le  cas  singulier  où  le  reste^  èM' *c6tlètSahÈlt  /  et  ôù'les 
termes  de  la  série  (2)  s'évanouissent  tous,  excepté  les  deux  pre- 
miers; ce  qui  oblige  de  recourir  à  l'équation  (i)  pour  calculer  la 
valeur  de  />.  ?  .  u  . 

..  En  général:^  si  l'on  prend  pour  ^  ime  ftoetif»  dte  gisore  de 
celles  qui  varient  trQ$.  mpîdaKieot  et  «ont  insfinsiblea  dès  ;qu!e)<la.  vai 

riable  a  acquis  une  grandeur  sensime,  les  quantités  ^x  ^   x-^^ 

x'  -— ,  x^  -^-3- ,  etc.,  seront  toutes  du  même  ordre  de  grandeur; 

pour  que  la  série  des  produits  ^,  f^',  é»^",.  ^^%  elc,^  eti^  à  iplus 
forte  raison,  la  série  (a),  soient  très  rapidement  décroissantes,  il 
suffira  donc  que  €  «^t  très  petit-,  eu  4g^\^  l'-étei^ue  ^les  valeurs 
sensibles  de  ^xi  et,  dans  cette  hypothèse,  la  seconde  intégrale  que 
cçntient  la  fomiule^i)  iS^rs^. toujours  une  quantifé  extrénieiifienjt;pietit^ 
soit  qu'elle  se  développe  en  série  suivant  les  puissances  de  € ,  soit  que 
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ce  déyeloppement  n'ait  pas  lieu,  à  cause  que  toutes  les  quantités 
çV  9'' 9  ^"'f  ^*c«  f  ^^t  égales  à  zéro. 

Pour  fixer  les.  idées ,  supposons  que  x  exprime  une  distance  yh- 
l'iable,  et  que^c  soit  une  ligne  constante ,  d'une  longueur  insensible. 
Prenons 9  pour  premier  exemple, 

X 

px  =i  ce    *; 

c  étant  une  constante  donnée ,  e  la  base  des  logarithmes  népériens  ^ 
et  CL  une  ligne  constante ,  d  une  longueur  insensible ,  afin  que  l'éten- 
tendue  des  valeurs  sensibles  de  ^jrsoit  aussi  insensible.  En  faisant 
8  =  ^a,  et  supposant  que  C  soit  une  fraction  extrêmement  petite , 
l'équation  {1)  deviendra 

p^cQ--  i  +aô  — a'ff»  +  a"ff»~  etc.); 

et  cette  série  sera  très  convei^ente,  puisque  ses  termes  décroîtront 
plus  rapidement  que  les  puissances  impaires  de  €.  Dans  cet  exemple , 
la  valeur  de  pse  réduira  sensiblement  à  son  premier  terme,  savoir  : 


p  =  l=.if*<^dx. 


Soit  f  en  second  lieu , 


(pxz=ice 


nous  aurons  ^'  =  0,  ^'"^=0,  ^""  =  0,  etc.  Ce  sera  donc  un  des  cas 
où  la  seconde  intégrale  contenue  dans  la  formule  (i)  n'est  pas  déve-* 
loppable  suivant  les  puissances  de  <  ;  mais  comme  on  a 

e    *'cos^^dIr  =  - «v/^^       **    # 
l'équation  (i)  deviendra 

P  =  jp^  (î>  —  v/^  +  >«"''  —  ye~^'  +  >«~^'  —  etc.) , 


2irct 


en  faisant  —  =  >•  Or,  y  étant  un  très  grand  liombre  dans  l'hypo- 
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thèse  de  €  très  petit  par  rapport*  k  a»  oette  série,  sera  extrêmement^ 
convergente,  et  tous  ses  termes,  k  partir  du  troisième,  seront  tout-a- 
fait  insensibles.  Oh  voit ,  de  plus ,  qu  on  pourra  négliger  le  second 
terme  par  rapport  au  premier,  et  réduire  cettie  valeur  de  pk 


ai 


\f^(^dx. 


comme  dans  le  premier  exemple. 

Ces  deux  exem^des  suffisent  pour  montrer  que  quand  on  sbppoae 
rintervalle  £  des  valeurs  successives  de  x  extrêmement  petit. par  rap- 
port à  rétendue  des  valeulrs  sensibles  de  (pxy  la  somme  p  se  transfor- 
mera en  une  intégrale  divisée  par  €,  toutes  les  fois  que  ^  ne  sera 
composé  que  d'un  seul  terme,  ou  de  plusieurs  termes  de  même 
signe;  mais  cela  n'aura  pas  toujours  lieu,  lorsque  cette  fonction  sera 
composée  de  deux  parties,  de  signes  contraires.  Ainsi,  dans  le  cas  de 


X  X 


Cf  c%  a,  al ^  étaift  des  constantes  positives,  on  aura 

et  quoique  -  et  —  soient  de  très  grands  nombres,  il  suffira  que  les 

coefficiens  c  et  c'  soient ,  à  très  peu  près ,  en  raison  inverse  de  ces 
nombres,  popr  que  la  valeur  de  ^  soit  comparable  et  n;iênie  très  su- 

périeure  à  celle  de  -  /     fxdx,  et,  conséquemment ,  pour  que  la 

série  (a)  ne  puisse  plus  se  réduire  à  son  premier  terme.  $i  la  fonc- 
tion ^a:  s^évanouissait  avec  x,  et  qu'on  eût,  par  exemple, 

il  en  résulterait 

et  ce  serait  alors  le  troisième  terme  de  la  série  (a)  qui  deviendrai^ 
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ciproquement ,  cette  propriété  des  fluides  pourrait  se  conclure  immé- 
diatement de  ce  principe  I  considéré  comme  une  donnée  de  l'expé- 
rience. En  effets  on  démontre  directement  et  sans  difficulté  que, 
selon  que  la  contraction  est  la  même  ou  qu'elle  varie  dans  différentes 
directions  autour  d'un  point  M  ^  la  pression  est  aussi  constante  ou 
variable  y  relativement  aux  dtfférens  plans  menés  par  ce  point.  Il 
en  r&ulte  que,  d'après  l'observation  qui  termine  le  n*  i5i,  le  prin- 
cipe de  l'égalité  de  pression  n'a  pas  lieu  dans  les  fluides  en  mon- 
yement ,  du  moins  lorsque  leurs  molécules  sont  animées  de  très 
grandes  vitesses;  mais,  sur  ce  points  nous  renverrons  an  Mémoire 
cité  précédemment  (n*  1 3o)  ;  et  nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de 
leur  équilibre. 

,  Les  équations  de  l'équilibre  d'un  fluide  quelconque  ne  dépendent 
que  des  forces  données  qui  lui  sont  appliquées,  et  de  la  partie  p  de  la 
pression,  à  cause  de  la  propriété  très  digne  de  remarque  {n*  78)  dont 
jouissent  l'autre  partie  Y  de  la  pression  normale  et  les  composantes 
tangentielles  T  et  T'.  Si  ces  forces  agissent  en  tous  lés  points  de  la 
surface  d'une  portion  A  du  fluide ,  prise  dans  l'intérieur  dé  la  masse , 
elles  se  feront  équilibre,  sans  le  secours  d'aucune  autre  force  donnée, 
quelle  que  soit  la  fbrme  de  A,  pourvu  seulement  que  ses  dimensions 
surpassent  le  rayon  d'activité  des  molécules,  et  qu'il  n'y  ait,  en  au- 
cun point  de  sa  surface ,  deux  ou  plusieurs  plans  tangens  comprenant 
un  angle  de  grandeur  finie,  en  sorte  que  cette  surfiice  ne  présente 
aucune  pointe  ou  arête  vive.  < 

Gela  étant,  supposons  que  les  dimensions  de  A  soient  insensibles, 
mais  plus,  grandes  que  le  rayon  d'activité  moléculaire.  Soit  H  un 
point  de  A  qui  sera ,  par  exemple ,  son  centre  de  gravité ,  et  M'  un 
point  quelconque  de  sa  surface.  Appelons  r  le  rayon  vecteur  MAT, 
dont  la  gr^deur  insensible  variera  d'une  manière  quelconque  avec 
"Sa  direction;  et  désignons  par  a:,  j^,  z,  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires de  M,  e)  par  ^  +  ^',  ^  H-^,  z^  z',  les  coordonnées  de 
M'  rapportées  aux  mêmes  axes.  Si  la  quantité  p  répond  au  point  M , 
et  qu'elle  devienne  p*  au  point  M',  nous  aurons 


p'^P+±^+±y+p, 
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en  négli{[éanL)es  carrés  et  les  produits  de  x^^  jr'y  z'.  Par  le  point  W^ 
menons^  daâs  Fintérieur  de  A,  une  normate  à  sa  surface,  et  soient 
<e,  f  ^  ^,  les  angles  .que  sa  direction  fait  avec  des  parallèles  aux  axes 
des  Xfjf  z,  menées  par  le  ménae  pomt.  En  représentant  par  cû  Télé- 
ment  différentiel  de  cette  surface  qui  répond' au  point  M',  les'compo* 
santés  parallèles  à  ces  mêoies  axes,  de  la  pression  p'œ  relative  à  cet 
élément,  seront 

//â»cos<t,       p'eacùsÇ,      p'ùfco&y. 

Pour  avoir  les  composantes  totales  de  la  pression  extérieure  qui  doi- 
vent faire  équilibre  aux  forces  données  qui  agissent  sur  A,  il  faudra 
donc  calciner  les  sommes  de  ces  trois^  qi^antités,  étendues  à  là  sur- 
face entière  de  A.  . 

Or,  supposons,  pour  fixer  les  Idées,  que  Taxe  des  z  soit  .ver- 
tical et  dirigé  en  sens  pontraire>.-4e  là  planteur,  et  que  chaque 
verticale  ne  rencontre  tju'en.  deuid  ppidts  1^  surface  de  A.  Circons- 
.criyOns  à. cette  surface  un  cjlindr^  .vertical,  qui  la  divisera  en  deux 
parties.  L'angle  y  sera  obtus  dan^  la  partie  supérieure,  et  aigu. dans 
lapadrtie  inférieure.  Si  donc  le,  point  M'  appartient  à  la  première 
partie ,  et  qn'on  désigne,  par  c  }a  projection  horizontale  de  6^ ,  oa 

aura  •   »  »  • 

.  c  =;:  —  â>  cos  y. 

Soit,  de  plus.  M,  le  point  d#.  la  partie  inférieure  situé  sur  la  mémç 
verticale  que  M',  et; répondant;  ;conséquemment ,  aux  niéines  ooor*- 
données  horizontales  x'  evy.  Reprjésentons  par  o), ,  y>, ,  p. ,  js,  ^^çe 
que  deviennent  où^  y^  p^  z\  relativement  à  ce  point  M,.  La  pro- 
jection horizontale  de  l'élément  ûi,  sera  la  même  que  celle  de  où  ; 
on  aura  donc  aussi         '  !  '    v 

p  =  û>,  cos>,; 

et  la  somme  des  composantes  verticales  de  la  pression ,  qui  répon- 
dent à  ces  deux:  élémens,*  sei^  (Pt-^  p')^l  quantité  qui  se  réduit  à 

2  Çzt  —  z')  c ,  eu  ayant  égard  à  la  valeur  de  //,  et  .observant  que  celle 

de  /7|  s'en  déduit  par  lei  changement  de  ^  en  z^.  Mais, si  Ton  décom- 
pose le  volume  entier  de  A  en  élémens  prismatiques  et  verticaux, 
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et  que  l'on  représente  par  u  le  volume  dn  prisme  teitnine  par  ûè 
et  i»t  9  et  par  /  sa  longueur  IVl^Vf , ,.  on  aura 

La  quantité  précédente  deviendra  donc  —  ^  ii  ;  et  si  Fon  d&igne  par 

if  le  volume  entier  de  A,  on  en  conclura  —  '^  ^ f  pour  k.oompo-* 
santé  totale  des  pressions  verticales  et  dirigées  de  bas  en  haut.  On 

tr9uvera  de  même  —  ^  ^  ^*  —  ^  ^#  P^""^  ^^^  composantes  totales  des 
pressions  eitérîeares  ^  suivant  les  axes  des  x  et  des  jf  jpoaitives. 

Maintenant,  soient  \fY,Z,  parallèlement  aux  axes  des  a:,  j',  z, 
les  forces  données  et  rapportées  à  l'unité  de  masse  qui  répondent  au 
point  M  j  et  qui  sont ,  par  exemple ,  la  pesanteur ,  l'attraction  en  rai- 
son inverse  du  carré  des  distances  qui  émane  des  molécules  mènes 
du  fluide  ^  et  d'autres  attractions  ou  répulsions ,  agissant  suivant  des 
Icrit  qil^loonqttes.  Soit  aussi  p  la  densité  du  liquide  en  ce  point.  En 
négligeant  les  variations  de  ces  quatre  quantités  dans  tonte  Téten*- 
d«è'de^'A>  les  forces  motrices  de  cette  petite  portion  du  fluide  se- 
tout  ppXy  ppY^  r^Z;  en  les  comparant  aux  pressions  éktéfieures ,  «t 
supprimant  le  facteur  commun  p,  on  en  conclura 

pour  l'équilibre  de  A  ;  ce  qui  coïncide  avec  les  équations  connues  de 
Yifycbvstadque. 

On  en  déduit  ^ 

pour  l'équation  qui  servira  à  déterminer  l'inconnue  p  en  fonction  des 
coordonnées  x,  j,  z,  au  point  M.  Mais  il  ne  faut  pas  perdi'e  de  vue 
que  cette  formule  ne  convient  qu'aux  points  intérieurs  du  fluide , 
c'est-à-dire  aux  points  situés  à  une  distance  de  sa  surface ,  plus 
gf^hde'  qù*è  le  rayon  d'activité  tiiôléculaire  ;  eh  sdrte  qu'on  n^en  doit 
p;^  conclure  qu'on  ait  simplemeat,  dp  asa  o^  ipou^  l'éqyatîoD  d^  la 
3UF&ce. libre  ou  souisaÎM  à  unefines^ion  ejAérîèiire  constante ^  d*ua 
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liquide,  en  équilibre.  En  vertu  de  cette  équation^  la  résultante  des 
forces- données  X 9  Y,. Z,  couperait  cette  surface^ à  angle  droit,  en 
tous  ses  points;  mais  Téquation  complète  de  la  surface  d'éqtiilîbre 
renferme  un  second  terme  (n""  29);  et,  à  moins  qu'elle  ne  soit  tout-^ 
à-fait  plane ,  son  plan  tangent  n'est  pas  eitacteinent  perpendiculaire 
à  la  direction  de  la  pesanteur,  ou,  généralement,  à  là  résultante 
des  forces  X,  Y,  Z,  qui  ne  proviennent  pas  de  l'action  molécu- 
laire proprement  dite. 


'.•»■•'■  X.    .  .  :  .    ■ . 

§  IV.  Dépression  du  mercure  dans  le  baromètre. 

■   •■  .  • 

^.  •  ■  •  , 

(i35).  Oa  a  vu^  dans  le  a®  108,  que  l'angle  sou^  \pl^fà  h,  ^xirù^ 
convexe  du  mercure  non  oxidé  vient  couper  I$i  su^Êicq. du. verras  es|^ 
égal  à  4^®  5o^  £n  appelant./^  son  cosinus,  on  a  :,. 

h  =  0,7009^  i 


i  t 


on  sait  aussi  qu'en  ppeoaat  U  millimètre  pour  unité,  la  cooattnte  a^J 
relative  à  la  matlène  du  miecoure  ^  est  /  .        i 


«•=  6,526a; 


■  ■■•'  ;fi 


il  faudra  donc  moplô/er  ces  vakorg  pour  caleukr  k,  dépression  dtf 
mercure  k  la  température  de  la^^f  ^  laquelle  elles  se  rapportent. 

S'il  s'agit  dNm  tube  cafnUaire ,  on  fera  usage  delà  foi^mnie  (t  i)  du 
n""  54  f  et  en  désignant  par  cT  la  dépression  du  mercure  >  ^rapportée  m 
point  le  plus  élevé  de  sa  sv^ce ,  on  aura 

a  étant  le  rayon  du  tube.  Cette  formule  suppose  que  le  rapport 
-  soit  une  fraction  peu  considérable.  Pour  plys  d'exactitude,    il 

faudra  augmenter  on  diminuer  son  premier  terme  àf  ffei  d®  sa 

•03Q0 

vttleui*,  pour'chàP^e  tle'gré  ée  lempératore  eOiHkwom  otei  iàu-dessus 
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Lorsqae  ce  sera,  aa  contraire,  le  rapport  ^'  qui  sera  une  frac- 

tion  peu  considérable,  on  emploiera  la  formule  (s)  du  n*  ii.o; 
et  en  faisant 

«  H- 0,2690  =  a',  . 

on  en  condnra 

cr  =  (2,65oo).N/i?e-*>^^î        (2) 

le  millimètre  étant  toujours  Tunité. 

Pour  que  des  hauteurs  barométriques,  mesurées  avec  différens 
baromètres  à  Jarge  cuvette,  soient  comparables  entre  elles  et  pais- 
sent donner  la  valeur  exacte  de  la  pression  de;';ratmo6phère  ,  il  y 
faut  ajouter  les  valeurs  de  J^  relatives  aux  diamètres  respectif  des 
tubes  cylindriques,  où  le  mercure  s'élète;  et,  d^près  la' remarque 
du  n**  127,  il  faut,  en  outre,  que  ces  tubes  soient  verticaux,  ou 
bien,  s'ils  ne  Tétaient  pas,  il  y  aurait  encore  une  autre  petite  cor- 
rection à  faire  subir  aux  hauteurs  observées,  qui  doivent  toujours 
répondre  au  point  le  plus  élevé  de  la  surface  convexe  du  mercure. 
L^  formules  (i)  et  (â)  suffiront  pour  déterminer  lesivaleqjrs  de  J" , 
dans  les  deux  cas  extrêmes,  d'un  très  petit  et  d'un  très. gmnddijH 
mètre.  Dans  les  autres  cas,  il  faudra  recourir  à  la  méthode  des  qua- 
dratures ,  pour  déduire ,  de  l'équation  de  la  surface  du  mercure ,  la 
valeur. numérique  de  cT  relative  k  une  grandeur  donnée  du!  diamètre, 
ou,  réciproquement,  la  grandeur, du  diamètre  qui  répond  k  une  va- 
leur donnée  de  J^.  C'est  de  cette  manière  qu'a  é^fé  formée  la  table  des 
dépressions  du  mercure ,  que  Laplace  a  insérée:  dans  la  Connaissance 
des  Tems  de  l'année  181 2,  et  qui  a  été  calp44e  par  M.  Bouvard. 
Elle  suppose  que  la  surface  du  mercure  coupe  celle  du  verre  sous 
un  angle  de  4^''  1 3%  ^^  <I^®  ^^  mercure  s'abaissait  de  94766  milli- 
mètres, dans  un  tube  dont  le  diamètre  serait  un  dix-millième  de  mil- 
limètre ;  ce  qui  revient  è  prendre  '    ' 

h  =  0,72897 ,      a'  s=  6,âooo , 

pour  les  valeurs  des  constantes  que  j'ai  désignées  par  b  et  a*.  11 
serait  à  désirer  que  ce  calcul  fût  répété ,  en  pajtant  des.  valeurs  de 
b  et  a^  que  j'ai  adoptées,  et  qui  satisfont  mieux  aux  observations 
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(n*  io8).  Ed  attendant^  VQÎci  la  table  dont  il  s'agit^  où  les  dia- 
mètres et  les  dépressions  sont  exprimés  en  millimètres. 

•  ■  • 

DiamètrM  I>eprctsîoDS 

ïniéneun  da  tobe.  da  merenre. 

a 4,5599 

3 3,9oa5 

4 2,o588 

5  i,5o55 

6 1,1482 

7  o,88i5 

8 o,685i 

9  •- 0,5554 

10  .••••••• :    •     o,4aoi 

11  .;....,..., o,35o6 

12     o^a6oa 

i5     ••••';•••     Oy2o47 

14     0,1597 

i5     • o,ia4^ 

16 0,0970 

.   17 0,0754 

,  18 o,o586    . 

19     •••• • o,q45o 

ao o,o552 . 

On  peut  aussi  former,  par  rexpérience,  une  table  des  dëpres^ 
sions  du  mercure,  en  comparant,  à  un  même  instant,  c'est-4t-dire 
sous  une  m^me  pression  atmosphérique,  la  différence  des  hauteurs 
du  mercure  dans  un  baromètre  à  siphon,  dont  les  deux  branches 
verticales  ont  le  même  diamètre ,  aux  hauteurs  de  ce  fluide  au-des- 
sus de  son  niveau  extérieur,  dans  différens  baromètres  à  large  cu- 
vette; Cest,  en  effet,  par  Fobsërvation  que  Charles Cavendish,  le  père 
du  célèbre  physicien  de  ce  nom,  a  formé  la  table  que  Von  trouve 
dans  le$  TVanMçtions  '  philosophiques  de  l'année  1776.  Voici  cette 
iKble  erii'pouôeu  angkns,  comme  Fauteur  Fa  donnée^  et  en  milli- 
mètres. 


ago 
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DrASfiTRES  DépRESSIOVS 

en  ponces  anglais.  f  n  pouces  an^iôf  ■ 

0,10 O9140 

o,i5  0,092 

o,ao •  0,067 

0,25 o,o5o 

o,5o o,o36 

0,35  0,025 

0,40 0,01 5 

o,5o  0,007 

0,60 o,oo5 


DIAMJITKBS 

eo  millinèiMi. 


oiipBessiovs 
eomillîmèUfi. 


2,54 •  •  •  •  S,556o 

3,81 2,5568 

5,08  . .  /.  > 1,7018 

6,35 ....  1,2700 

7^62  0,9144 

8,89 o,655o 

10,16 •  o,58io 

12,70  0,1778 

i5,24 0,1270. 


Ces  dépressions  ^tant  le  résultat  de  l'expérience ,  celles  qui  ré- 
pondent aux  plus  petits  et  aux  plus  grands  diamètres  peuvent  ser- 
vir à  vérifier  les  formules  (i)  et  (2).  Or,  si  Ton  fait  successivement 

2cti=:2,54,       2a  =  3,81, 

la  formule  (1)  doime 

cr  =  3,4712,       cr=  2,4199; 

les  différences  o°'^,0748  et  — o'°°*,o85i,  avecrexpcrience,  peuvent 
être  attribuées ,  en  grande  partie ,  aux  erreurs  dont  ce  genre  dV 
vations  est  susceptil^e.  Soit  de  même  successiveme(Bt 

2a=?:i5,24>       2ee=:  12,70,       2a  z=  10,16; 


on  aura ,  d'apiçès  la  formule.  (2) , 

J>  œ  0,0945 ,        /  =  0, 1747, 


J^  =  0,5175  ; 


CjÇ  qui  i)e  dijSere  de  ro})serva,tipn  que  de 


*     o°*,o325,      o~,oo5i,      o""*,o655. 

La  formula  (i)  ^  trouve  encoire;  confirmée  par  une  (^Miervation 
die  M*  Gay-Lussac ,  qui  a  trouvé  la  dépression  du  mercui»  4g^e  à 
^^6g^  dans,  uq  tube  dont  le  di^niètre  était  if^'^^f^atS*  En  j  fiuMOit 
4PSS3  0,9^2^,  la.&fffoiule  (i)  donne  J'isfi49^j^i  ce  qui:  ne  dîSèm  pM 


de  o""',02. 
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(i36).  Rajouterai  à^œ  paragraphe  la  note  saiyairtef  sfttr  les  jffmb- 
mètrei  à  surface  pUme  qu  concave ^  qui  m'a  été  cotitfttiumc^ée  par 
M.  Diilaii^,  et  que'  les  phjsideiifr  liront  avec' intërét. 

f^  Doini  GisboiS',  pvofessêar  de  Pbysiqtre^  à  Metz>  indiqua  aneiéte-^' 
»  nement  un  moyen  de  construire  des'  baromètres  à  siir&ce  iphne 
»  cm  même  concaye,  ou,  ce  qui  revient  an  même  poat  la  théorie  ^ 
»  des  appareils  en  forme  de  siphonB  composés  d^une  bi^a^nche  cbpil- 
»  laiire  et  d'une  antre  de  gros  calibre  >  dans  lesiquelsf  le  merctire  se  ie^' 
»  nait  k  une  hauteur  égale  dans  les  deux  branches ,  on  même  plus* 
»   »  grande' dansf  le  tube  capillaire  que  dans  l'autre. 

»  Il  crut  trouver  la  cause  de  ce  phénomène  dans^  Fe^tdusion  plus' 
»  complète  ^e  l'humidité ,  parce  que  c'est  en  faisant  botlilKr  pendant 
H  long-temps  le  mercure  dans  les-appareilsqu'ii'réussissaifrà  lepro-^' 
»  duire.  Quant  à  l'explication  même  qu'il  donne  de  h  forme  concave' 
»  de  la*,  surface  déduite  de  la  privation  absolue  de  tonte  humidité  > 
»  elle  ne  mérite  ancune  attention. 

»  Il  parait  que  Laplace  et  Lavoisier  rén^iirent  aéssi  à  consnruiré' 
»  un  baromètrie  à  surface  plane ^  et  qu'ik  partagèrent  l'opinion^  du' 
»  physicien  que  nous  venons  de  citer  sur  l'origine*  d'ê^  cette  parliicîu-' 
»  larîlé-,  en  l'attribuant  à  la  dessiccation'  plus  parfaite*  du  met'Ctll^e  et 
»  des  parois  intérieures  du  tube; 

»  Lorsque  l'o»  a  construit ^  soi-même,  des*  bare^ètres' avec  les* 
»  précautions  usitées^  pour  les  purger  d'air  et  d-humidité,  on  a^  péihé' 
»-  à»  concevoir  qu'il  puisse  rester  dans  ces  instrtinlëns  une  certàitie' 
»  quantité  d eau ,r  qu'une  plus  longue'  el)ullition  parvîendrait'à  ex- 
»  puiser;  aussi  n'avais- je  jamais  été  satisfait  de  cette  explication , 
»  qui,  d'ailleurs^  ne  se  concilierait  pas  facilement  avec  la  théorie' 
»  des  phénomènes  capillaires.  Mais  c'est  en  construisant  des  thentto- 
»  mètres  à;  mercure  que  j'ai'  été  conduit  k'  reconnaître  la  véritable 
»  cause  du  phénomène  décrit  par  Gasbois. 

»  J'avais  remarqué  que,  en  réitérant  l'ébullition  du  mercdre  pour' 
»  chasBer  les  dernières  buHes  de  gae,  le  tube  se  tfoiivait  sali  in- 
»  térieuremént  au  point  de  ne  plus  permetthe'de  distinguer  la*  stlr- 
>i  fac^' libre  de;  la .  colonne  liquide.  A  l'aide  d'une  Idupc,  On  dis- 
n  tinguait  de  petites  masses*  ihréguUère^  demetcure  adhéi^ntes  aux 
»  pardis  intérieures,  et,  dans  quelqttes  endroits,  un' dépôt  d'appa- 
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»  rence  cristalline  et  rougeâtre.  Comme  le  mercure  avait  été  pu- 
D  rifié  avec  soin  avant  d'être  introduit  ds\ps  rinsfrument ,  on  ne 
»  pouvait  se  rendre  compte  de  l'altération  qu'il  avait  éprouvée , 
n  sans  admettre  la  formation,  d'une  certaine  quantité  d'oxide  pen- 
»  dant  l'ébuUilion.  U  est  certain ,  d'ailleurs,  qu'en  triturant  du  mer- 
»  cure  avec  son  deutoxide,  celui-^ci  se  dissout  en  petite  quantité 
»  dans  le  liquide ,  et  lui  communique  l'apparence  d'un  amalgaoïe* 
»  Dans  cet  état ,  il  adhère  plus  fortement  au  verre ,  s'y  attaché , 
>}  sans  le  mouiller  cependant,  et ^  par  cette  raison,  il  ne  peut  plus 
I)  être  employé  comme  liquide  thermométrique  ou  barométrique. 
>i  On  le  ramène  à  ses  propriétés  primitives  en  l'agitant  avec  de  l'acide 
»  sulfurique  concentré  ou  une  dissolution  d'acide  hydro-sulfurique, 
»  qui  enlève  ou  décompose  l'oxide.  Le  mercure  distillé  même  n'est 
»  pas  toujours  exempt  doxide;  et^  lorsqu'il  doit  sei^vir  à  la  construc-^ 
»  tion  des  thermomètres  ou  des  baromètres ,  il  est  utile  de  le  purifier 
»  préalablement  par  l'un  des  moyens  qui  viennent  d'être  indiqués. 
))  U  parait  que  le  mercure  tenu  pendant  quelque  temps  en  ébuUi* 
»  tion  dans  l'air  atmosphérique  contient  bientôt  assez  d'oxide  pour 
»  que  ses  propriétés  physiques  en  soient  notablement  modifiées;  et 
»  pour  prouver  que  les  modifications  que  nous  venons  de  si|[naler 
})  sont  réellement  le  résultat  de  l'oxidatiou,  il  suffira  de  dire  que  si 
»  l'on  prend  du  mercure  complètement  privé  d'oxide^  et  si  l'on 
»  dispose  l'appareil,  comme  je  le  fais  depuis  long-temps^  de  ma- 
»  nière  que  la  surface  libre  du  métal  soit  plongée  dans  une  atmos- 
»  phère  de  gaz  hydrogène,  on  peut  alors  prolonger  à  volonté  l'é- 
})  buUilion,  sans  observer  la  moindre  altération  dans  les  propriété 
»  physiques  et  la  manière  d'être  de  ce  liquide  en  contact  avec  le 
»  verre. 

»  Cette  remarque  s'applique  également  à  la  construction  des^  ther- 
»  momètres  et  à  celle  des  baromètres.  Si  l'on  répète  avec  cette  prë- 
»  caution  l'expérience  de  Casbois,  la  surface  libre  du  mercure  afiècte 
»  la  même  courbure  que  dans  les  baromètres  ordinaires,  quelle  que 
n  soit  la  durée  de  l'ébullition. 

)}  Dans  les  baromètres  d'un  large  diamètre,  l'anomalie  observée- 
»  par  Casbois  est  plus  difficile  à  produire,  parce  que  la  masse  dm 
»' mercure   étant  plus   considérable,    une  même  quantité  absolue^ 
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»  d  oxide  produit  an  effet  moins  sensible  ;  on  peut  même  se  dis-^ 
»  penser  >  dans  ce  cas^  de  faire  bouillir  le  liquide  métallique  dans 
»  un  gas  qui  ne  contienne  pas  d*oxigène  libre.  Mais  lorsque  les 
»  tubes  nont  qu'un  diamètre  de  5  ou  6  millimètres  et 'au-dessous ^ 
M  il  serait  utile  d'avoir  recours  à  cet  expédient;  car^  autrement^  la 
»  confection  de  la  capillarité  laisserait  une  assez  grande  incerti- 
»  tude. 

»  Ainsi  ^  le  résultat  obtenu  par  Casbois  tient  tout  simplement  à 
»  ce  que  le  mercure  contenant  en  dissolution  une  légère  propor- 
»  tion  d'oxide  du  même  métal ,  çst  un  liquide  qui  diffère  du  mer^ 
»  cure  pur  dans  sa  nature  et  ses  propriétés  physiques,  et  dont  Fat- 
»  traction  pour  le  verre ,  comme  pour  ses  propres  molécules ,  n'a 
»  plus  la  même  intensité.  >i 


§  V.  Expériences  sur  les  mélanges. 

(iSy).  Soient  u  et  14!  deux  fractX)ns  dont  la  somme  est  Tunité. 
Supposons  qu'on  ait  mêlé  deux  liquides  différens  dans  la  propor^ 
tion  de  u  et  1/ ;  désignons  par  f  la  densité  du  mélange,  et  par  h 
la  hauteur  à  laquelle  il  s'élève  dans  un  Itube  capillaire  d'un  rayon 
CL,  préalablement  mouillé  par  ce  liquide  mélangé.  D'après  la  for- 
mule du  n®  55 ,  on  aura 

p(A  +  i«)  =  ««/+ui*y;  +  «"/s     (a) 

eh  mettant,  pour  plus  d'exactitude,  A  +  0  ^    au  Heu  de    A,    et 

désignant  par  f,  /, ,  f\  trois  coefficiens  positifs  et  indépendans  de 
u  et  ï/.  Cette/formule  est  fondée  sur  la  supposition  que  la  perte  de 
chaleur  qui  a  lieu  dans  le  mélange,  quand  la  température  est  re- 
devenue la  même  qu'auparavant,  n'influe  pas  sur  l'intégrale  j^ela- 
tive  aux  forces  moléculaires ,  de  laquelle  dépendent  les  phénomènes 
de  la  capillarité;  hypothèse  qui  s'accorde  avec  le  décroissement  de' la 
hauteur  A,  proportionnellement  à  l'j^ugmentation  de  densité^  dans 
le  cas  d'un  seul  liquide  à  différentes  températures.  Il  est  intéressant 
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da  vérifier  si  cette  hypothèse  conyient  également  au  cas  de  deux 
liqwdes  mélangés;,  et»  pour  cela^  je  vais  apj^uer  la  formide  (a) 
k  desi  expérieaces  qme  M..  Gay-Lussac  a  £Biites4y  il  y  a  déjà  long- 
temps »  mais  qui  n^avatent  pas  encore  été  publiées- 

Le^t  deux,  liquides  sont  l'eau  et  Falcohol ,  ou  Feau  et  l'acide  ni- 
triqMQ.  Je  supposerai  que  u  se  rapporte  à  la  proportion  de  l'eau ,  et 
1^' successivement  à  celle  de  l'alcohol  et  de  l'acide  nitrique^  et  je 
prei^ai  pour  uoMés  la  densité  de  L'eau  et  le  millimètre. 

IjLçlalivement  aux  mélangea  de  l'eau  et  de  l'alcohol ,  que  je  consi- 
dérerai d'a)K>rd,>  voici  las  résultats  de  l'observation  : 

tt  =  I,     u'  s:po,     p  =  i,oooo,     h  =  25, 16; 

M  =  |,     m'  =  i,     p  =  0,9779,     h  =  i3,77  f 

M  =  |,     w'=5,     p  =  0,9657,     A  =11, Si; 
M  =  i,     m'=^,     p  =  0,94 15,     h  =  10,00; 

u  =  ^,     «'  =  |i     p  =  0,9068,     h  =    9,56; 

u  =  J,     1/  —  |,.    p  =  0,8726,     h  =?    9,40; 
Il  =  o,     i/=  I  ,     p  =  0,8196,    'h  =     9,182. 

Dans  toutes  ces  observations,  le  tube  avait  i'°'°,296  de  diamètre,  et 
la  température  a  été  de  8t  à  9  degrés. 

Si  Ton  fait  successivement  11=1   et  ii'  =  o,   11  =  0  et  11' =1, 

U'^-  et  1/  =  -  ,  dans  la  formule  (à)  ;  que  l'on  y  substitue  en  même 

temps ,  pour  f ,  les  densités  relatives  à  ces  trois  proportions  d'eau  et 
d'alcohol  ;  et  qu^on  y  mette  aussi  0,648  au  lieu,  de  a ,  ou  en  déduit 

/=  25,376,    /'■=  7,705,    /.  =  '^,595. 

Poj^r  dés  valeurs  quelconques  de  u  et  u\  la  formule  (a)  deviendra  donc 

'    p(*+  5*)'='W3';6)-ii*  +  (7,595)  W  +  (:,7o5)iir 
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J'en  fais  maintenant  l'application  à  celles  des  ëxpÉnenoes  pvéoé* 
dentés  qui  n'ont  pas  serû  à  en  déterminer  les  coefficiens  ;  et  en  dé- 
signant, pour  cha:ciiiiè  dalles,  pâf  e  l-éxcès  de  la  hsiutëlir  caiculée 
sur  la  hauteur  observée  »  je  trouve 


u 


u 


u 


u 


t%  I 

5,     m'  =  ^,     ^  =  i3,i3i ,     e  =  +  i,56i  ; 


I 
I 

S' 


u 


u 


=  ^,    i  ^    â,355,    e 


i,Ss£l} 


4 

5' 


=  t.     h 


7f8d5 ,    e  ^=s  ^—  u^51i5. 


Or ,  les  grandeurs  de  ces  vafeurs  de  e  montrent  <|tie  riiyix>thèse  sur 
laquelle  la  formule  (a)  est  fondçe ,  ne  convient  pas  aux  mélanges  de 
l'eau  et  ^k  Falcohol  ;  ce  f|ni  est  d'étant  |^lus  sîngnlîeî','  qu'elle  Con- 
vient parfaitement,  comme  on  va  le  voir,  aux  mélanges  deTeau  et  de 
Tacide  nitrique,  et  qWil  y  «  en,  dans  ces  deux  cas^^  ]>erte  de  chaleur 
et  concentration.         » 

Par  rapp(Mrt  aux  mélanges  d'eaa  et  d'adde  nitrique^  0A  é^  d^afMnè^ 
rexpérience, 

=  o,    p  =  i^oooo,    h  =  23,68; 


\y      u'=^\f      p  —   1,089»  f      *  =  ^fSl  J 


M  =  |,     u'=\,     p  =  1,1474,     h 


^9^ '7 


a  =  1      «^=»  îi^    P.=  i^aï5r>    h  «  17,66 


u 


a 

3>     f 


j,    M  ^»^,  ^  Bc  fiiiTÔ'i,    h  ts.  i6y55; 

i£  ==  o,     u'  =1  ip    p  ==  1,3691 ,    A  =  i4#.o8  ; 

le  diamètce  du  tube  éfa«t  d'^^SiS,  et  la  température  10  à  4:ïÀ)6^té^ 
Je  détermine,  comme  dma  le  cm  précédent,,  lesr  tuteurs^  /  et/', 
aïkmcyna  de  k^  première  et  de  1»  dernière  oImm^^oét,  ét!^Ikl  dé/, 
dtaprètia  mo|«mie  des  quatoe  obsenratiotisi  inteitflédiàves  ;*  là  ftfi^ 


^  « 
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mnle  (a)  deyient 

|>  (a  4-  5  «)  =  (3:^,899)  w*  +  (44»5i?  «w'  +  (19*576)  w'*  i 

en  rappliquant  actuellement  à  ces  quatre  observations ,  et  désignant 
toujours  par  e  l'excès  de  chaque  hauteur  calculée  sur  la  hauteur 
observée ,  on  trouve 

M  =  |,     «/=g,A  =  20,495,     c  =  —  0,024; 

h  =  ig,  166 ,     c  =  —  0,004  ; 


2         I        £ 
3'     "  ""  3 


A  =  i6,36i ,     e  =  +  o,OTi  ; 


a 

3'     *•  —  3' 


1  f  a 


résultat  gui  présente  un  accord  très  remarquable  entre  la  formule  et 
l'expérience. 

.  En  comparant  )es  densités  des  mélanges,  on  peut  remarquer  que 
ceux  de  l'eau  et  de  Talcohol  éprouvent,  à  peu  près,  la  même  conden- 
sation que  ceu;x  de  l'acide  et  de  l'eau.  Ainsi,  la  moyenne  des  dénotés 
1,0000  et  0,8196  de  l'eau  et  de  lalcohol,  étant  0,9098,  la  densité  du 
mélange  par  parties  égales  esl  0,941 5,  ou  plus  grande  de  o,o3i7  ;  et, 
de  même ,  la  moyenne  des  densités  de  l'eau  et  de  l'acide  le  plus  con- 
centré est  1,1845,  quantité  qui  est  surpassée  de  o,o3o6  par  la  den- 
sité 1,2 i5i  du  mélange  moyen. 


S  VL  Phénomène  de  V Endosmose. 

(i38).  On  doit  à  M.  Dutrochetla  découverte  d'un  phénomène  très 
important,  auquel  il  a  donné  le  nom  di  endosmose.  Ce  phénomène 
consiste  en  ce  que  si  deux  liquides  différens  sont  séparés  par  une 
membrane  «  l'un  des  deux  traverse  cette  cloison  et  va  se  mêler  ji 
l'autre ,  dont  le  niveau  a'élève  graduellement  jusqu'à  une  hauteifr 
CQn3idqrab1e.  M.  Dutrochet  a  reconnu  que  Tendosmose  peut  encore 
avpir  lieu  Aprsque  la  cloison  menibraneuse  «sA  remplaoée  pariceîl^ 


t: 
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taines  matières  inorganiques  ^  telles  qu'une  lame  mince  d'ardoisé-, 
par  exemple.  Il  s'est  assure  que  ce  phënomèhe  n'est  jamais  accom- 
pagne de  signes  d'électricité  que  le  galvanomètre  puisse  rendre  ten- 
sibles.  En  l'attribuant  à  Taction  capillaire ,  qui  parait  être  sa  véri- 
table cause ,  voici  comment  on  en  peut  rendre  raison  d'une  manière 
générale. 

Appelons  A  et  A'  les  deux  liquides.  Soit  00'  un  canal  vide  et 
d'un  très  petit  diamètre,  qui  traverse  l'épaisseur  entière  de  la  ckri- 
son  ;  0  étant  l'extrémité  qui  répond  à  A ,  et  0'  à  A'.  Si  les  deux 
liquides  ne  sont  pas  de  nature  à  s'élever,  en  vertu  de  l'action  ca- 
pillaire, dans  un  tube  pareil  à  ce  canal,  ils  ne  pénétreront  pas 
dans  l'intérieur  de  00';  ils  deviendront  convexes  aux  deux  extré- 
mités 0  et  0^;  et  ils  y  seront  arrêtés,  quelle  que  soit  l'inclinaison 
de  la  membrane,  comme  le  mercure  à  la  sur&ce  latérale  d'on  ba- 
romètre portatif,  où  l'on  a  pratiqué  une  très  petite  ouverture.  Dans 
ce  cas,  l'endosmose  n'aura  pas  lieu.  Si,  an  contraire,  les  deux  li- 
quides sont  susceptibles  de  mouiller  la  membrane,  ou  de  nature 
à  s'élever  dans  un  tube  de  la  même  matière  que  ce  corps,  ils  pé- 
nétreront dans  l'intérieur  du  canal  00'.  Us  y  seront  d'abord  l'on 
et  l'autre  concaves;  mais  quand  ils  se  seront  joints,  ils  auront  une 
surface  commune ,  de  sorte  que  l'un  d'eux  demeurera  plus  ou^  moins 
concave,  et  l'autre  deviendra  convexe.  Or,  le  mouvement  conti- 
nuera de  A  vers  A',  ou  de  A'  vers  A,  selon  que  ce  sera  A  ou  A' 
qui  restera  concave  ;  et ,  dans  le  premier  cas ,  par  exemple ,  A 
finira  par  traverser  la  membrane  entière  ,  et  viendra  se  mêler 
à  A'. 

Pour  déterminer ,  autant  qu'il  sera  possible ,  lequel  de  ces  deux 
cas  aura  lieu,  menons,  près  du  contour  de  la  surface  commune 
aux  deux  liquides ,  deux  normales  en  -  dehors  de  A ,  l'une  à  cette 
surface ,  et  l'autre  à  celle  du  canal  00'.  Soit  ^  l'angle  compris 
entre  ces  deux  droites ,  lequel  sera  obtus  ou  aigu ,  selon  que  A 
sera  concave  ou  convexe.  Supposons  que  les  constantes  H  et  F  du 
n®  49  répondent  au  liquide  A,  et  désignons  par  H'  et  F'  ce  que- 
ces  quantités  deviennent  relativement  au  liquide  A'.  Puisque ,  par 
hypothèse,  les  deux  liquides  s'élèvent  dans  un  tube  de  la  même 
nature  que  OO',  les  quantités  F  et  F  seront  négatives  ;  je  lès  rem- 
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VmtA  positive  et  dépendante  d^  h  matière  d^  d^x  liquidas»  now 
aurooftj  d'après  U  u**  69»  •: 

'    E'--E=Gcos(p; 

équation  qui  fait  voir  que  cos  (p  sera  négatif  ou  positif,  et  (fWj  fMT 
conséquent»  le  liquide  A  ser^  concave  on  >conTew,iielon  ^|ue  £  l^ra 
plw  grapd  am  plus  petit  que  E'e  Si  donc,  pour  fixer  le»  idéos^  on 
supposa  15  >  W,  CQ  sera  le  liquide  A  qui  travtoiBora  le  «anal  <Xy  et 
viendra  se  mêler  à ,  A^  CeJa  po^ ,  quand  E  •  «t  £'  sont  respaôliye-^ 
ment  «aojndres  qu^  H  etH^  les  poids  d«6  dâm  Uquidf»»  qui  i^éii^ 
vent  dana  un  oiénie  tube,  de  la  nwnie  nâtune  que  00^^  sont  eirtre 
eux  comme  E  et  £'  (n**  49)*  l^a  liquide  A  est  done*  alors  it  plus  as* 
eeudant  ;  naais  si  chacune  des  quantités  E  efc  E'  surpasse  la  quantité 
correspondante  H  ou  H'^  les  poids  élevés  daas  os  même  tube  sont 
les  aiéine$  que  si  Ton  avait  aeuJement  £  m»  H  et  £^  ces  H'  :  ils  sont 
entre  eux  oomme  H  et  H-.  Or,  la  différence  S'^E'  étant  positive, 
la  différence  H  «—  H'  peut  être  positive  ou  négative;  par  oonsé*^ 
quant,  le  liquide  A  n'est  plus  nécessairement  celui  des  deux  qui 
a  le  plus  de  tendance  à  «'/élever  par  l'acbpn  capillaire.  Ainsi ,  lorsque 
les  deux  liquides ,  avant  leur  jonction  ,  coupent  sons  an  angle 
aigu  la  aurfaoe  du  canal  00^  c'est  -  à  >»  dire  quand  on.  a  E  <<  H 
et  £'  <  H'»  c'est  toujours  le  plus  ascendant  qui  l'emporte  et  qui 
chasse  l'autre  liquide  après  leur  jonction  ;  maie  ce  peut  être  le 
Hioins  ascendant,  quand  ils  sont ,  avant  de  se  joindre,  tous  les  deux 
tangens  à  la  surface  de  00';  ce  qui  est  le  cas  de  E>  H  et  E'>ÏI'. 
Iifprsqu'une  partie  d^  A  ae  sera  mêlée  à  A^  b»  quantités  W  et 
G  changeront»  Je  désignerai  par  E«  et  G„  ce  quelles  deviennent  re*« 
lativement  k  ce  mélange  en  contact  avec  le  liquide  A  iqui  rempUra 
le  canal  00']  et  ai  Vfw  représente / en  même  temps,  par  (p,  ce  que 
devient  l'angle  (p,  on  aura 

T!i  — •  E  =  G,  oos  ^, , 

k  rextrémité  0'  du  canal  00',  Dan?  cet  étatu  1«  fî*^*  00'  du  li- 
quide A  pourri^  apporter,  k  sçs  d^uj^,  tiçm^  Q  ist  0",  una  difle^ 
r^Sf  ^  pi^§l»W  |H^P9f:<iionH«ll«  S(  U.di^^nM  E|;)-t-  £»  et  en 
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niveau  du  mélange  de  A  et  A'  pourra  «'ill^ver  att-^d«saui  do  iii«^ 
TMu  df»  Al  4'uM  qiMntit^  qui  aéra  nn^ei  ^n  raiion  directe  de 
El  *-**  £  I ÎP yer^q  du  diainètra  de  00^  ot  inverBe  des  depsitÀ  de  of 
méUnge  et  de  A. 

Maiiiteii2iat ,  si  h  mw^brane  e$i  trav^r^  par  un  nombre  e%^ 
trèmeoieut  graud  de  canaux  tels  que  00%  on  étendra  à  tout  ces 
canaux  ce  qu'on  vient  d'appliquer  à  l'un  d'eux  ;  et  le  liquide  A 
pénétrera  par  toutes  celles  de  ces  ouvertures  qui  satisfont  à  la  con- 
dition E  >  E^  Quoique  la  matière  de  la  membrane  soit  homo- 
gène,  il  ne  sera  cependant  point  impossible  qua  raison  de  la  dis- 
position différente  de  ses  molécules  le  long  de  ces  différens  canaux^ 
ou  pour  toute  autre  cause ,  la  condition  contraire  E«<E'  ait  lieu, 
(lu  moins  pour  une  petite  partie  de  ces  ouvertures;  alors  il  y  aura 
simultanément  y  a  travers  cette  membrane,  un  transport  principal 
du  liquide  A  dans  A',  et  un  autre  transport  beaucoup  njpindre , 
de  A'  dans  A  ,  ainsi  que  l'expérience  parait  l'indiquer.  D'après  ce 
qu'on  vient  de  dire,  la  différence  de  niveau,  des  deux  côtés  de 
la  membrane ,  sera ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  en  raison  in- 
verse des  diamètres  des  ouvertures  qu'elle  présente  ;  en  sorte  que 
l'intensité  du  phénomène  diminuera  de  plus  en  plus  et  pourra  de- 
venir insensible ,  à  mesure  que  le  tissu  de  la  membrane  sera  de 
plus  en  plus  relâché.  La  condition  principale  et  essentielle  du  phé- 
nomène est  la  différence  dCvS  deux  liquides  ;  il  ne  se  produira  ja- 
mais entre  deux  liquides  de  même  nature,  ou  entre  deux  liquides 
qui  jouiraient  exactement  des  mêmes  propriétés  sous  le  rapport  de 
l'action  capillaire.  Pour  que  la  cloison  qui  sépare  les  deux  liquides  ne 
soit  pas  impropre  à  l'endosmose ,  il  faudra  que ,  d  après  sa  contex- 
ture,  elle  soit  traversée  par  des  canaux  très  étroits,  allant  d'une 
face  a  l'autre  ;  circonstance  qui  se  rencontre  plus  communément 
dans  les  membranes  organiques.  Mais,  d'un  autre  côté,  les  liquides 
éprouveront  le  long  de  ces  canaux  un  frottement  très  considérable 
à  cause  de  la  petitesse  de  leurs  diamètres;  cette  force  pouira  ba- 
lancer l'action  capillaire,  et  empêcher  les  deux  liquides  de  péné- 
trer assez  avant  pour  se  joindre  et  prendre  une  surface  commune, 
qui  change  en  convexité  la  concavité  de  l'un  d'eux;  et,  pour  cette 
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raison ,  la  trop  grande  épaisseur  de  la  cloison  peut  être  un  obstacle 
a  la  production  de  Tendosmose. 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  ces  considérations  générales  ^  qui 
prouvent ,  ce  me  semble  ^  que  les  diverses  circonstances  du  phéno- 
mène de  l'endosmose,  observées  par  M.  Dutrochet,  ne  sont  point 
incompatibles  avec  la  théorie  de  l'action  capillaire ,  et  qu'il  n'é^t  pas 
nécessaîretde  recourir  à  des  forces  d'une  autre  nature  y  pour  en  trou- 
ver une  explication  satisfaisante. 


FIN. 
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